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摘　要　对量子计算的计算潜力的高度期望源于量子力学的各种特性,如叠加原理、纠缠现象、破坏性和建设性的量子干扰.
相对于经典计算,量子计算具有某些假定的优势,例如量子算法的运行速度比经典算法快;但另一方面却似乎存在影响经典算

法但不影响量子算法的障碍,障碍之一是传统上归因于 WernerHeisenberg的两个不确定性原理.Heisenberg最初制定的不确

定性原理涉及用于测量量子系统的非量子仪器必然会对该系统造成影响.这个原理与其后来的发展有所不同,因为后来发现

的不确定性所假定的是不交换可观察量在测量方面存在固有的不能精确测量的特性.在目前的技术发展状况以及当前对量子

力学的形式表述与诠释的情况下,这两种不确定性皆有可能对量子计算的速度造成不良影响.近年来,针对这两种不确定性原

理有了新的研究成果:１)Ozawa对 Heisenberg原理提出了修改,将两种不确定性纳入其内进行并列考虑,从而可以减小 HeisＧ
enberg原理的不确定性程度;２)在考虑到熵不确定性的情况下,Heisenberg不确定性可被视为 Hirschmann不确定性的下界,
因此除了在测量上的不确定性之外,量子计算还必须考虑来自其他如信息学的不确定性因素.
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Abstract　Thehighexpectationsregardingthecomputationalpotentialofquantumcomputationstemfromquantum mechanical
features,suchastheprincipleofsuperposition,thephenomenonofentanglement,thedestructiveandconstructiveinterference．
Besidesthepresumedadvantagesofquantumcomputationoverclassicalcomputation,thereexistimpedimentsthatappeartobe
affectingtheformerbutnotthelatter．OneofthemarethetwouncertaintyprinciplestraditionallyascribedtoWernerHeisenＧ
berg．TheuncertaintyprincipleformulatedoriginallybyHeisenbergpertainstotheinabilityofmeasuringaquantumsystemwith
nonＧquantuminstrumentswithoutaffectingit．ThisprincipleisdifferentfromthelaterdevelopmentpostulatinganinherentinaＧ
bilityofnonＧcommutingobservablestobemeasuredprecisely．AtpresentstateoftechnologicaldevelopmentandwithinthecurＧ
rentformulationandinterpretationofquantummechanics,bothversionsoftheuncertaintyaffectthespeedattainablebyaquanＧ
tumcomputer．Recently,thetwouncertaintyprincipleshavereceivedmoreattention．InhisimprovementtoHeisenberg’sprinciＧ
ple,Ozawatookintoaccountbothtypesofuncertaintymentionedabove．Furthermore,researchintoentropicuncertaintyhas
shownthatHeisenberg’suncertaintycanbeseenasalowerboundofHirschmann’suncertainty,therebyindicatingthatquantum
computationmayneedtoconsiderothertypesofuncertainties,suchasinformationuncertainty,aswell．
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　　当前以随机存取机模型或图灵机模型为基础的经典计算

机在理论上和实践上都遵循经典物理学的定律.自量子力学

诞生起,物理学界就普遍认为量子物理定律为综合物理世界

的理论,而经典力学定律必须从其中推导出来(由于量子物理

等式包含经典物理未有的 Planck常数ћ,学界一般尝试将极

限值ћ→０应用于量子等式来推导出经典等式);换句话说,现

代量子物理学认为宇宙是一个量子系统,其按照与经典物理

学定律不同的量子物理定律运行.量子系统与经典系统有着

不同的特征,包括:一个量子系统可同时处于多个经典态,即
所谓的叠加态(superposition);一个量子系统在演化过程中可

受量子干扰而产生所谓的量子干涉(quantuminterference);

在空间上隔离的两个量子系统之间亦可以有若干交互关系



(correlation),即所谓的纠缠关系(entanglement).上述涉及

基础理论的现象促进量子计算领域发展的主要动因,而非仅

仅在于计算速度的快慢或加密能力的强弱.

在量子力学定律的基础上,量子计算研究量子计算机的

计算能力、量子算法、计算复杂性等.这方面的研究始于２０
世纪８０年代初期,当时的经典计算机模型为模拟计算机.最

初的量子计算机模型亦为量子模拟计算机,由 Manin[１],FeyＧ
nman[２]和Benioff[３]同时期提出.冷战造成的阻隔,使得 MaＧ
nin出版于１９８０年的Vychislimoeinevychislimoe(俄语,书名

可翻译为«可计算与不可计算»)一书虽然先于 Feynman和

Benioff提出了量子模拟计算机的可能性,但到最近才获得了

国际学界的认可.２０世纪８０年代,经典计算机模型逐步向

数字计算模型转化,Deutsch在１９８５年设计了通用量子图灵

机模型[４],从而建立了一个量子数字计算范式.

随后,２０世纪９０年代初Simon[５]和 Deutsch等[６]提出了

用于判定函数若干特性的量子算法,以及Bernstein等发展出

来的量子复杂性理论[７].但是,直到１９９４年Shor提出求解

整数的质因子分解问题和离散对数问题的多项式量子算

法[８],量子计算研究才有了明显的进度.Shor提出的这两种

算法的重要性在于其在密码学上具有实际用途,并给目前经

典计算系统普遍使用的加密算法(如 RSA算法)带来了挑战.

RSA是一个基于大数分解的公钥加密系统,能否解决其公钥

的问题取决于所使用的数字能否在合理的时间内进行质因子

分解.随着计算机处理器速度的提升,以及求解数字分解时

间的缩短,公钥长度必须及时延长.目前,推荐公钥长度为

２０４８bits(等于６１７个十进制数位)或以上.因为尚未发现一

种仅需多项式时间的经典分解算法,所以 RSA的假设是求解

质因子分解问题所需的时间应在多项式时间之上.一般认

为,Shor的量子算法能够在多项式时间内基于一个量子计算

机求解大数质因子分解问题;为了应对量子加密算法对经典

加密技术所造成的挑战,目前学界已展开了以此为对象的经

典密 码 学 研 究,即 RSA 后 加 密 学 (postＧRSA cryptograＧ

phy)[９].

除了上述的理论性动机,就应用而言,量子计算的主要驱

动力来自两个方面:１)需要突破硬件的限制;２)希望在计算时

间复杂度上超越经典算法,即对多项式以上的时间复杂度问

题提供解决方法.

１)处理器速率取决于晶体管密度和时钟速度.即使晶体管密度有所增加,时钟速度越高处理器的温度还是会越高,并需冷却.因此当前时钟速

度最高约为８．５~９GHz,并需用液态氮进行冷却,预防处理器损坏.

就硬件的限制而言,１９６５年Intel的 Moore估计,因电子

器件的体积逐渐变小,集成电路上的晶体管数量将每年增加

一倍[１０].晶体管的稀有特性是管件越小其计算能力就越强,

因为与大型晶体管相比,小型晶体管可以以更小的功率和更

快的速度操作开关,这意味着使用更多、更快的晶体管无需更

大功率或产生更多的余热.Moore对这种计算能力的指数式

增长进行了预测,坊间非正式地称其为“摩尔定律”.Moore
在１９７５年对摩尔定律进行了修改,认为晶体管数量将每两年

增加一倍,这显示了芯片的微型化在过去１０年内已明显减

速.然而,２０００年初,高端芯片的运行速度已进入坪曲线,而

生产芯片的成本一直上升.其中一个有趣的观察是,电子组

件正逐渐接近原子尺度,因此使储存与操作比特变得越来越

难;再进一步的观察是,当电子器件的尺度变得与原子一样小

时,其功能将受到量子物理效应的干扰,从而导致经典计算机

无法正常运算.在这两个观察的基础上,对经典系统计算能

力的指数式增长的预期将在未来１０~２０年内完全失效.这

显然是发展量子计算的一个强烈动机.

从摩尔定律推出的结果被认为有两个:１)小型化使器件

密度增加,导致计算机存储量亦随同增加,因此为运算提供了

更大的储存空间;２)处理器的运行速率也有可能随之增加,使

之能够加速计算过程１).计算机科学家Sedgewick对此却另

有异议.他指出,随着计算机的加速,现有的算法反而会减

速.Sedgewick的逻辑推论如下:假设有一个时间复杂度为

O(nlogn)的算法,其中n为问题的规模,如果将处理器速率

增加一倍,便可以以nlogn
２

的时间运行该算法;如果再将存储

器空间加倍,同一算法所需的空间便有可能扩大至填满有限

的储存器;原来的储存器只能处理n输入数据,现在则能处理

２n数据,因此算法的运行时间即为２nlog２n
２ ＝nlogn＋n,比原

来的复杂度多了一个线性因素n.

就计算时间复杂度而言,经典计算机使用nbits来同时

储存n个信息数字(informationdigits)或一个经典状态.而

量子计算中的叠加原则指出,n个量子比特可用来同时储存

２n 个信息数字或２n 个量子经典状态.假设有一个用于n个

经典比特(一个经典状态)的函数f,则需要T(１)＝s个时间

单位,当将f应用于n 个量子比特(２n 经典状态)时,运算所

需时间同样是T(２n)＝s个时间单位,即在同一时段内,一个

量子计算机能够同时处理２n 个值,而一个经典计算机只能处

理n个值.这种内在并行性似乎表示使用量子系统计算问题

比使用经典系统计算问题具有时间上的优势.但这个说法存

在两方面的问题.１)一个并行算法的计算速度不一定比串行

算法快.NC复杂度指能够在并行计算机上使用 O(nk)个处

理器,并在综合对数(polylogarithmic)时间 O(logcn)内求解的

一类难题,其中n为输入规模,k和c皆为常数.NC 并行性

复杂度是计算复杂性理论中的P 复杂性类(意即多项式时间

算法)的一个子集合.正如复杂度科学中的P＝NP 问题为

未知,P＝NC的真假亦为未知.如果答案是肯定的,所有多

项式时间算法都可以有并行性版本,并能够使用多项式数量

的处理器来求解.２)但在２０世纪７０年代有学者发现,有些

难题难以进行并行化处理[１１].这些难题被称为“P 固有串行

难题”,并有自己独特的复杂性,称为“完全复杂性”.譬如,电

路求值问题已被证明隶属此类[１２].这类计算的问题似乎有

一个共同点:没有并行算法能够求解这些问题或并行算法的

并行性很低.因此,对整个P 完全类来说,即使使用更多处

理器,也不会有效地提高计算速度.

量子计算固有并行性的另一个障碍来自于量子计算输出

相关的概率问题.量子计算主要由３个步骤组成.首先,要

对量子系统进行初始设置.然后,使量子系统处于叠加态,并

１４RenataWONG:量子计算与不确定性原理



对叠加态的概率幅进行操作.因为量子幅度允许负数值,所

以在量子计算过程中,系统的一些幅度值有可能会消失,从而

减少了计算熵(computationalentropy).这是相消性量子干

涉现象(destructivequantuminterference).反过来,相长性

量子干涉(constructivequantuminterference)可以提高概率

幅的值,增加相关结果的概率.第三个步骤最为关键,即要在

所得到的结果中选取正确的答案.一个量子计算的结果,是

在测量过程中根据它的概率,即幅度的平方值,而得出的.与

经典并行算法不同,量子计算不保证所得出的结果是正确的.

在某些情况下,如当每两个潜在输出之间的概率差值相同时,

得出正确结果的概率较低.为了确认一个结果是正确的,一

个量子计算过程必须重复进行足够的次数.这就是为什么量

子计算所提供的并行性并不是对每个问题都能带来明显计算

加速的原因.

１　量子计算的物理背景

任何计算装置都是一个物理系统.虽然现代计算机硬件

所使用的半导体技术依赖量子物理现象(如运用量子穿隧来

做开关),但是经典计算机的计算过程却遵循经典物理的定

律.至于量子计算机,其计算过程显然要遵循量子物理的定

律.量子力学理论所依赖的４条基础规律(量子力学公设)适

用于封闭的量子系统,而量子计算机被视为一个封闭的量子

系统,因此服从量子力学的规律.

１９０５年,Einstein在 MaxPlanck有关光谱中颜色分布的

研究成果之上发表了一篇论文[１３],设想光不是一种连续性现

象,而是能量的若干离散(定)量,即现今所谓的“光量子”

(lightquantum)或“光子”(photon).这种能量子可以以整体

被吸收或释放.几年后,电子在一个原子里转换能级的离散

过程便是用这个概念来解释的.在这种模式下,Einstein的

能量子包含不同能级之间的能量差异.将该能量差异除以

Planck常数h时,该能量差即确定了该量子所携带的光色.

Planck和Einstein的光量子概念认为光子具有波本性和

粒子本性.１９２４年,deBroglie在 Planck和 Einstein有关光

的研究基础之上提出了电子波理论,并假设所有物质都具有

波本性,其结果为波粒二象性理论,即所谓的德布罗意假说

(deBrogliehypothesis):任一运动粒子皆有相应的正弦波.

１９２６年,Thomson通过薄金属衍射实验观察到所预测的干涉

模式,因此确认了deBroglie假说中的电子波本性.基于此

结果,Schrödinger发展出了一个量子物理模型(称为波动力

学),使用波函数来描述物理系统的状态.

取决于粒子的离散性,量子计算机在理论上可使用任何

的粒子作量子硬件,譬如电子、光子、原子、原子核等,而量子

信息单位则为电子能级或自旋、光子偏振、原子自旋或原子荷

值、原子核自旋等.这样的一个量子系统的量子状态可以用

一个波函数来代表.

１．１　量子位及其物理表示

经典计算机中,基本信息单元为位元或二进制位(bit).

量子计算机中量子信息的基本单元是量子位元(quantumbit,

qubit).双态系统的两个状态通常分别以“０”和“１”表示,按

此记法,一个二进制位可处于“０”态或“１”态,而一个量子位元

同样可处于“０”态或“１”态,但除此之外,一个量子位元还可以

处于这两态 (或多于两态)的任何一个线性组合之中.该组

合称为这两态的叠加或态叠加:

∑
i∈{０,１}

αi|i› (１)

任何的两态量子系统都有可能用作量子位元的物理实

现.宇宙中最普遍的粒子———具有单一电子的氢原子,是最

早被研究用作量子位元系统之一的粒子.电子的空间表示称

为“轨域”(orbital),而在不同的多电子原子中,不同的轨域一

般具有不同的能级.轨域数量在理论上是无穷的.能量最低

的轨域是球形１s轨域.以氢原子为例,１s为氢电子的基态

(groundstate).向电子输入能量,如让电子吸收可见光或红

外光(即波长约在４００nm~１mm之间)的光子之后,便能提高

该电子的能级.就能级而言,从１s轨域跃迁至球形２s轨域

所需能量最少,因此氢电子的空间表示多半为球形２s轨域.

２s为氢电子的第一激发态(firstexcitedstate).一个处于２s
轨域的电子可通过释放电磁辐射而跃迁回１s轨域,即回到其

原来具有的能级.

按照量子物理普遍使用的及由 Dirac引进的 braＧket向

量标记法,一般性量子位元ψ标记为 |ψ›.|ψ›是一个列向

量,称为“ket”.‹ψ|＝|ψ›T 是一个行向量,是|ψ›的共轭转置

(conjugatetranspose),称为“bra”.一般性量子位元通常如式

(２)所示:

|ψ›＝α０|０›＋α１|１›＝
α０

α１
[ ] (２)

其中,|０›和|１›分别为“０”态和“１”态的 Dirac标记,α０∈CC和

α１∈CC为复数概率幅,|α０|２ 和|α１|２ 分别为量子位元|ψ›(测
量后)处于|０›态或|１›态的概率.由于叠加态具有概率性质,

量子系统的概率幅必须符合归一化条件,即|α０|２＋|α１|２＝１,

以消除概率幅中的复数和负数.用以表达量子位元的简单方

法是在单位圆上画二维向量,单位圆位于欧几里得空间中以

(０,０)点为中心的笛卡儿坐标系上.使用在单位圆上定义的

正弦和余弦三角函数,便可以α０＝cosθ和α１＝sinθ表示量子

位元的概率幅值.概率幅值的表述ψiθ＝cosθ＋isinθ建基于

欧拉公式所建立的三角函数和复数指数函数之间的关系(见
图１).

图１　量子位|ψ›的单位圆表示(θ∈[０,２π])

Fig．１　Representationofaqubit|ψ›ontheunitcircle(θ∈[０,２π])

１．２　Hilbert空间的特性

在 Neumann[１４]对量子物理做出的数学表述中,量子系统

所能采取的状态位于 Hilbert空间.当今量子物理和量子计

算亦大都使用 Hilbert空间作为量子态的空间.

一个 Hilbert空间 H 为复向量内积空间.两个向量|ψ›＝
α０|０›＋α１|１›和|ϕ›＝β０|０›＋β１|１›的内积为:
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‹ψ|ϕ›＝α∗
０β０＋α∗

１β１ (３)

其中,α∗ 为α的复共轭数.由内积概念诱导(induced)的向量

范数(norm,统称向量长度)为:

||ψ›|＝ ‹ψ|ψ› (４)

Hilbert空间 H 亦为完备度量空间.在一个完备度量空

间中,每个Cauchy系列都收敛于 H 中的一个极限值.在这

样的一个空间内,每个元素皆有明确的定义,因此可以使用微

积分.譬如,用(偏)微分来求解Schrödinger方程,或用积分

来归一化波函数.量子物理中自然出现的 Hilbert空间是无

限的,譬如,任一粒子的位置具有连续性,其值可为任何实数.

在大多数情况下,量子计算中的 Hilbert空间为有限维空间,

但有些无限维量子系统也可以截短为有限维系统,譬如 RanＧ

gan等[１５]便通过禁止若干系统转换的手段来限制空间维度.

这种系统能用有限维方法来分析可控性.１９８３年,Huang
等[１６]提出了“使用逐段常元控制方式无法在有限数量操作的

情况下实现全局可控性”的观点;这个观点近期受到了挑战,

譬如２０１７年有学者提出了量子机器学习无限维状态空间的

理论[１７],虽然这方面的研究才刚起步.

一个量子系统可用函数来描述.因为所测量的结果属概

率性质,所以该函数必须遵循概率定律,故该函数必须为平方

可积函数,即其积分必须是有限的.

∫||ψ(x)›|２dx＜∞ (５)

式(５)亦称 Born规则或 Born概率诠释规则[１８],用于规

定函数|ψ›的概率密度.

Hilbert空间是欧几里得空间的一个扩充.二维欧几里

得空间中的单位圆可以扩充至二维 Hilbert空间中的单位球

体(如果单考虑归一化向量,即长度为１的向量,这些向量尖

端都位于单位球体的球面上),即 Bloch球体.Bloch球体上

可表示任何具有两态的单量子位元的量子系统.异于单位

圆,Bloch球体上的每对相对向量,如|０›和|１›,为相互正交向

量(见图２).作为一个完备向量空间,Hilbert复数向量空间

能够保证每个向量的幅值以及角度都可以被测量.

|ψ›＝cosθ
２|０›＋eiϕ􀅰sin θ

２|１›

＝
cosθ

２

eiϕ􀅰sin θ
２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

图２　Bloch球体上的量子位表示

Fig．２　RepresentationofaqubitonBlochsphere

每个 Hilbert空间都具有一个规范正交基(orthonormal

basis).该空间内的每一个向量都可用基向量的线性组合构

成.两个向量|ψ›和|ϕ›为为正交向量,当且仅当其内积为 ‹ψ
|ϕ›＝０.用于表示n量子位元的 Hilbert空间的维度是２n.

２n 维 Hilbert空间 H 的规范正交基是一个以２n 个向量组成

的且符合以下条件的集合B＝{|vi›}∈H:

∀vi,vj∈B∶‹vi|vj›＝δij (６)

其中,σij为 Kroneckerσ函数:

δij＝
１,i＝j
０,i≠j{ (７)

在二维 Hilbert空间中,通常用规范正交基向量{|０›,

|１›}来表示一个量子位元,这个基础称为“计算基”(computaＧ
tionalbasis).量子位元也可以用其他基础表示,譬如,将经

典比特|０›或|１›置于叠加态的一种方法是利用 Hadamard矩

阵１
２

１ １

１ １[ ] ,将这个矩阵用于|ψ›＝|０›比特上可得出这个

比特在{|＋›,|－›}基础中的表示|ψ′›＝|＋›＋|－›
２

(见图

３).不同的基础是可以变换的.如果再次将 Hadamard矩阵

应用于|ψ′|之上,则得出|ψ″›＝|ψ›＝|０›.

　　　　　　　　　　|１›＝|＋›－|－›
２

　　　　　　　　

　|０›＝|０›＋|１›
２

　　　　　　　　

　

|＋›＝|０›＋|１›
２

|－›＝|０›－|１›
２

图３　量子位单位正交基的例子及转基公式

Fig．３　Examplesoforthonormalbasesofqubitandrespective

basistransformationformulas

在量子物理中,任何两个系统状态|ψ›和|ϕ›都能够以概

率１予以区别,当且仅当:两者相互正交,即其内积为‹ψ|

ϕ›＝０.对于两个非相互正交系统状态|ψ›和|ϕ›,当其内积为

‹ψ|ϕ›∈(０,１)时,不能在每种情况下都予以区别.状态区别,

指单次测量一个系统的状态而得出的结果是独特的.假设两

个量子态为|ψ１›＝|０›＋|１›
２

＝|＋›和|ψ２›＝|１›,这两个状态

是非相互正交的(内积为‹ψ１|ψ２›＝
‹０|＋‹１|

２
|１›＝ １

２
),不能

以概率１区别.只有测量结果为与状态|１›相关的本征值时,

才能够明确指出量子态为|ψ２›;测量结果为与状态|０›相关的

本征值时,无法明确指出量子态为|ψ１›还是 |ψ２›.我们在量

子计算中追求的结果为完全区别状态,在计算中得到非完全

区别状态的情况下,必须多次重复计算过程来明确区别所得

出的结果.因此,在探测一个量子系统的任何物理量(physiＧ
calquantity)(譬如测量一个电子的能级)时,必须确保该量所

能采取的值是可以区别的.

在系统状态辨认性的基础上,量子物理提出了“可观察

量”(observable)的概念.一个可观察量为探测器所能观察到
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的量子系统的物理量状态.量子物理假设每个可观察量都存

有相对的自伴算子(selfＧadjointoperator).方阵A 为自伴算

子,当且仅当A ＝A,其中A 为A矩阵的复数共轭矩阵.有

k状态的观察量相当于一个k×k的算子矩阵.自伴算子矩

阵元素为自己的共轭,因此自伴算子的所有本征值皆为实数,

从而符合一个实际存在的物理量不能包含复数的要求.量子

物理工作者习惯将自伴算子与厄密算子替换使用,但这两种

算子在数学中却有区别:自伴算子亦为厄密算子,但是厄密算

子未必是自伴算子.只有在假设向量空间为有限维空间的情

况下,这两种算子的定义才是一致的.本文将符合上述条件

的算子一概称为自伴算子.

从自伴算子的条件A ＝A 可得出正规算子(normalopＧ

erator)的定义:A A＝AA .因此,自伴算子属正规算子.每

个正规算子都符合以下的谱定理.

定理１(谱定理,spectraltheorem)　每个应用于有限维

Hilbert空间 H 的正规算子S 都在该空间存在一个正交基,

而该基的所有向量皆为S的本征向量.

这个定理确保了每一个自伴算子都存在至少一个正交

基,因此适合用作可观察量的数学表征 (与可观察物理量相

关的数学算子大多是线性算子).

算子的本征值对应可观察量所能采用的值.如果以氢原

子电子的能量为可观察量,其|０›和|１›态分别为电子的基态

和第一激发态;而与能量相连的算子叫作 Hamiltonian,标记

为H
∧
,用于指定量子系统的综合能量,即势能和动能的总和.

Hamiltonian矩阵必须在数理上导出或由实验结果确定.使

用Schrödinger等式:

H
∧

|ψn›＝En|ψn› (８)

即可算出与两个电子能级相关的本征值为:

En＝－R􀅰Z２

n２ (９)

其中,n为主量子数(principalquantumnumber),用于指定轨

域的壳层(意即从原子核算起,第一个壳层为n＝１,第二个壳

层为n＝２,如此类推);R＝１３．６eV 为 Rydberg常数;Z 为原

子系数(氢原子系数为１).从式(９)可以得出:氢电子作为１s
轨域时(量子物理中粒子的位置是概率性的,而一个轨域则由

测量电子位置确定,因此可以说电子位置界定了原子内的每

个轨域),其能量为E１＝－１３．６eV;作为２s轨域时,其能量为

E２＝－３．４eV.因此,电子从基态转至激发态所需的能量为

１０．２eV.

至今,单使用Schrödinger等式只能为单个电子系统(二

体问题)提供精确结果,却不能精确描述有两个或以上电子的

系统.总体而言,原子系数越高,该等式所需的修正就越多.

１．３　量子力学的公设

量子计算装置以及量子计算都是基于量子力学原理的.

其中最重要的４个公设由 Neumann于１９５５年提出[１４].这

些公设建立物理系统与(用于为该系统建立模型的)量子力学

的数学联系,即用于定义量子力学的数学结构.

１)状态空间公设

任意的封闭物理系统都存在一个复数向量内积空间,称

为该系统的状态空间.状态空间描述系统所能行使的状态,

该系统完全由系统的状态向量描述.量子计算最关键的系统

为量子位,其状态空间为二维 Hilbert空间,其状态向量|ψ›为

单位向量(取决于归一化条件).此公设建立了封闭物理系统

与 Hilbert空间之间的关系.

２)系统演变公设

一个封闭物理系统随时间经由幺正变换演化,即该系统

从其处于时间t１ 的状态|ψ(t１)›转换为其处于时间t２ 的状态

|ψ(t２)›,而该转换操作由幺正算子U(t１,t２)执行:

|ψ(t２)›＝U(t１,t２)|ψ(t１)› (１０)

式(１０)为 Heisenberg矩阵力学中的表示.由于U 为幺

正算子,意即符合U U＝U U＝I(I为单位矩阵)条件,因此

它所诱发的运算为可逆转运算:U U|ψ›＝|ψ›.

从概念上讲,系统演变使用 Heisenberg的矩阵力学比较

容易解释;若要计算这个演变,则一般会使用Schrödinger的

波动力学.在Schrödinger的波动力学中,量子系统|ψ›的时

间演变可用Schrödinger方程来计算:

iћ∂
∂t|ψ(t)›＝H

∧

|ψ(t)› (１１)

式(１１)为Schrödinger波动力学中的表示.其中,ћ＝h/２π

是约化普朗克常数,H
∧

是代表量子系统能量的 Hamiltonian
算子.根据Planck原来的方程E＝hν,常数h是光子能量E

与其相连的频率ν的比率,即E
ν

.

幺正演变的一个好处是它保存了系统状态空间的内积.

两个向量|ψ›和|ϕ›之间的角θ可按式(１２)进行计算:

cosθ＝
‹ψ|ϕ›

||ψ›|􀅰||ϕ›|＝‹ψ|ϕ› (１２)

其中,两个向量都符合归一化要求,其范数皆为１,因此公式

里的分母亦为１.因此,在量子计算中,两个向量之间的角为

两个向量的内积.在几何学上,每个幺正算子(幺正演变)相

当于 Hilbert向量空间的若干旋转,从而成为一种不改变状态

向量范数的变换.因此,用于操作单量子位的幺正算子相当

于二维 Hilbert空间(Bloch球)的若干旋转,没有改变量子位

的单位范数和两个量子位之间的角度.

此公设建立了物理系统演变与幺正变换之间的关系.由

于量子系统在测量过程中必须与测量仪器发生互动,因此该

量子系统不再是一个封闭的系统,演变亦不再是一个正交操

作.显然,如果要在量子物理框架内描述测量过程,则必须对

量子测量另做独立公设.

３)量子测量公设

一个封闭系统的测量由作用于其状态空间的若干算子集

合 {Mm}nm＝１描述,其中的m 指数用来指称个别测量结果.假

设紧接在测量之前的系统状态是|ψ›,则测量结果为 m 的概

率为:

P(m)＝‹ψ|Mm Mm|ψ› (１３)

其中,Mm 为Mm矩阵的伴随矩阵.因为所有测量结果的总

概率必须总和为１,所以式(１３)可表述为:

∑
m
Mm Mm＝I (１４)

其中,I为单位算子(identityoperator).
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在假设测量得出m结果的情况下,测量后的系统量子态为:

|ψ′›＝ Mm|ψ›

‹ψ|Mm Mm|ψ›
(１５)

式(１５)通常称为波函数的“坍缩”.测量后,系统不再处

于叠加态,而减缩至量子态m.假设量子位为|ψ›＝α０|０›＋
α１|１›,测量算子则为 M０＝|０›‹０|和 M１＝|１›‹１|.测量导致

测量后的量子位ψ按|α０|２ 的概率处于|０›态,而按|α１|２ 的概

率处于|１›态.测量后,量子态|ψ›不再处于向量|０›和|１›的

叠加态.量子测量一般用于读取计算结果,不可逆,即测量后

的量子系统不可恢复测量前的叠加状态.

假设有向量空间V.在数学中,投影P 为符合P２＝P(幂
等性)条件的线性变换P:V→V.量子物理定义符合 M２

m ＝
Mm 要求的测量算子称为“投影算子”.在测量算子同时为自

伴算子(Mm ＝Mm)的情况下,该测量称为“投影测量”,测量算

子则称 为 “正 交 投 影 算 子”.因 此,式 (１３)中 的 算 子 成 为

Mm Mm＝Mm.用正交投影算子 Mm 来进行测量时,所得出

的每个结果的概率皆为:

P(m)＝‹ψ|Mm|ψ› (１６)

而测量后的系统量子态为:

|ψ′›＝ Mm|ψ›
‹ψ|Mm|ψ›

(１７)

测量过程中将量子态|ψ›投影于 m 子状态空间,此为投

影测量名称的来源.投影算子描述若干可观察量,所测量得

出的状态都是可以明确辨识的.此外,取决于幂等关系,投影

测量是重复性的测量.将算子连续应用于一个量子态上时,

不会改变第一次测量所得出的结果,也不会改变该量子态:第
一次测量后重复进行测量得出的结果概率皆为１.

在量子力学中,很多重要测量都属于非投影测量,如用银

幕来测量一个光子的位置时会导致该光子被毁灭.一般来

说,测量后的量子系统的状态是不确定的.这类测量中,最普

通的一种叫做正算子值测量(positiveoperatorvaluedmeaＧ
surement,POVM),使 用 的 算 子 是 正 数 自 伴 算 子 (positive

selfＧadjointoperator).此种算子可以进行弱测量,即在不导

致波函数塌缩的情况下获得不完整的信息.投影测量与

POVM 之间的一个重要区别在于,前者的正交投影算子一概

为相互交换,而POVM 的算子有可能为非交换算子.

物理上,测量是对量子系统的一种外部观察.用于测量

一个量子系统的装置本身亦为一个量子系统,故此测量系统

与被测量的系统一有接触即发生互动.测量过程中,所测量

的系统或子系统的幺正演化会受到干扰.测量过程导致的对

系统波形的干扰可能是一种非幺正现象.当前物理学界尚未

探测到量子波函数受到测量的影响而产生坍缩的过程.这个

称为“测量问题”的现象尚未得到物理理论上的解释.

此公设建立了物理系统测量与测量算子之间的关系.

４)复合系统公设

一个复合物理系统的状态空间为该系统的子系统状态空

间的张量乘积.与复合量子系统关联的 Hilbert空间 H 为其

子空间Hi 的张量乘积:

H＝􀱋
i
Hi (１８)

设{vi}为子空间 Hi 的基,{vj}为子空间 Hj 的基,{vI􀱋

vj}则为 Hi􀱋Hj 的基.量子位|ψ１›＝α０|０›＋α１|１›和|ψ２›＝

β０|０›＋β１|１›的复合系统则为:

|ψ１›􀱋|ψ２›＝
α０

α１
[ ] 􀱋 β０

β１
[ ] ＝

α０
β０

β１
[ ]

α１
β０

β１
[ ]

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝

α０β０

α０β１

α１β０

α１β１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(１９)

将张量乘积算子应用于状态空间时,其维度为子空间维

度的乘积:dim(H)＝∏
i
dim(Hi).

此公设建立了物理复合系统与张量乘积之间的关系.

２　WernerHeisenberg的不确定性原理与量子计算

的速度

　　代数的环论(ringtheory)定义了一个“换位子”概念.因

为复数集是一个环,所以定义在复数环上的矩阵集合亦为一

个环.在这个基础上,量子物理引入了量子算子可交换的概

念.A和B 两个复数矩阵的换位子定义为:

[A,B]＝AB－BA (２０)

从定义可见,换位子为 ０,当且仅当:A 矩阵和B 矩阵可

交换.在量子力学中,换位子概念与 Heisenberg不确定性原

理有关.不确定性原理声称,同时测量粒子的两个不可交换

的物理性质时,测量的精确度会存在一定的限制.HeisenＧ

berg曾经指出,同时测量粒子的位置与动量不能获得两者的

任意精确度[１９].在位置空间内,沿x方向的动量算子通常标

记为P＝－iћ∂
∂x

,沿x方向的位置算子标记为X＝x.两个

算子的换位子推导如下:

[P,X]ψ＝(PX－XP)ψ

＝－iћ∂
∂x

(xψ)＋ixћ∂ψ
∂x

＝－iћψ－iћx∂ψ
∂x＋iћx∂ψ

∂x
＝－iћψ (２１)

其中,ψ为上述量子系统的态,即物理中的波函数.移除波函

数后得出的结果为[P,X]＝－iћ≠０.不确定性原理的最普

遍综合形式为 Robertson不确定性关系[２０].Robertson不确

定性关系可表述为:

ΔA􀅰ΔB≥１
２|‹[A,B]›| (２２)

因此,位置与动量间的不确定性关系为ΔP􀅰ΔX≥ћ/２.

在 量 子 物 理 中,算 子 Y 的 不 确 定 性 标 记 为 ΔY ＝

‹Y２›－‹Y›２ ,同时Δ 符号指值域,‹Y›＝‹ψ|Y|ψ›为期待

值.Δ符号的定义与统计学中的标准偏差(以σ符号标志)的

不同之处在于:量子物理标准偏差适用于每个粒子,而不是以

统计学中的重复抽样方式得出[２１].

２．１　时间与能量的不确定性原理

对计算机科学起重要作用的另一种不确定性关系是时间

t与能量E(E与上述 Hamiltonian算子无关,因为该算子不依

赖于时间;但E＝iћ∂/∂t出现在含时间的 Schrödinger方程

(１１)中)的不确定性.有关时间与能量之间的不确定性原理

虽由 Heisenberg提出,但其给出的关系仅为数量级(orderof

magnitude)ΔE􀅰Δt~ћ,没有明确指出数值.Heisenberg[２２]在
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做出时间与能量不确定性原理的推测时,假设时间为一个算

子,并且以SternＧGerlach实验中对能量测量精确度ΔE 的考

虑为依据.在该实验中,SternＧGerlach装置中的原子在一定

时段Δt内受到了偏转场(如不均匀磁场)的影响,因此在对能

量进行测量时,Δt明显不是时间测量的精确度,而是进行测

量的持续时间.

１)Wirschlieβenalso,dassaufdieEinführungeinesOperatorstgrundsötzlichverzichtetunddieZeittinderWellenmechaniknotwendigals

gewöhnlicheZahl(“cＧZahl”)betrachtetwerdenmuss．

当前物理学界却普遍认为时间与能量不确定性原理和位

置与动量不确定性原理可能属于不同等级的现象.量子物理

中,空间坐标和时间坐标都是连续性的,而不是量化的.因

此,时间算子应具有连续性本征值,其范围则是从 － ∞ 到

＋∞.由此,Pauli[２３]试图论证既然能量既可以具有连续的本

征值,也可以具有离散的本征值,那么时间算子不能存在,并
且只能把时间当作一个“经典数字”(在 Dirac命名中,经典数

字指实数或复数)１).但是,Pauli的这个论证允许在一定的情

况下(即当两者的本征值都是连续性的),时间仍可用作算子.

除此之外,Garrison等[２４]已在１９７０年证明(具有量化的能量

本征值的)谐振子允许使用自伴算子作时间算子,并且这个算

子符合[E,t]＝－iћ的典范交换关系(canonicalcommutation
relation).量子典范交换关系依照经典物理中的泊松括号

(Poissonbracket)而成立.两个具有２n个独立变量的函数

f(p１,􀆺,pn,q１,􀆺,qn)和g(p１,􀆺,pn,q１,􀆺,qn)的泊松括

号定义为 {f,g}＝∑
n

i＝１
(∂f
∂qi

∂g
∂pi

－∂f
∂pi

∂g
∂qi

)[２５],该括号定义了典

范变换集.如果两个函数皆为可观察量,那么可以按照以下

规则将其转换为交换子:iћ{A,B}＝[A,B].在这个关系中,

H 和t两者皆称为“典范共轭”(canonicalconjugates).因此,

Garrison等证明了Pauli的论证不能成立.

在同一文献[２３]中,Pauli给出了另一个论证,从另一角度

介入这个问题.他的依据是,所有已知的物理系统的能量都

有下界,亦即能量算子的本征值必须远小于－∞.实际上,大
多数物理系统的能量都是正值的(例外的有我们提到的氢原

子电子的(负值)能级等).在这个基础上,Pauli论证了:对于

能量谱具有下界的系统来说,不存在足以满足上述传统交换

关系并因此可以用作该系统的时间算子的自伴算子.

必须注意的是,上述对能量谱的限制并不完全排斥了时

间算子这个概念,而是排斥的时间算子作为一个自伴算子的

可能性.因此,物理学界还是尝试将时间当作一种算子来配

合不确定性原理.

Mandelstam等[２６]认为Δt是量子系统内的一种固有时

间.这样的诠释可以把Δt表达为系统状态的衰变时间等,而

ΔE为该状态的能量测量的不确定性.在这种情况下,Δt不

是时间测量的不确定性,而是衰变时间的统计分布.另一方

面,Aharonov等[２７]却尝试论证,在有限时间内可以对能量进

行任意精确度的测量,但必须明确区别被测量系统与时间测

量装置的作用.位置与动量为同一量子系统的参数,而时间

与能量的关系扩展至了两个不同的系统;能量是量子系统的

参数,而时间由一个外部经典计时器(另外一个系统)测量,因
此其是一种经典变量.

Briggs[２８]将测量装置用作被测量量子系统的量子环境,

然后使用经典极限来推导出时间与能量的不确定性关系:

ΔE􀅰Δt≥ћ
２

.其中,Δt为使用经典测量装置产生的时间测

量的不确定性(即时间测量的精确度而非时间的长度),ΔE则

为被测量系统的能量.经典极限的概念来自物理学界认为量

子物理可以从经典物理导出的观点.与牛顿力学相比,相对

论力学中的基本方程多了一个新的基本物理常数,即光速c.

在其他方面,两个理论的数学结构是相似的.因此,将极限

１
c→０应用于相对论力学基本方程上即可将之转为牛顿力学

基本方程[２９].正如相对论使用了经典物理中没有的光速常

数,量子物理引入了经典物理所没有的 Planck常数ћ.物理

学界希望,将若干极限(譬如ћ→０)应用于量子力学方程便可

以推导出经典物理方程.一个物理理论的直接推导或逼近牛

顿力学的能力叫做经典极限.至今,这个方案还没有得到明

确的求解.有学者甚至认为使用ћ→０极限无法从微观世界

得到宏观世界[２９Ｇ３０].

理论上,时间未必可当作量子系统(函数)的参数.在非

相对论力学中,即符合伽利略相对性原理的量子力学,时间是

绝对的.因为一个可观察量是一个以系统量子态为变量的函

数,而量子态是一个以时间为变量的函数,即时间是一个自变

量而不是算子.在相对论力学中,即符合狭义相对论的量子

力学,时间与空间具有平等地位.如果位置是算子,那么时间

必须也是算子;如果时间是参数,那么位置必须也是参数:因
此两者皆可同时成为算子或同时成为参数.但是,相对论力

学中的时间概念可有不同的意义,从而使得时间算子的定义

变得极为复杂.另一方面,就计算效率而言,把位置与时间都

用作参数则较为有利.虽然算子与参数的两种方式不同,但
在相对 论 力 学 中 使 用 任 何 方 式 进 行 计 算 所 得 的 结 果 均

一致[３１] .

时间与能量不确定性原理对量子计算的重要性来自其强

加于量子系统从某一量子态转换为另一个量子态的限制.作

为一个量子物理系统的量子计算机,用量子态的转换来进行

计算操作.因此,时间与能量不确定性原理对量子计算的速

度将产生影响.

在１９世纪末、２０世纪初,由科学哲学界发展出来的“观

察者”概念进入了刚刚萌芽的量子物理[３２].量子物理对不确

定性原理的最初理解来自 Heisenberg自己.根据他于１９３０
年提出的意见[３３]:测量不准的原因基于若干观察者效应,即

在测量量子系统的位置时,所使用的测量设备会改变量子系

统的动量;相反,在测量量子系统的动量时,测量设备会改变

系统的位置.当今,物理学界普遍认为不确定性原理为所有

具有物质波性质的系统的本质属性,与测量设备的技术水平

无关.这个本质属性可由数学解释,即一个可观察量所能有

的本征值未必为另一个可观察量的本征值.我们做两个假

设:１)有A,B两个可观察量,并且两者不可交换;２)测量后的

量子系统处于可观察量A 中的一个本征向量.因为两个可
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观察量不可交换,上述的这个本征向量并非可观察量B 的本

征向量之一,而是可观察量A 的本征向量的线性组合.由于

量子物理的叠加现象是概率性的,因此未必能够准确测量可

观察量B的值.

除了给予时间概 念 另 外 的 一 个 解 释 (见 上 文)之 外,

Mandelstam等[２６]还(最早)提出了量子系统从一个状态转换

到另一个状态所需的最短时间τ:

τ≥π
２τ􀅰 ћ

ΔH
(２３)

随后,Uffink[３４]发现,在某些情况下,使用ΔH 可导致对

量子系统演化速度的估计变得很不合理,因为即使系统的平

均能量是有穷的,能量算符的方差ΔH 仍然有可能是无穷的.

例如,在概率密度函数很狭窄的情况下,Hamiltonian的方差

ΔH 便很高,从而导致式(２３)中的下限值可以是任意小,于是

在某种程度上移除了约束量子计算的任何限制.因此,在估

计两态 的 转 换 时 间 时,不 应 依 赖 标 准 偏 差 或 方 差.基 于

Uffink所提出的异议,Margolus等[３５]提出了使用平均能量

‹H›来替代不等式(２３)中的ΔH.他们推导出的不等式(２４)

可用于任何长度的幺正状态的演变:

τ≥N－１
N

􀅰 h
２‹H› (２４)

其中,‹H›为一个量子系统的平均能量,N 为幺正状态的数

量.按照式(２４),从一个幺正状态演化至另一个幺正状态所

需的最短时间τ为:

τ≥１
２

􀅰 h
２‹H›＝

π
２

􀅰 ћ
‹H› (２５)

假设量子系统的固定平均能量‹H›为一个单位,即１J.

按照式(２５)中的不等式,幺正状态演化所需的时间至少是

１．６×１０－３４s.由式(２５)可知,演化所需的最短时间随着演化

中状态数量的增加而变短.

同样,假设平均能量为１J,可以按照式(２６)中的不等式

估算一个计算过程中每一秒所需的操作数量为３×１０３３[３５].

由式(２６)中的不等式可知,平均能量越高,计算速度越快.再

者,如果单独考虑两个幺正状态,则该速率则为６×１０３３,增加

了一倍.

ν≤２‹H›
h ＝

‹H›
πћ

(２６)

当前,通常假定上述两个限制(即式(２３)和式(２４))为一

个统一限制[３６]:

τ≥max{πћ
２ΔH

,πћ
２‹H›} (２７)

Levitin等[３７]证明了式(２７)中的下界是紧的,即这个界是

一个量子系统演化的最快速率.同时必须注意,上述两个下

限都涉及幺正演化,即具有识别不同量子状态的能力的演化.

实际的量子计算过程中有可能出现幺正转换,但也有可能出

现非幺正转换.另外,必须考虑的因素是未对各个不同的操

作的复杂度进行区别,所有操作一律算作一个操作.此为复

杂度理论为了简化算法复杂度的分析而引进的一种限制.

值得强调的是,上面提倡的速率专门为量子计算而设,但

却与Lloyd[３８]推导出的通用速率相似.Lloyd估计一个经典

或量子计算机在１s时间中能够进行的逻辑操作的上界为:

∑
l

１
Δtl

≤∑
l

２El

πћ ＝２E
πћ

(２８)

其中,l指逻辑门,El 指逻辑门所需的能量,Δtl 指一个逻辑门

在１s中能够进行的操作数量.

３　超越Heisenberg不确定性原理

Heisenberg不确定性原理于１９２７年提出.由于这个原

理对了解量子过程的程度施加了限制,因此一直有学者试图

证明或反驳.近年有研究成果显示,不确定性原理与波粒二

象性为同一属性的两个表现[３９Ｇ４２];因此,如果波粒二象性是

一个本体现象,不确定性原理则同样是一个事实.基于对双

缝实验[４３]的解释,当今学术界普遍认为波粒二象性亦为量子

系统的本质属性,但是在发展量子物理的最早阶段,有学者却

对这个假设持有疑问.Broglie提出“相波”概念时,把相波视

为与物质点运动相关联的波.Schrödinger使用了 Broglie的

相波来构建他的波方程.Schrödinger其实比 Broglie多走了

一步,把物质点假设为一个波系统,而非与物质点运动相关联

的波系统[２２].当时,他给出的原因是,不使用相波概念的原

子理论和分子理论都已经遇到了严重的障碍,因此暂时不应

考虑不包含相波概念的框架.由此可见,物质波概念进入量

子物理的条件不是因为Schrödinger认为这个概念是正确的,

而是因为不使用这个概念的理论遭遇到了不少的困难.因

此,在考虑不确定性原理时,必须注意它是以波粒二象性为真

的假设.

３．１　Ozawa对不确定性原理的修改(测量的不确定性)

上述不确定性原理涉及量子系统的内在不确定性(参考

不等式(２２)).不等式(２２)中的Δ指的是标准偏差,与测量概

念无关.但是,Heisenberg最初是根据测量精度和测量必然

产生的干扰两者之间的关系来阐述他的不确定性原理.按照

这个理解,我们可重新界定式(２２)中的原理[４４]:

ε(A)η(B)≥１
２|‹[A,B]›| (２９)

其中,ε(A)是测量A 的误差,η(B)是测量A 对B 所造成的干

扰.就标准偏差Δ(A)与测量误差ε(A)的关系而言,MarＧ

genau[４５]和 Popper[４６]已指出,只有在误差远小于标准偏差

(ε(A)≪Δ(A))时,才能够确定标准偏差的值.基于量子物理

的概率性本质,Heisenberg在提出位置与动量的不确定性原

理时,借用了一个思想实验来描述使用γ射线显微镜观察电

子所造成的不确定性[１９]:

“Seiq１ dieGenauigkeit,mitderderWertqbekanntist
(q１ istetwa der mittlere Fehler vonq),also hier die

WellenlängedesLichtes,p１dieGenauigkeit,mitderderWert

pbestimmbarist,alsohierdieunstetigeÄnderungvonpbeim

Comptoneffekt􀆺”

为符合本文记法,设ε(Q)为q１,η(P)为p１.上述原理可

做如下翻译:“假设ε(Q)是Q 的精确度(譬如ε(Q)是Q 的平

均误差),即光的波长,η(P)是确定P 值的精度,亦即 CompＧ

ton效应中的对P 的不连续性变化􀆺”.

式(２９)被称为“测量与干扰的关系”,并已在１９７０年被证

明为无效[４４,４７].证明很简单,使用了光子极化状态.极化的
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各个成分可分别用 Pauli矩阵表示.我们用σX ＝
０ １

１ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ 来

表示极化的X 成分,用σY ＝
０ －i
i ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ 来表示极化的Y 成分,

用σZ＝
１ ０

０ －１
æ

è
ç

ö

ø
÷来表示极化的Z 成分.我们测量其中的一

个成分,譬如Z,然后观察该测量过程对另一个成分,譬如X,

所造成的影响,从而显示测量与干扰关系被违反.首先,我们

算出 Heisenberg的两个边界中的换位子:

１
２|‹[Z,X]›|＝１

２ ‹ ０ ２

－２ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷›＝ ‹ ０ １

－１ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷›

＝ ‹i ０ －i
i ０

æ

è
ç

ö

ø
÷›＝|‹i􀅰Y›|

＝|‹Y›| (３０)

如果所研究的量子系统的状态是|ψ›＝(|H›＋i|V›)/

２,则下界为最大:

|‹Y›|＝|‹ψ|Y|ψ›|

＝１
２

(‹H|－i‹V|)(i|H›‹V|－i|V›‹H|)(|H›＋

i|V›)＝１ (３１)

量子系统处于这个状态时,两个不确定性ΔX＝ΔZ＝１
也最大,并且符合 Robertson的不确定性关系(式(２２)).但

是如果要同时测量Z 成分,这个测量可以是随意精确的,亦

即能够１００％确定这个成分.如果假设测量Z的精确度为１,

其测量误差则为０,因此无法符合式(２９)中的要求,亦即|‹Y›|
不能为１.此为对式(２９)中下界的违反.

因为上述的下界不属于普遍下界,所以有学者尝试挑战

Heisenberg的测量与干扰关系(不确定性原理).到目前为

止,对原来的不确定性原理进行修改的研究中,最有影响力的

观点来自于小泽正直(MasanaoOzawa)[４８Ｇ４９].这个修改方案

已经得到了实验证明[５０].Ozawa将平均误差更精确地界定

为均方 根 误 差ε(A)＝ ‹(A－ －A)２›０．５,η(B)＝ ‹(B＋ －

B)２›０．５.其中,A 和B 是需要测量的观察量,而A－ 和B＋ 是

实际测量的观察量(值).Ozawa在 Heisenberg不等式的基

础上提出的测量与干扰关系如下:

ε(A)η(B)＋ε(A)Δ(B)＋η(B)Δ(A)≥１
２|‹[A,B]›|

(３２)

Rozema等[４４]和Baek等[５０]分别进行了几场实验,并且确

定了在不同的实验设置中,当式(２９)中的 Heisenberg原理论

关系失效时,式(３２)中的 Ozawa理论关系保持有效.

就测量与干扰关系而言,Heisenberg的式(２９)和 Ozawa
的式(３２)之间有什么区别呢? 假设两个观察量不交换,即换

位子大于０.在一定情况下,不等式(２９)的左面可以小于所

预测的１/２|‹[A,B]›|,它甚至可以为０(例如当ε(A)＝０或

η(B)＝０)[４４].在这些情况下,Heisenberg的测量与干扰关系

是无效的.与此不同,式(３２)中的ε(A)和η(B)任意一个可

以为０,但是两者不能同时为０.这意味着,Ozawa没有推翻

测量与干扰关系的真实性.但是,Ozawa的边界小于 HeisenＧ

berg原来的不确定性,因此也降低了量子计算的不确定性.

３．２　Hirschman的不确定性(熵不确定性,entropicuncertainty)

　　除了 Heisenberg不确定性之外,量子物理还涉及其他不

确定性现象,其中比较重要的一个是 Hirschman提出的不确

定性[５１].因为它的定义基于Shannon熵的总和,所以当前称

其为熵不确定性.这种不确定性在加密学上的应用尤为

常见.

１９５７年,Hirschman使用函数f(x)及其 Fourier变换函

数g(x)来提出熵不确定性关系[５１]:

H(|f(x)|２)＋H(|g(x)|２)≥０ (３３)

其中,H(|h(x)|２)＝－∫
∞

－∞
|h(x)|２􀅰log|h(x)|２dx是概率

频率函数h(x)的熵,并且必须是收敛的.式(３３)中的下界由

Maassen和 Uffink进一步证明为以下关系[５２Ｇ５３]:

H(A)＋H(B)≥log１
c

(３４)

其中,H(X)＝－∑
i
pi􀅰ln(pi),P＝(p１,􀆺,pn)是概率分布,

而pi＝‹xi|ψ|xi›;c是可观察量A 和B 的本征向量之间的

最大重叠,定义为c＝１＋c１

２
,并且c１＝max

ij
|‹ai|bj›|２,而|ai›

和|bj›分别为可观察量A 和B 的本征向量.由等式可知,两
个可观察量的共同本征向量越多,熵的不确定性越小.这个

不等式应用于使用规范正交基的测量,因此对量子计算有着

重要影响.式(３４)中的结果以 Deutsch[５４]于１９８３年证明的

不确定性(式(３５))为依据.

H(A)＋H(B)≥－２ln(c) (３５)

这里,两个可观察量的本征值必须是离散的.与 RobertＧ

son综合不确定性关系的不同之处在于上述两个下界是绝对

的,不依赖量子系统的状态.

Deutsch和 Maassen的不等式依赖于与个别可观察量所

能采取的本征向量相关的变量c;但在完全不考虑这个因素

的情况下界定熵不确定性也是可能的,BiałynickiＧBirula等[５５]

在１９７５年即按此方向为位置与动量导出了以下关系:

H(Q)＋H(P)≥log(eπћ) (３６)

对于这个关系,Coles等[５２]随后证明了它蕴涵使用标准

偏差的 Heisenberg位置与动量不确定性原理:

H(Q)＋H(P)≥log(eπ)⇒Δ(Q)Δ(P)≥１/２ (３７)

这里,Heisenberg的原理可以表示为熵的总和的下界.

显然,熵不确定性比 Heisenberg原理强,因此给量子计算的

速度带来的影响也相应较大.

物理学界曾经认为,波粒二象性与 Heisenberg不确定性

相同.但是据 Coles等[３９]所提供的证明,比 Heisenberg不确

定性更强的熵不确定性才等同于波粒二象性.如文献 [５５]

所述,不确定性的适用程度与所使用的物理对象有关.譬如,

使用光子进行计算时,如果所考虑的是光子相和光子数,则熵

不确定性将特别明显.本文已经提及,用光子进行计算和测

量是目前最成功的计算模型之一;但是因为文献 [３９]的研

究成果也是受熵不确定性影响较大的模型,所以量子计算在

选择量子系统来运行测量时,除了考虑输入输出和操作的难

度之外,还必须考虑该系统的熵不确定性程度.目前,由于熵

不确定性高于 Heisenberg不确定性,因此对熵不确定性的研
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究亦已超出依赖标准差的原不确定性原理的研究.

结束语　量子计算属于计算机科学领域的较新方向,于

１９８０年被提出,一直到２０世纪９０年代中期才出现第一个量

子算法.

量子计算的挑战来自多个方面.一方面,量子系统状态

内设的概率性,致使量子算法有可能具有概率算法的本质.

这类算法必须多次执行,以期在某程度上确定正确的答案,因

而导致时间上的耽误.必须强调的是,理论上,如果要确定一

个答案为正确的,那么按照大数定律,需要无穷次重复运算程

序.另一方面,量子计算机用来实现相对于经典计算机硬件

的物理载体的性质是多种多样的,不是每个物理媒体都在同

样程度上适用于量子计算.最近有学者认为使用光学方法与

仪器(诸如用于光分束器和移相器的线性光学元件)进行计算

的前景是可行的.光子通常由光电探测器计数,其操作模式

是吸收光子并产生电流脉冲,因此在测量过程中,即便被测量

的系统 没 有 被 破 坏,也 至 少 会 产 生 物 理 性 改 变.这 就 是

Heisenberg最早提出的不确定性原理的依据.他的原理指

出,用于测量量子系统的仪器会对该系统引入干扰,从而导致

所测量出的值存在一定的不确定性.目前,这个原理多半被

称为测量与干扰关系.干扰指的是一个可观察量的测量过程

对另外一个可观察量所造成的干涉.

Heisenberg的这个原理随后经过有关工作者的研究而获

得修改.其中最受关注之一的修改来自 Ozawa.Ozawa不确

定性原理的下界小于 Heisenberg不确定性原理的下界.这

个结果显示出,因为量子计算过程中的干扰减小了,所以计算

速度便相对有所提高.

但当今学术界在谈论 Heisenberg不确定性原理时,大多

指的是两个不交换的可观察量内含的不确定性,与上述情况

无关.这个“新”原理来自于量子物理的数学形式化.任何两

个可观察量一旦不交换,便出现不确定性.就位置与动量两

个可观察量而言,已经有学者证明这个不确定性可以视为熵

不确定性的下界.

目前,上述两个原理之间的关系还没有被清楚界定,需要

进一步的研究.在考虑到当前量子物理的诠释与形式化,以

及当前技术的发展程度时,两个不确定性都必须予以参照,这

也是 Ozawa构建中很明显的一点.
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