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基于无偏线性最优估计的PET图像重建

王宏霞 徐英婕 赵云波 张文安
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摘　要　正电子发射断层成像(PositronEmissionTomography,PET)技术在实体肿瘤的定性诊断和病灶转移的检查中具有举

足轻重的作用,因此非常有必要提高PET的成像质量.然而,已有的迭代重建算法基本上都严重依赖于 PET的线性模型.考

虑到探测器效率、探测系统的几何尺寸、生物组织对光子的衰减以及散射效应等诸多物理因素,该模型无法真实地刻画示踪剂

与正弦图数据之间的复杂关系.文中首先提出了一种新的观测模型,通过在原来的线性模型中引入未知输入项来刻画示踪剂

与正弦图数据之间的关系.该项由两部分组成:１)系数矩阵,用于进一步描述投影的线性部分;２)未知输入,用于刻画示踪剂的

浓度分布和投影数据之间的一些非线性关系.在此新模型的基础上,PET图像重构问题被转化成一个线性无偏的最优估计问

题.然后,给出了具有待定增益的线性迭代估计模型,通过将正弦数据向未知输入项的系数矩阵的零空间零域上进行投影,消

除了未知输入给线性最优估计带来的困难,借助卡尔曼滤波的设计思路,推导出了前述的估计增益.基于此估计模型,提出了

一种基于无偏线性最优估计的重建算法.最后,通过仿真实验,将所提重建算法与期望极大估计算法(ExpectationＧMaximizaＧ
tionreconstruction,EM)、核化的EM 算法(Kernelmethod,KEM)以及基于标准卡尔曼滤波(KalmanFilteringmethod,KF)的重

建算法从均方误差(MeanSquareError,MSE)、信噪比(SignalＧNoiseＧRate,SNR)两个方面进行了比较.实验结果表明:与其他

３种算法相比,所提算法重建的图像具有更大的信噪比、更小的均方误差,视觉上更加清晰,更好地重建了肿瘤的形状和尺寸,
因此具有更好的重构质量.
关键词:最优估计;未知输入;无偏估计;卡尔曼滤波
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Abstract　PositronEmissionTomography (PET)playsanimportantroleinqualitativediagnosisandmetastasisoftumors．
Therefore,itisverynecessarytoimproveimagingqualityofPET．However,mostoftheexistingreconstructionalgorithmsrely
heavilyonthelinearmodelofPET．ConsideringthatPETisaffectedbymanyphysicalfactors,suchasdetectorefficiency,geoＧ
metricsizeofdetectionsystem,attenuationofgammaphotonsbybiologicaltissuesandscatteringeffects,thelinearmodelcannot
matchthenonlinearrelationshipbetweentracerconcentrationandsinogram．Thispaperproposedanewobservationmodelto
characterizethecomplicatedrelationshipbetweenthetracerconcentrationandsinogrambyintroducinganunknowninputterm．
Thistermconsistsoftwoparts．Oneisacoefficientmatrix,whichfurtherdescribesthelinearpartoftheprojection;theotheris
anunknowninput,whichcharacterizesthenonlinearrelationshipbetweenthetracerconcentrationandthesinogram．Basedon
thenewmodel,thePETimagereconstructionisreformulatedasalinearunbiasedoptimalestimation．Then,alinearandrecursive
relationwithanunknownestimationgainisintroduced,thedifficultyinducedbytheunknowninputtermissolvedbyprojecting
sinogramontothenullspaceofthecoefficientmatrixofunknowninput．BasedonthedesignideaofKalmanfilter,theestimation

gainisderived．Finally,theExpectationＧMaximizationreconstruction(EM),theKernelＧbasedEMalgorithm (KEM)andtheKalＧ
manFilteringmethod(KF)arecomparedwiththeproposedalgorithmbycalculating MeanSquareError(MSE)andSignalＧ
NoiseＧRate(SNR)．TheexperimentresultsshowthattheproposedalgorithmhaslargerSNR,smallerMSEaswellasmoreclear
reconstructimage,andreconstructsthesizeandshapeofthetumorbetterthantheothers．Hence,theproposedalgorithmofreＧ
constructionhasbetterqualitytotheothers．
Keywords　Optimalestimation,Unknowninput,Unbiasedestimation,Kalmanfilter

　



１　引言

近年来,随着基因治疗在临床应用的发展,正电子发射断

层成像(PositronEmissionTomography,PET)技术开始在肿

瘤、心脏和神经性疾病中起到越来越重要的作用[１].它是继

X线机、CT、MRI之后产生的又一极为重要的核医学分子影

像技术[２Ｇ３].与 CT和 MRI这类解剖影像不同,PET作为一

种功能性成像技术,其原理是向生物体注射标记了放射性同

位核素的示踪剂,生物体器官或组织中的放射性核素极不稳

定,容易发生衰变生成正电子并在组织和器官的周围环境中

与自由电子发生湮灭反应,产生一对γ光子,这对γ光子的能

量相等方向几乎相反.PET 通过符合检测技术能捕获一些

光子对生成投影数据,生成的投影数据称为正弦图[４].基于

正弦图,通过重建算法可以重建感兴趣区域中的示踪剂的浓

度分布.该浓度能够检测生物体内细胞的代谢情况,并在分

子水平上反映生物体的生理或病理变化,为早期疾病的检测

与预防提供有效的依据[３].

然而,由于通过PET获取的投影数据包含大量的噪声,
并且示踪剂的浓度分布和正弦图之间的关系太复杂而无法准

确描述,PET图像重建的质量仍有待提高[５].这是因为以滤

波反投影法(FilteredBackＧprojection,FBP)[６]为代表的解析

法虽然计算速度快、成本低,但不能很好地抑制噪声而使得重

建的图像有严重的伪影[７].迭代法能适应于不完全数据,使
得重建图像的质量有所提高,但是这种有效性在很大程度上

依赖于一个线性的观测模型[８].有学者提出了基于状态估计

的迭代重建算法[９Ｇ１１],这类算法首先需要为示踪剂的浓度分

布和PET的正弦图建立状态空间模型,然后利用状态空间的

估计方法,如卡尔曼滤波算法、H∞ 滤波算法等成熟的算法来

重构图像[１２].近年来,随着机器学习理论的发展,该理论也

被应用于PET图像重构[１３].然而,该方法由于需要先验信

息(如通过 MRI先获取解剖信息)生成核函数,因此具有较高

的成本[１３Ｇ１７].
目前几乎所有的迭代重建算法都严重依赖于示踪剂浓度

分布、正弦图数据之间的线性关系和准确已知的投影矩阵.
然而,实际情况中,受探测器效率、探测系统的几何尺寸、生物

组织对γ光子的衰减以及发射源与探测器间的范围内的散射

效应等因素[１８]的影响,几乎不可能得到完全准确的投影矩

阵,因此有必要考虑投影矩阵的不确定性[９,１９].为此,本文引

入具有乘性噪声的状态空间模型,并基于此模型提出了估计

误差最小的重构算法[９],但由于乘性噪声的引入,重建算法的

运算成本较高.因此,本文试图在原来的线性模型中引入一

个未知输入项来描述PET的测量模型,进而找到一种具有无

偏最小方差估计的重构算法,以改善PET重建图像的质量.

２　PET图像重建的问题描述

通常情况下,人们通过得到的正弦图数据,根据以下关系

来重建感兴趣区域中的示踪剂的浓度分布[１２,２０]:

yk＝Gkxk＋ωk (１)

其中,正弦图数据yk 是由yk,i堆叠的m 维列向量;i代表以探

测器旋转角为序的对应投影角度下的探测器簇排列序数,i＝
１,􀆺,m;m 表示各个投影角度下探测器簇排列的总数;yk,i表

示k时刻PET的第i个探测器检测到的光子数;xk 是由xk,j

堆叠的列向量;j代表每个体素在图像中的排列序数,j＝
１,􀆺,n;n表示所有测量范围内的体素;xk,j表示体素j 中k
时刻示踪剂的浓度分布;Gk 被称为投影矩阵,它粗略刻画了

测量区域示踪剂的浓度分布与k时刻的正弦图数据之间的关

系;ωk 表示观察噪声,在某些统计迭代方法中被假设为泊松

分布[８],在基于 H∞ 滤波的重建方法中被设定为能量有界噪

声[１２],在基于最小二乘法或者卡尔曼滤波的重构方法中被假

设为相互独立的具有给定协方差矩阵的零均值高斯随机向

量[１２].
事实上,如前文所述的多种物理因素的制约,正弦图数据

实际上非线性地依赖于示踪剂的浓度[１３].因此,若要获得更

好的重构结果,式(１)中的观测方程可能不足以描述示踪剂浓

度分布与正弦图数据之间的关系,一方面是因为不可能得到

完全精确的投影矩阵,另一方面是因为单一的噪声模型并不

能将PET中的实际噪声刻画清楚.为了解决这一问题,本文

在观测方程(１)中引入了一个未知输入项Qkuk,从而得到以

下观测方程:

yk＝Gkxk＋Qkuk＋ωk (２)
其中,输入矩阵Qk已知,刻画了投影的线性部分.与文献

[１９]不同,为了考虑各种情况的不确定性,此处对Qk不加任

何限制.未知输入uk 表示被干扰的示踪剂浓度分布.ωk 仍

然是一个相互独立的零均值高斯随机噪声,其噪声协方差阵

为Rk.
本文所研究的工作只考虑了静态 PET 图像的重建问

题[２１],即示踪剂浓度不随时间变化,可表示为:

xk＝xk－１ (３)
基于扫描数据式(２)与系统方程式(３),本文希望能够设

计出满足以下条件的重建算法:１)易于执行;２)在平均意义下

重建误差最小;３)重构结果与真实示踪剂浓度分布有相同的

期望.
为此,我们将满足条件１)－３)的静态 PET 图像重建问

题转化成估计问题:

min
x
∧

k

　E‖xk－x
∧

k‖ (４)

s．t．式(２)－式(３) (５)

其中,x
∧

k 代表基于k时刻及之前的所有观测信息得到的示踪

剂浓度分布xk 的估计值,E 表示取数学期望,‖􀅰‖代表欧

几里德空间中的２Ｇ范数.

式(４)保证了条件２)的成立,为使所得的x
∧

k 同时满足条

件１)和３),我们重述上述估计问题为:基于直到k时刻的观

测信息,找到无偏、线性且满足性能指标式(４)的示踪剂的浓

度分布估计值x
∧

k.

３　图像重建过程

基于观测方程(２)和系统方程(３),一个直接的估计示踪

剂浓度分布xk 的方法如下.
考虑如下递归方案:

x
∧

k＝x
∧

k－１＋Lk(yk－Gkx
∧

k－１) (６)

其中,Lk 是待确定的增益,x
∧

k 是xk 的示踪剂浓度分布的估计值.
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定义:

x~k∶＝xk－x
∧

k (７)
则根据式(３)和式(６)可推得:

x~k＝(I－LkGk)x
~
k－１－LkQkuk－Lkωk (８)

假设x
∧

k－１是无偏的,根据式(８),为了保证x
∧

k 的无偏性,Lk

需要满足:

LkQk＝０ (９)

令Pk∶＝E〖x~kx
~T
k〗,则结合式(８)与式(９)可得:

Pk＝(I－LkGk)Pk－１(I－LkGk)T＋LkRkLT
k (１０)

至此,前述线性、无偏最小方差估计问题可转化成如下的

受约束凸优化问题:

min
Lk

　Tr(Pk) (１１)

s．t．式(９) (１２)
利用拉格朗日乘子法求解上述问题可得:

R
~
k

１
２Qk

QT
k ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

LT
k

KT
k

[ ] ＝
GkPk－１

０[ ] (１３)

其中,R
~
k＝GkPk－１GT

k ＋Rk.
由于本文伊始并未对Qk做任何限制,因此方程(１３)的解

的 存 在 性、唯 一 性 都 很 难 判 断. 此 刻,可 以 借 助

R
~
k

１
２Qk

QT
k ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
的广义逆来求解增益矩阵Lk.然而,求广义逆

需要的运算成本与矩阵本身的维度的三次方成正比.为了尽

可能地降低运算成本,我们提出了一种更直观的想法:通过将

观测数据投影到Qk的零域上来消除uk 带来的高维矩阵求逆

问题.记:

Tk＝I－QkQk (１４)

直接的代数运算表明,Tk 的值域是Qk的零域.将观测

yk 投影到Qk的零域上可得新的观测数据.

y
－
k＝Gkxk＋ω－k (１５)

其中:

y
－
k＝Tkyk (１６)

Gk＝TkGk (１７)

ω－k＝Tkωk (１８)

此时,基于式(１５)来求解无偏最小方差的示踪剂浓度xk

的估计值问题,可以用卡尔曼滤波来求解,即:

x
∧

k＝x
∧

k－１＋L
－
k(y

－
k－Gkx

∧

k－１) (１９)

L
－
k 为滤波增益,表达式如下:

L
－
k＝E [x~k－１e

－
k]T(E [e－ke

－T
k ])－１ (２０)

其中,e－k 表示新息:

e－k＝Gkx
~
k－１＋ω－k (２１)

根据式(３)与式(１９),可推出:

x~k＝(I－L
－
kGk)x

~
k－１－L

－
kω

－
k (２２)

沿用之前符号Pk 的物理意义,则有:

Pk＝(I－L
－
kGk)Pk－１(I－L

－
kGk)T＋L

－
kRkL

－T
k (２３)

R＝E [e－ke
－T
k ]＝GkPk－１GT

k ＋TkRkTT
k (２４)

L
－
k＝Pk－１GT

kRk (２５)

注意,由于未对Qk做任何限制,投影后观测噪声的协方

差阵有可能不可逆,因此式(２５)使用了广义逆.与式(１３)中

的系数矩阵
R
~
k

１
２Qk

QT
k ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
相比,Rk 的维数更低,因此求广义

逆的代价也更低.

根据式(２５),式(２３)可以化简成:

Pk＝(I－Pk－１GT
kRk Gk)Pk－１ (２６)

通过上述推导过程,PET 图像重建的递归算法的步骤

为:

１)通过x
∧

０＝E〖x０〗和P０＝E〖(x０－x
∧

０)(x０－x
∧

０)T〗设置初

始值;

２)通过以下方程对示踪剂的浓度分布进行估计:

R＝TkGkPk－１GT
kTT

k ＋TkRkTT
k

L
－
k＝Pk－１GT

kTT
kRk

x
∧

k＝x
∧

k－１＋L
－
kTk(y

－
k－Gkx

∧

k－１)

Pk＝(I－Pk－１GT
kTT

kRkTkGk)Pk－１

３)重复步骤２),直到获取到合适的示踪剂的浓度分布估

计值.

需要注意的是,与文献[１９]中的算法相比,本文算法具有

更广的适用范围.

４　实验仿真和数据比较

４．１　静态PET模拟装置

本节将通过实验来评估本文所提出的重建算法的性能.

图１(a)是一个大脑体模,它模拟了大脑的灰质和白质中的示

踪剂的浓度分布情况.图１(a)中的黑框区域是我们选中准

备进行重建的区域,并将其放大显示在图１(b)中.为了更好

地评估本文所提出的算法,在选定区域内设计了一个肿瘤参

数,如图１(a)中的圆形区域所示.首先使用 Fessler的IRT
matlab工具箱对所选区域进行投影,生成无噪声的投影数据,

然后通过在无噪声投影数据中加入２０％的噪声来模拟随机

符合和散射符合,最后将泊松噪声加入到该投影数据中,生成

的正弦图数据２,设定总符合事件计数值为２×１０５.

除了大脑体模外,本文中的所有图像均以６４×６４像素表

示.实验中的所有代码都在 MATLABR２０１６b和具有i７Ｇ
６７００＠２．６０GHz２．５９GHzIntelCoreCPU 和８GB内存的

台式计算机中实现.

(a)大脑体模 (b)感兴趣区域

图１　大脑体模和 ROI

Fig．１　BrainphantomandROI

４．２　不同重建方法的比较

为了定量比较不同的重建方法,我们计算了不同方法的

７６１王宏霞,等:基于无偏线性最优估计的PET图像重建



均方误差和信噪比.

MSE＝１
n ∑

n

j＝１
(x

∧

k,i－xk,i)２＝１
n‖x

∧

k－xk‖２
２ (２７)

SNR＝
∑
n

i＝１
x
∧
２
k,j

∑n
i＝１(x

∧

k,i－xk,i)２
＝

‖x
∧

k‖２
２

‖x
∧

k－xk‖２
２

(２８)

其中,xk,j是体素j在k时刻的实际示踪剂的浓度分布,x
∧

k,j是

相应体素j的示踪剂的浓度分布的估计值,如前所述,n是重

建体素的总数.与前文的符号一致,xk 和x
∧

k 分别表示k 时刻

示踪剂在选中区域的真实浓度分布和其估计值.
我们将本文提出的基于无偏线性最优滤波(UnknownＧ

InputFilteringreconstruction,UF)的重建算法与期望极大估

计算法、核化的 EM 算法[７]以及基于标准卡尔曼滤波的重建

算法进行了比较.基于 KF和 UF的重构算法迭代２次,其
他算法迭代１５０次.对用 EM 和 KEM 方法重建后的图像又

进行了高斯滤波以提高重构图像的质量,KEM 的相邻像素取

值范围为７×７.我们应用上述方法来重建大脑体模的选定

区域.图２和图３对应于选中区域的示踪剂初始估计浓度分

布分别为x
∧

０＝１和x
∧

０＝r时重建的图像,而当x
∧

０＝０时,因为

EM 和 KEM 都不能提供有效的重建图像,所以没有给出对

比图.其中１,０和r均是长度为４０９６的向量,它们的所有分

量元素均为区间[０,１]上均匀分布的随机数.

(a)EM (b)KEM

(c)KF (d)UF

图２　初始估计浓度为１时使用EM,KEM,KF,UF方法

重建的大脑体模选中区域的图像

Fig．２　ImagesofROIreconstructedbyEM,KEM,KF

andUFmethodswheninitialestimatedconcentrationis１

观察图２和图３不难发现:与其他方法的重建图像相比,
基于 UF算法的重建图像质量更好,这是因为 UF算法可以

更好地重建出图像的边缘和细节.需要注意的是,当示踪剂

浓度的初始估计为０时,EM 和 KEM 都不能提供有效的重建

图像,此时的 UF和 KF算法则能够很好地重建出选中区域

的图像并检测出肿瘤的形状和尺寸;而当示踪剂浓度分布的

初始估计值为１或r时,尽管所有的方法都检测到了肿瘤,但

UF和 KF算法更好地重建了肿瘤的形状和尺寸,这对临床的

脑肿瘤诊断更有参考价值.不仅如此,本文可以看到 UF算

法重建出的图像在视觉上可以更明显地看出示踪剂的浓度分

布情况.

(a)EM (b)KEM

(c)KF (d)UF

图３　初始估计浓度为r时,利用EM,KEM,KF,UF方法

重建的大脑体模选中区域的图像

Fig．３　ImagesofROIreconstructedbyEM,KEM,KFand

UFmethodswheninitialestimatedconcentrationisr

为了定量地比较４种重构算法,本文计算了各种方法重

建出的图像的SNR和MSE.当初始估计分别为x
∧

０＝０,１,r
时,如表１所列,提出的重建算法的 MSE 最小并且SNR 最

大,这表明本文的重建算法重建的图像质量优于其他重建

方法.

表１　不同初始估计下不同方法的比较

Table１　Comparisonofdifferentmethodswithdifferentinitial

estimatedvalues

x
∧
０ EM KEM KF UF

０
MSE － － １０７．１６０３ ５７．６３７２
SNR － － ８．９３０４ １５．９７１６

１
MSE １３０．０２４０ １２３．５１９７ １０６．９７６３ ５７．４０６８
SNR ６．０８５９ ６．９３０４ ８．９４６２ １６．０４１８

r
MSE １２６．６１６１ １１８．９５０６ １０６．８５０４ ５７．３２９１
SNR ６．１８９１ ７．１２１３ ８．９５６８ １６．０６４４

图４给出初始估计浓度为１且使用 UF算法重建选中区

域的浓度分布时,其中的一条不同横截线的重构浓度与真实

浓度.

图４　一条不同横截线的重构结果与相应的真实浓度的比较

Fig．４　Reconstructedresultsandtrueconcentrationdistributionofa

differenttransversallines

具体而言,图４左图中的黑色实线是通过选中区域的第

３７７７至３８４０个像素的横截线,而右图则是通过 UF算法重

构出的位于这条横截线上的像素的示踪剂浓度(带菱形的曲
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线)与它们的真实浓度(光滑曲线).观察图４中右侧图像以

及比较表１中的数据可以发现:本文方法能够更好地重构出

１维横截线上的体素的示踪剂浓度,尤其是那些真实浓度值

突然变化的区域.

值得注意的是,噪声协方差阵是所提出的重建算法的关

键参数之一.图５从左至右依次给出当噪声协方差阵分别为

R,０．０１×R和１００×R时,使用 UF算法得到的选中区域的重

构结果.图５的结果表明:当准确的协方差阵未知时,调节测

量噪声协方差阵有望获得更好的重建图像.

图５　选择不同的噪声协方差阵时 UF重建的图像

Fig．５　ReconstructedimagesbyUFwithdifferentnoisecovariance

matrices

结束语　由于未知输入项能够描述示踪剂浓度分布和正

弦图数据之间的复杂关系,本文通过引入未知输入项,更真实

地刻画了PET系统的观测与示踪剂的浓度分布之间的关系.

基于引入了未知输入项的观测方程,本文提出了一种简单、有

效的示踪剂浓度分布的重建算法.实验表明,本文提出的算

法比其他算法重建的PET图像更加清晰.
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