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摘　要　广义稠密对称特征问题的求解是许多应用科学和工程的主要任务,并且是计算电磁学、电子结构、有限元模型和量子

化学等计算中的重要部分.将广义对称特征问题转化为标准对称特征问题是求解广义稠密对称特征问题的关键计算步骤.针

对 GPU 集群,文中给出了广义稠密对称特征问题标准化块算法在 GPU 集群上基于 MPI＋CUDA 的实现.为了适应 GPU 集

群的架构,广义对称特征问题标准化算法将正定矩阵的 Cholesky分解与传统的广义特征问题标准化块算法相结合,降低了标

准化算法中不必要的通信开销,并且增强了算法的并行性.在基于 MPI＋CUDA的标准化算法中,GPU 与 CPU 之间的数据传

输操作被用来掩盖 GPU 内的数据拷贝操作,这消除了拷贝所花费的时间,进而提高了程序的性能.同时,文中还给出了矩阵在

二维通信网格中行通信域和列通信域之间完全并行的点对点的转置算法和基于 MPI＋CUDA 的具有多个右端项的三角矩阵

方程BX＝A求解的并行块算法.在中科院计算机网络信息中心的超级计算机系统“元”上,每个计算节点配置 ２ 块 Nvidia

TeslaK２０GPGPU 卡及２颗IntelE５Ｇ２６８０V２处理器,使用多达３２个 GPU 对不同规模矩阵的基于 MPI＋CUDA的广义对称

特征问题标准化算法进行测试,取得了较好的加速效果与性能,并且具有良好的可扩展性.当使用３２个 GPU 对５００００×

５００００阶的矩阵进行测试时,峰值性能达到了约９．２１Tflops.
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Abstract　ThesolutionofthegeneralizeddensesymmetriceigenproblemisthemaintaskofmanyappliedsciencesandengineeＧ
ring,andisanimportantpartinthecalculationofelectromagnetics,electronicstructures,finiteelementmodelsandquantumcheＧ

mistry．Transforminggeneralizedsymmetriceigenproblemintoastandardsymmetriceigenproblemisanimportantcomputational

stepforsolvingthegeneralizeddensesymmetriceigenproblem．FortheGPUcluster,thegeneralizedblockedalgorithmforgeneＧ

ralizeddensesymmetriceigenproblemwaspresentedbasedonMPI＋CUDAonGPUcluster．Inordertoadapttothearchitecture

oftheGPUcluster,thegeneralizedsymmetriceigenproblemstandardizationalgorithmpresentedinthispaperadoptsthemethod

ofcombiningtheCholeskydecompositionofthepositivedefinitematrixwiththetraditionalstandardizedblockedalgorithm,

whichreducestheunnecessarycommunicationoverheadinthestandardizedalgorithmandincreasestheparallelismofthealgoＧ
rithm．Moreover,Inthe MPI＋CUDAbasedgeneralizedsymmetriceigenproblemstandardizationalgorithm,thedatatransfer

operationbetweentheGPUandtheCPUisutilizedtomaskthedatacopyoperationintheGPU,whicheliminatesthetimespent

oncopying,therebyimprovingtheperformanceoftheprogram．Atthesametime,afullyparallelpointＧtoＧpointtranspositionalgoＧ

rithmbetweentherowcommunicationdomainandthecolumncommunicationdomaininthetwoＧdimensionalcommunicationgrid

waspresented．Inaddition,aparallelblockedalgorithmbasedonMPI＋CUDAforthesolutionofthetriangularmatrixequation

BX＝AwithmultiplerightＧendtermswasalsogiven．Onthesupercomputersystem “Era”oftheComputerNetworkInformation

CenterofChineseAcademyofSciences,eachcomputenodeisconfiguredwith２NvidiaTeslaK２０GPGPUcardsand２IntelE５Ｇ



２６８０V２processors．Thispapertesteddifferentscalematricesusingupto３２GPUs．TheimplementationperformanceofthegeＧ

neralizedsymmetriceigenproblemstandardizationalgorithmbasedonMPI＋CUDAhasachievedbetteraccelerationandperforＧ

mance,andhavegoodscalability．Whentestedwith５００００×５００００Ｇordermatrixusing３２GPUs,thepeakperformancereachapＧ

proximately９．２１Tflops．

Keywords　Generalizedsymmetriceigenproblemstandardizationblockedalgorithm,GPUcluster,Choleskydecomposition,TransＧ

posealgorithm,Triangularmatrixequations

　

１　引言

本文描述的广义稠密对称特征问题可以被描述为以下

形式:

Ax＝λBx (１)

其中,A∈Rn×n是稠密对称矩阵或 Hermitian矩阵,B∈Rn×n是

正定矩阵,λ∈R 是对应于特征向量x∈Rn 的特征值.当

B＝I时,式(１)为标准特征问题.当B≠I时,可以通过将

式(１)转化为标准稠密对称特征问题来进行求解.通常在材

料科学和化学中电子结构计算等领域,需要解决以上广义稠

密对称特征问题[１Ｇ３].近几年,许多学者针对广义特征问题进

行了研究[４Ｇ６].求解广义特征问题一共需要５步,涉及到５个

转换[７],标准化是求解问题的第一步.求解大规模广义特征

问题时需要大量的存储空间和时间.随着近几年超级计算机

的飞速发展,目前已有很多学者针对大规模并行广义特征问

题的求解进行了研究,例如 ScaLAPACK[７],PLAPACK[８Ｇ９],

eigen_s和 eigen_sx[１０],Elemental[１１],ELeMRRR[１２]等.同

时,随着近年来异构计算的发展,基于众核的 PLASMA 和基

于 GPU的 MAGMA 也被开发出来[１３Ｇ１６].标准化算法中主

要涉及正定矩阵B 的 Cholesky分解即B＝LLT 和矩阵C＝

L－１AL－T的求解.广义特征问题标准化的过程如下:

(１)因为B是正定矩阵,所以可以得到B的 Cholesky分

解为B＝LLT,其中L为下三角矩阵;

(２)可以得到L－１Ax＝LTxλ⇒L－１A(L－１)TLTx＝LTxλ;

(３)令C＝L－１A(L－１)T,y＝LTx,则得到标准稠密对称特

征问题为Cy＝λy.

在包括ScaLAPACK[７],PeIGS和 HJS[１３]等许多并行软

件包中,标准化采用的并行方法通常分两步进行:首先进行矩

阵B的Cholesky分解,然后求解矩阵C.广义问题标准化算

法的 GPU实现中[１４Ｇ１５],也采用了将矩阵B 的 Cholesky分解

与求解矩阵C分开的方法.在并行计算过程中,因为矩阵分

布在不同的处理器上,采用以上分两步进行的方法会增加不

必要的消息传递,引起大量的通信开销.本文采用了将矩阵

B的Cholesky分解和矩阵C的求解相结合的方法,避免了不

必要的通信开销,增加了并行性.

本文描述的基于 MPI＋CUDA 的并行标准化算法在

GPU集群中的实现是在我们开发的PSEPS[１６](ParallelSymＧ

metricEigenproblemSolver)特征求解器软件包的基础上完

成的.计算部分由 GPU负责,通过调用 NVIDIA的cuBLAS
库完成,从而有效地保证了 GPU 实现的性能.通信部分在

CPU上通过 MPI进行,以充分发挥 CPU＋GPU 异构平台的

优势.在本文算法中,所有的操作几乎都是 BLAS３操作,因

此利用 GPU进行加速能够充分发挥其性能.为了使得算法

更适合 GPU架构,使其能够充分利用 GPU 的计算能力,我
们对算法做了一些优化改进:利用 CPU 与 GPU 之间的数据

传输操作掩盖 GPU内的数据拷贝操作,消除了拷贝的时间;

同时,给出了矩阵在二维通信域中行通信域和列通信域之间

的完全并行的点对点的转置算法,即将在处理器行通信域上

的矩阵的转置拷贝到对应的列通信域上的矩阵;此外,给出了

一种基于 MPI＋CUDA 的具有多个右端项的三角矩阵方程

BX＝A求解的并行块算法,通过最后一次并行求解完成,增
加了算法的并行性,并改善了算法的负载平衡.在中科院超

级计算 机 系 统 “元”上,使 用 多 达 ３２ 个 NvidiaTeslaK２０
GPGPU卡测试了不同规模的矩阵基于 MPI＋CUDA的并行

标准化算法的实现性能,结果表明该算法取得了较好的加速

效果与性能,并且具有良好的可扩展性.

２　利用GPU进行加速的广义稠密对称特征问题标

准化串行块算法

　　广义稠密对称特征问题标准化算法主要涉及正定矩阵B
的Cholesky分解即B＝LLT 和矩阵C＝L－１AL－T的求解.显

然,C是一个对称矩阵.在计算矩阵C时,为了避免对下三角

矩阵 L 的求逆运算以及直接的矩阵乘法运 算,可 以 求 解

C＝L－１AL－T的等价形式:

LCLT＝A (２)

从而可以通过迭代的方法间接求解矩阵C.为了使用块算

法,将矩阵A,L和C 划分成下面的块形式:

L＝
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其中,L１１,C１１,A１１ ∈Rm×m,则 L２１,C２１,A２１ ∈R(n－m)×m,L１２,

C１２,A１２∈Rm×(n－m),L２２,C２２,A２２∈R(n－m)×(n－m).将上式代入

式(２),可以得到:

LCLT＝
L１１C１１LT

１１ ∗
(L２１C１１＋L２２C２１)LT

１１ CL

æ

è
ç

ö

ø
÷＝

A１１ A１２

A２１ A２２

æ

è
ç

ö

ø
÷

其中,CL＝L２１C１１LT
２１＋L２２C２１LT

２１＋L２１C２１LT
２２＋L２２C２２LT

２２.

由上式可以得到L１１C１１LT
１１＝A１１,如果m＝１,则可以直接

得到C１１.下面给出利用归纳法求解C２１和C２２的过程:

Z＝１
２L２１C１１＋L２２C２１＝A２１L－T

１１ －１
２ L２１C１１ (３)

L２２C２２LT
２２＝A２２－L２１ZT－ZLT

２１ (４)

C２１＝L－１
２２ (Z－１

２L２１C１１) (５)

由式(３)的右端项可以求得矩阵Z,将Z代入式(５)可以

求得C２１.式(４)与式(２)具有相同的形式,因而这个过程可以

继续下去.若m＝１,则上述计算过程是许多的BLAS１向量Ｇ
向量和BLAS２矩阵Ｇ向量操作,是一个非块算法,这样并不能

充分利用 GPU 的计算能力.为了有尽可能多的 BLAS３矩
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阵Ｇ矩阵操作,以充分利用 GPU 的性能,则需要块算法.图１
展示了将正定矩阵B 的 Cholesky分解与矩阵C的求解相结

合的串行块算法,其 中 带 “∗”的 步 骤 表 示 正 定 矩 阵 B 的

Cholesky分解.接下来对尾部矩阵A２２和B２２和执行相同的

操作,直到最后一个条块.

图１　结合Cholesky分解的串行块算法

Fig．１　SerialblockedalgorithmwithCholeskydecomposition

算法１描述了利用 GPU加速的结合 Cholesky分解的串

行块算法,算法块的大小为nb,则条块个数为bn＝ n/nb .

注意,在算法求解过程中得到的矩阵C和下三角矩阵L 分别

覆盖了矩阵A 和B 的相应部分.

算法１　结合Cholesky分解的串行块算法

begin

　/∗将矩阵A和B传到 GPU端∗/

　A→dA;B→dB

　foreachbt∈[０,bn－１]

　　/∗第bt个块的第一列/最后一列的列号∗/

　　ia＝bt×nb;ki＝min(ia＋nb－１,n－１)

　　R１１＝C１１＝{ia:ki}/∗对角块的行/列号集合∗/

　　R２１＝{ki:n－１},C２１＝{ia:ki}/∗A２１/B２１的行/列号集合∗/

　　R２２＝C２２＝{ki:n－１}/∗A２２/B２２的行/列号集合∗/

　　/∗将块矩阵A１１和B１１从 GPU传到CPU∗/

　　dA(R１１,C１１)→A１１;dB(R１１,C１１)→B１１

　　(１)∗(inCPU)L１１＝Chol(B１１)

　　(２)(inCPU)C１１＝sygs２(A１１,L１１)

　　/∗将块矩阵L１１和C１１从CPU传回 GPU∗/

　　　C１１→dA(R１１,C１１);L１１→dB(R１１,C１１)

　　　C１１→dC１１;L１１→dL１１

　　(３)∗ (inGPU)求解下三角L２１

　　　dB(R２１,C２１)＝dA(R２１,C２１)dL－T
１１

　　(４)(inGPU)dA(R２１,C２１)＝dB(R２１,C２１)dL－T
１１

　　(５)(inGPU)dA(R２１,C２１)－＝ １
２dB(R２１,C２１)dC１１

　　(６)∗ (inGPU)dB(R２２,C２２)－＝dB(R２１,C２１)dB(R２１,C２１)T

　　(７)(inGPU)dA(R２２,C２２)－＝ dB(R２１,C２１)dA(R２１,C２１)T＋

dA(R２１,C２１)dB(R２１,C２１)T

　　(８)(inGPU)dA(R２１,C２１)－＝ １
２dB(R２１,C２１)dC１１

　endfor

　(inGPU)将矩阵dA的对角块拷贝到dAD

　(９)dAL∶＝dCL＝dB－１
L dAL/∗更新A的下三角部分∗/

　(inGPU)将dAD 拷贝到矩阵dA的对角块位置

end

第(１)步由B１１得到L１１,对B１１的 Cholesky分解可以在

CPU上通过调用dpotf２实现.第(２)步由A１１和L１１得到矩

阵C１１,可以在CPU上通过调用dsygs２实现.在第(１)步和

第(２)步开始之前,需要将A１１和B１１从 GPU 端传回 CPU,计
算完成后,再将A１１和B１１传到 GPU端进行其他 GPU 上的相

关运算.第(３)步对应着矩阵方程XdLT
１１＝dA２１的求解,可以

在 GPU端通过调用cuBLAS的cublasDtrsm 实现;第(４)步
与第(３)步一样,可以通过调用cublasDtrsm 实现.因为dC１１

为对称矩阵,第(５)步可以通过调用一次cublasDsymm 实现;

同样,第(８)步可以通过调用一次cublasDsymm 实现.第(６)

步可以通过调用一次cublasDgemm 实现.第(７)步可以通过

调用两次cublasDgemm 实现.

在串行算法中,对矩阵A的下三角块部分的更新放在整

个循环之后,只进行了一次运算,即第(９)步.这样,将多个计

算合并,使得计算密集,提高了 GPU 的利用率.在最后的更

新计算中,因为对角块元素X１１,X２２,􀆺,Xkk 已经在条块中更

新,实际要求解的三角矩阵方程应为如图２所示的三角实线

内部分.若通过调用cublasDtrsm 求解,此时用到的矩阵方

程是如图２所示的矩形虚线内部分,这会影响到dA 的对角

块元素X１１,X２２,􀆺,Xk－１,k－１,所以在 GPU 中先将其拷贝到

dAD,等计算结束后,再将对角块元素拷贝回去.这里,矩阵

对角块元素的拷贝在 GPU中进行,从而减少了 CPU 与 GPU
之间的数据传输,并且利用了 GPU 的多线程编程,使拷贝操

作可以并行进行,使得拷贝时间花费较少.

图２　三角矩阵方程BX＝A

Fig．２　TriangularequationsBX＝A

３　基于 MPI＋CUDA的广义稠密对称特征问题标

准化的并行块算法

　　基于串行标准化块算法１,算法２给出了基于 MPI＋CUＧ
DA的广义稠密对称特征问题标准化的并行块算法在 GPU
集群上的实现.并行算法的数据分布采用二维块循环分布,

二维块循环具有支持可拓展的高性能并行稠密线性代数编码

的特性[１７Ｇ１９].并行算法２中将矩阵A 和矩阵B 采用二维块

循环分布到p＝pr×pc个处理器网格中,存储块的大小为

nb.这里,采用算法块的大小与存储块的大小相同的策略,则

条块个数为bn＝ n/nb .假设每个处理器拥有矩阵A 和B
的行号集合RS 与列号集合CS;并且在算法开始之前已经将

部分矩阵A(RS,CS)和B(RS,CS)传到了对应的 GPU 中:A
(RS,CS)→dA(RS,CS),B(RS,CS)→dB(RS,CS).算法２
中,CA,LB∈Rnb×nb,WA,WB∈R(n/pr)×nb,UA,UB∈Rnb×(n/pc).前

边加“d”的变量表示在 GPU端对应的变量.

算法２　基于 MPI＋CUDA的并行标准化算法

begin

　foreachbt∈[１,bn]

　　ia＝(bt－１)×nb
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　　ki＝min(ia＋nb－１,n)

　　bm＝ki－ia＋１

　　ifia∈RSandia∈CSthen

　　　/∗将矩阵dA和dB的对角块从 GPU取到CPU∗/

(GCＧ１)dA(ia:ki,ia:ki)→CA

(GCＧ２)dB(ia:ki,ia:ki)→LB

/∗计算LB 的Cholesky分解∗/

(１)∗ (inCPU)LB:LB＝Chol(LB)

(２)(inCPU)CA＝sygs２(CA,LB)

/∗更新 GPU中矩阵dA和dB的对角块部分∗/

(CGＧ３)CA→dA(ia:ki,ia:ki)

(CGＧ４)LB→dB(ia:ki,ia:ki)

(CCＧ１)Cbroadcast(CA)/∗列播送∗/

(CCＧ２)Cbroadcast(LB)/∗列播送∗/

(CGＧ５&６)CA→dCA;LB→dLB

　　endif

　　/∗从行号集合 RS中移除ia到ki行∗/

　　ifia∈RSthenRS＝RS\{ia:ki}endif

　　ifia∈CSthen

　　　Λ＝{ia:n}∩RS

　　　(３)∗(inGPU)计算 L(RS,ia:ki):(trsm)

　　　dB(RS,ia:ki)＝dB(Λ,ia:ki)dL－T
B

　　　(４)(inGPU)计算C(RS,ia:ki):(trsm)

　　　dA(RS,ia:ki)＝dA(Λ,ia:ki)dL－T
B

　　　(５)(inGPU)(symm)

　　　dA(RS,ia:ki)＝dA(Λ,ia:ki)－dB(Λ,ia:ki)dCA/２

　　　(GCＧ７)dA(RS,ia:ki)→WA

　　　(GCＧ８)∗dB(RS,ia:ki)→WB

　　　(CCＧ３)Rbroadcast(WA)/∗行播送∗/

　　　(CCＧ４)Rbroadcast(WB)/∗行播送∗/

　　　(CGＧ９&１０)WA→dWA;WB→dWB

　　endif

　　ifia∈CSthenCS＝CS\(ia:ki)endif

　　/∗二维通信域中矩阵转置∗/

　　(T１)dUA＝TransposeM(dWA)

　　(T２)dUB＝TransposeM(dWB)

　　ifia∈RSthen

　　　(GCＧ１１)UA←dUA

　　　(GCＧ１２)UB←dUB

　　　(CCＧ５)Cbroadcast(UA)/∗列播送∗/

　　　(CCＧ６)Cbroadcast(UB)/∗列播送∗/

　　　(CGＧ１３&１４)UA→dUA;UB→dUB

　　endif

　　　(６)∗(inGPU)PerformingrankＧnbcorrectionontheremaiＧ

ningelementsofB:(gemm)

　　dB(RS,CS)－＝dWB(RS,１:bm)dUB(１:bm,CS)

　　　(７)(inGPU)PerformingrankＧ２nbcorrectionontheremaining

elementsofdA:(gemm∗２)

　　dA(RS,CS)－＝dWA(RS,１:bm)dUB(１:bm,CS)＋dWB

(RS,１:bm)dUA(１:bm,CS)

　　ifia∈RSthen

　　　(８)(inGPU)(symm)dA(Λ,ia:ki)－＝dB(Λ,ia:ki)dCA/２

　　endif

　endfor

　(９)调用算法４并行求解三角方程:BX＝A

end

在算法２的描述中,(GCＧ数字)表示数据从 GPU 传到

CPU,(CGＧ数字)表示数据从 CPU 传到 GPU,(CCＧ数字)表

示CPU之间的通信操作.算法２的通信操作Rbroadcast(行

播送)表示在处理器网格中的某处理器将数据广播到该处理

器所在行通信域中的所有处理器;Cbroadcast(列播送)表示

将数据广播到处理器所在列通信域中的所有处理器;receive
表示接收数据.此外,算法２中TransposeM 表示矩阵转置

操作:将在处理器行/列通信域上的矩阵转置拷贝到在处理器

列/行通信域上对应的矩阵,算法３具体描述了此过程.

图３描述了算法２的流程,CPU 之间的通信包括如图３
所示的６次操作,通信次数和通信量如表１所列.CPU＋

GPU的异构编程需 要 CPU 与 GPU 之 间 的 数 据 传 输,在

GPU端进行加速计算,需要先将计算数据上传到 GPU 端的

显存;因为使用的多个 GPU分布在不同的节点上,所以 GPU
间的通信需要在CPU 上通过 MPI进行,首先将要通信的数

据从 GPU端传到CPU 端,之后通过 MPI通信,通信结束后

再将数据传回 GPU中.算法２中 CPU 与 GPU 的数据传输

操作如图３所示,共有１４次传输操作,数据传输量如表２
所列.

图３　算法２的流程

Fig．３　Flowofalgorithm２

表１　算法２中的通信

Table１　Communicationsinalgorithm２

Step Messagestarttimes Messagevolume
(CCＧ１)|(CCＧ２) log２pc nb×nb
(CCＧ３)|(CCＧ４) log２pr ((n－bt)/pc)×nb
(CCＧ５)|(CCＧ６) log２pc ((n－bt)/pr)×nb

表２　算法２中CPU与 GPU之间的数据传输

Table２　DatatransmissionbetweenCPUandGPUinalgorithm２

Step Datatransfervolume
(GCＧ１&２)|(CGＧ３&４)|(CGＧ５&６) nb×nb

(GCＧ７&８)|(CGＧ９&１０)|(GCＧ１１&１２) ((n－bt)/pc)×nb
(CGＧ１３&１４) ((n－bt)/pr)×nb

计算B１１的 Cholesky分解时需要将CA 和LB 从矩阵dA
和dB 中拷贝出来.因为dA 和dB 已将在 GPU 端了,而CA

和LB 需要从 GPU端取到 CPU 进行计算,这里利用了 GPU
与CPU之间的数据传输操作(GCＧ１)和(GCＧ２),直接将CA 和

LB 在dA 与dB 中对应的部分直接从 GPU传到CPU上的CA

和LB:dA(ia:ki,ia:ki)→CA,dB(ia:ki,ia:ki)→LB.计算完
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成后,再将CA 和LB 上传到 GPU 端dA 与dB 对应的部分

(CGＧ３)和(CGＧ４).这样便利用 CPU 与 GPU 之间的数据传

输掩盖了数据的拷贝操作,消除了拷贝的时间.(GCＧ７)和

(GCＧ８)也同样利用了数据传输操作掩盖了 GPU 内的数据拷

贝操作.

算法２中的(T１)和(T２)对应矩阵在处理器行和列间的

转置操作:将在行通信域上的矩阵转置拷贝到对应的在列通

信域上的矩阵.该矩阵转置操作对应一个完全并行的点对点

的通信方式.这里以(T１)为例,通过(CCＧ３)和(CGＧ９),每个

行通信域 中 的 处 理 器 对 应 的 GPU 中 已 经 包 含 了 完 整 的

dWA.这样,每个处理器行上的处理器可以并行操作:每个行

处理器发送一个块矩阵,对应的列处理器接收相应的块矩阵.

若sp＝＝rp,则不需要 GPU 与 CPU 之间的数据传输,在

GPU内直接利用多线程编程并行地将部分块矩阵转置拷贝

到目标块矩阵;否则,在发送数据的处理器中首先将要发送的

部分块矩阵从GPU取到CPU,然后在CPU上通过 MPI发送

数据;若当前处理器为接收数据的处理器,则接收数据,然后

将接收到的块矩阵从CPU传到 GPU,最后在 GPU内并行地

将部分块矩阵转置拷贝到目标块矩阵.因此,此算法为一个

完全并行的点对点的转置算法.算法３具体描述了此过程.

其中,sp表示发送数据的处理器,rp表示接收数据的处理器,

R１/C１表示发送的块矩阵的行/列号集合,R２/C２表示接收

的块矩阵的行/列号集合.

算法３　dC＝TransposeM(dR)

begin

　foreachi∈[bt＋１,bn－１]then

　　(１)发送的块矩阵在sp上的起始位置:

　　　ia１＝bt×nb;ja１＝i×nb;

　　接收的块矩阵在rp上的起始位置:

　　　ia２＝ja１;ja２＝ia１;

　　(２)传递的块矩阵的大小(行数、列数):

　　　bm＝min(ia１＋nb－１,n－１)－ia１＋１

　　　bn＝min(ja１＋nb－１,n－１)－ja１＋１

　　(３)获取(ia１,ja１)在sp上的本地位置(i１,j１)

　　　获取(ia２,ja２)在rp上的本地位置(i２,j２)

　　　R１＝{i１:i１＋bm};C１＝{j１:j１＋bn}

　　　R２＝{i２:i２＋bn};C２＝{j２:j２＋bm}

　　(４Ｇ１)ifsp＝＝rpthen/∗转置拷贝∗/

　　　(inGPU)dC(R２,C２)←dR(R１,C１)T

　　(４Ｇ２)elseif当前处理器为spthen

　　　(GCＧ１)将块矩阵从 GPU传到CPU:

　　　　R(R１,C１)←dR(R１,C１)

　　　(CCＧ１)发送块矩阵R(R１,C１)

　　(４Ｇ３)elseif当前处理器为rpthen

　　　(CCＧ２)接收块矩阵R(R１,C１)

　　　/∗将块矩阵从CPU传到 GPU∗/

　　　(GCＧ２)R(R１,C１)→dR(R１,C１)

　　　　(inGPU)dC(R２,C２)←dR(R１,C１)T

　　　endif

　endfor

end

算法４描述了并行求解如图２所示的三角实线内矩阵方

程的过程.因为需要求解的是X 主对角线下的三角部分,所

以仅需要B的第二个列块以后的下三角部分以及A 的主对

角线下的三角部分.在算法４中,这通过在开始时从RS/CS
中移除第一个列块对应的行/列序号实现.最后将三角方程

右端的矩阵B的各个列条块Rbroadcast给本行的处理器进

行求解,两个主要的计算步骤是(１)和(２),这两部分计算可以

通过 调 用 cuBLAS 的cublasDtrsm 和cublasDgemm,利 用

GPU进行加速.

算法４　并行求解三角方程BX＝A
begin

　if０∈RSthen/∗从 RS中移除第一个列块对应的行号∗/

　　RS＝RS\(１,min(n,nb))endif

　if０∈CSthen/∗从CS中移除第一个列块对应的列号∗/

　　CS＝CS\(１:min(n,nb))endif

　foreachbt∈[１,bn－１]then

　　ia＝bt×nb;ki＝min(ia＋nb－１,n－１);bm＝ki－ia＋１

　　ifia∈CSthen

　　　(GCＧ１)BR←dB(RS,ia:ki)

　　　(CCＧ１)Rbroadcast(BR)/∗行播送∗/

　　　(CGＧ２)BR→dBR

　　endif

　　Λ＝{１:ia}∩CS

　　ifia∈RSthen

　　　(１)(inGPU)求解X的第bt个行块

　　　　dA(ia:ki,Λ)＝dB－１
R (ia:ki,ia:ki)dA(ia:ki,Λ)

　　　RS＝RS\(ia:ki)

　　　(GCＧ３)AC←dA(ia:ki,Λ)

　　　(CCＧ２)Cbroadcast(AC)/∗列播送∗/

　　　(CGＧ４)AC→dAC

　　endif

　　　(２)(inGPU)修正dA(ki＋１:n,１:ia)中的元素

　　　　dA(RS,Λ)－＝dBR(RS,１:bm)dAC(１:bm,Λ)

　endfor

end

４　实验结果与分析

为了测试算法的性能和准确性,本文计算了 Frank矩阵

A＝(aij)的特征值和特征向量,其中aij＝n－max(i,j)－１(i,

j＝１,２,􀆺,n).Frank矩阵的特征值为:

λk＝ １

２(１＋cos((２k－１
２n＋１

)π)
,k＝１,２,􀆺,n

在中科院计算机网络中心超级计算机系统“元”上实现了

文中描述的广义特征问题标准化算法.每 台 GPGPU 计算

节点配置 ２ 块 NvidiaTeslaK２０GPGPU 卡(峰值双精度浮

点性能(板卡)１．１７Tflops),２颗IntelE５Ｇ２６８０V２(IvyBridge

１０C|２．８GHz)处理器,６４GBDDR３ECC１８６６MHz内存.实

验使用的cuBLAS版本是６．０．３７,MPI是openmpiＧ１．７．５.在

测试时,为了使得多个 GPU并行加速计算,每个节点申请两个

进程,一个进程对应一个 GPU.测试的数据是双精度浮点数.
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４．１　串行算法的性能分析

当nb取不同的值时,通信次数、负载平衡以及利用 GPU
计算的性能都会受到影响,这将会影响整个标准化算法的性

能,因此需要找到一个合适的值,使得算法达到最好的性能.

图４展示了不同规模的矩阵串行块算法中当块的大小nb取

不同的值(３２,６４,１２８,２５６,５１２)时的性能.可以发现,当nb＝
２５６时,算法取得的性能最高,因此在下面的分析中,均取

nb＝２５６.从图４中可以看出,矩阵规模越大,算法的性能越

好,当矩阵规模为１６０００×１６０００,nb取２５６时,算法达到的性

能约 为 ７２１．０９Gflop/s,此 时 的 GPU 利 用 率 约 达 到 了

６１．６３％.

图４　在单个 GPU上nb取不同值时算法的性能

Fig．４　Algorithmperformanceofnbwithdifferentvalueson

aGPU

４．２　基于 MPI＋CUDA的并行标准化算法的性能分析

表３对比了１６０００×１６０００阶矩阵标准化算法在CPU上

调用 MKL２０１３的BLAS库与调用GPU的cuBLAS库时,在
不同进程数(１,２,４,８,１６,３２)条件下的耗时.从表中可以看

出,随着处理器数目的增多,加速倍数在不断降低.这是因为

随着处理器数目的增多,在单个 GPU 上的负载不断减小,而

GPU适用于数据密集型的任务,负载越小,加速效果越不明

显;同时,随着进程数目的增多,通信时间以及 CPU 与 GPU
之间数据传输时间等所占比例增大,从而导致加速效果不如

进程数目少时好.总的来说,相较于 CPU 版本,GPU 版本取

得了较好的加速效果.

表３　使用CPU或 GPU的时间比较

Table３　ComparisonoftimeusingCPUsorGPUs

Numberofprocesses CPU/s GPU/s Speedup
１ ４１０．９４ １５．５１ ２６．５０
２ ２３５．８９ １１．８２ １９．９６
４ １１３．１６ ８．９８ １２．６０
８ ６９．８２ ６．８７ １０．１６
１６ ３６．２４ ４．６ ７．８８
３２ ２４．７５ ４．１１ ６．０２

图５展示了在不同矩阵规模(１００００×１００００,１５０００×
１５０００,２００００×２００００,２５０００×２５０００和３００００×３００００)的条

件下使用不同 GPU 个数时的加速比.从图中可以看出,随
着 GPU使用个数的增加,加速比不断增加,但是增加的幅度

在不断减小.这是因为随着 GPU 个数的增加,GPU 的负载

不断降低,计算时间的占比不断降低,而GPU与CPU之间的

数据传输、通信等开销所占的比例则会增加.另外还可以看

出,在使用相同的 GPU个数时,问题规模越大,加速比越大.
这是由于问题规模越大,在 GPU 上的负载越大,越能够充分

地利用 GPU的计算能力,取得的加速效果越好,得到的加速

比也就越大.规模越大,加速比越好,因此本文描述的基于

MPI＋CUDA的并行标准化算法具有良好的可扩展性.

图５　不同矩阵规模的加速比

Fig．５　Speedupcurvesfordifferentmatrixsizes

图６给出２００００×２００００阶矩阵标准化算法中各个主要

部分所花费的时间.其中,compu_gpu表示在 GPU 上的计

算时间,compu_cpu表示在 CPU 上的计算时间,memcpy 表

示 GPU与CPU之间的数据传输时间,ctime表示 CPU 之间

的通信时间,trsm 表示算法４并行求解三角矩阵方程的时

间,others表示其他时间.从图中可以发现,随着 GPU 使用

数目的增加,在 GPU 上的计算时间compu_gpu逐渐递减;

compu_cpu,memcpy,trsm 等时间也在随着 GPU 使用数目的

增加不断减少.总的来说,利用多个 GPU 进行加速计算的

标准化算法的总耗时随着 GPU 使用数目的增加而不断减

少,表现出了良好的可扩展性.

图６　并行标准化算法各部分的耗时

Fig．６　Timeofeachpartofparallelstandardizationalgorithm

图７给出了不同矩阵规模使用不同数目的GPU个数(１,

２,４,８,１６,３２)的并行标准化算法时达到的性能.从图中可以

看出,当使用的 GPU 个数一样时,问题规模越大,得到的性

能越高.这是因为问题规模越大,在 GPU 上的负载越大,更
能够充分地利用 GPU的计算能力;并且规模越大,计算时间

所占的比例会越大,加速效果越明显,因此取得的性能就越

好.文中描述的基于 MPI＋CUDA 的并行标准化算法取得

了较好的性能.

图７　并行标准化算法的性能

Fig．７　Performanceofparallelstandardizationalgorithm
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结束语　本文给出了基于 MPI＋CUDA 的广义稠密对

称特征问题标准化算法在 GPU 集群上的实现,利用多个

GPU对计算部分进行并行加速计算,通信通过在 CPU 上的

MPI完成.该标准化算法采用将正定矩阵B 的 Cholesky分

解与传统标准化算法相结合的策略,降低了通信开销,增加了

算法的并行性.在基于 MPI＋CUDA 的并行算法中,通过利

用CPU与 GPU之间的数据传输操作掩盖了数据在 GPU 内

的拷贝操作;同时给出了矩阵在二维通信网格中行和列通信

域之间的转置算法;另外,还给出了一个基于 MPI＋CUDA
的具有多个右端项的三角矩阵方程的并行块求解算法.在基

于 MPI＋CUDA 的并行算法中,块的大小将会影响通信次

数、负载平衡以及利用 GPU 计算的性能,在使用时需要权

衡.本文描述的算法取得了较好的加速效果与性能,并且具

有良好的可扩展性.
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