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摘　要　自动机是可同步的是指它具有满足以下性质的同步字:不论自动机当前所处的状态,以同步字为输入执行后它一定会

到达某个特定状态.同步自动机问题的核心是计算最短同步字.聚焦于这一核心问题,文中就一类称为部分规约的确定的有

限自动机的最短同步字问题,研究了近似计算这类自动机的最短同步字的复杂性,即近似计算它的难度,该工作有助于其近似

算法的分析与设计.通过建立由两个优化问题(MAXSAT问题以及 MAXFAＧINT问题)到最短同步字长度计算这一问题(即

ShortestＧSyn)的归约,利用与概率可检验证明(ProbabilisticallyCheckableProofs,PCP)定理和概率可检验辩论(Probabilistically
CheckableDebate,PCD)定理有关的若干结果证明了文中的主要结论:对于部分规约的确定的有限自动机,在某个近似因子内

ShortestＧSyn的近似难度是 NPＧ难的和PSPACEＧ难的,除非 NP和PSPACE分别坍塌到P.
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Abstract　Anautomatonissynchronizingmeansitiswithawordthathasthefollowingproperty:nomatterwhichstatetheauＧ

tomatonisin,itwillalwaysreachacertainstateafterexecutingwithasynchronizingwordasinput．FortheproblemofsynchroＧ

nizationofautomata,thecoreistocomputetheshortestsynchronizingword．Focusingonthiscoreproblem,thispaperstudiesthe

complexityofapproximatecomputing,i．e．thehardnessofapproximating,theshortestsynchronizingwordforaclassofautomata

calledpartiallyspecifieddeterministicfiniteautomata,whichishelpfulfortheanalysisanddesignofitsapproximatealgorithm．

Bytworeductionsfrom MAXSATand MAXFAＧINT,whicharetwooptimizingproblems,totheproblemofcomputingthe

lengthoftheshortestsynchronizingword(i．e．,ShortestＧSyn),respectively,andbysomeexistingresultsrelatedtoProbabilistiＧ

callyCheckableProofstheoremandProbabilisticallyCheckableDebatetheorem,themainresultsareproved．Theresultsareas

follows:forthepartiallyspecifieddeterministicfiniteautomata,approximatecomputingtheproblemofShortestＧSynisNPＧhard

andPSPACEＧhardwithinsomecertainapproximateratios,unlessNPandPSPACEcollapsetoP,respectively．

Keywords　Finiteautomata,Synchronizingword,Computationalcomplexity,Hardnessofapproximation,QSATproblem

　

１　前言

系统的可同步特性(synchronizability)可以通过执行某一

输入序列,引导系统进入某个已知的确定的状态来获得.同

步的要求常见于通信系统,在其他场合也渗透着同步的思想,

比如,音乐会临近尾声时,往往由著名音乐家独奏华章(压
轴),他将完全即兴演奏这个部分,指挥对他不会有任何干扰,

管弦乐队需要等待指挥的信号重新开始.这时同步会按照音

乐会的惯例而自动获得,这种隐含的惯例就可以看成同步字

的使用[１].对于计算系统,１９６４年第一次出现“同步自动机”

的概念,其由斯洛伐克计算机科学家Čern􀆪[２]提出,从此以后

有关自动机同步的问题受到关注,尤其是以他的名字命名的

迄今尚未解决的“Čern􀆪猜想”.这个猜想本质上是计算最短

同步字的最小上界.

早期有关同步自动机和Čern􀆪猜想的研究可以参考文献



[３].从文献[４Ｇ９]中可以看出,有关同步自动机的研究和应

用跨越了多个学科,如软件工程(测试)、生物信息计算、控制

论(机器人)、编码理论等.同步的重要性不言而喻,近年来对

它的研究,一方面利用了非经典的计算复杂性理论知识,如参

数复杂性理论、指数时间猜想(ExponentialTimeHypothesis,

ETH)和强指数时间猜想(StrongETH,SETH)、概率可检验

证明(PCP)定理及概率可检验辩论(PCD)定理等,较为深入

地讨论了如参数复杂性及算法时间下界[１０]、近似算法和不可

近似性等理论问题[１１Ｇ１６];另一方面将同步的自动机模型扩展

到其他更复杂的自动机模型,如寄存器自动机[１７]、马尔可夫

决策过程[１８]和时间自动机[１９]等,研究它们的可计算性和计

算复杂性.

对自动机的同步问题的理论研究主要集中在一类称为完

全的确定的有限自动机上,这是一类较为特殊的自动机,在实

际应用中并不常见.在自动机的实际应用场景中,部分规约

的确定的有限自动机和非确定的有限自动机应用得更多.本

文将关注部分规约的确定的有限自动机,由于判定这类自动

机是否可同步以及它的最短同步字长是否为l(l∈NN)都是

PSPACEＧ完全的[２０],因此有理由相信这两个问题都无法在多

项式时间内找到解,后一个问题还是搜索最小值的优化问题.

如果进一步分析它的求解算法,大致上有两个选择[２１]:１)考

虑近似算法,将算法必须产生精确最优解的要求放宽,在考虑

多项式时间算法的同时产生的解不必最优,但要求解的质量

在最坏情况下满足一定的约束条件;２)利用参数复杂性理论,

以更细的粒度分析算法的执行时间,此时不再以关于问题实

例大小的函数来衡量运行时间,而是通过引入一个或多个参

数的定义,来研究参数对算法执行时间的影响.

本文工作集中在第一种选择,即围绕部分规约的确定的

有限自动机的同步问题及其最优问题,采用 PCP定理的泛

化———PCD定理,证明了近似计算这类自动机的最短同步字

的难度(不可近似性)的结论.本文得到的结论主要为:

１)对于部分规约的确定的有限自动机,存在常数ε＞０,

使得在nε 的比率内近似计算文中定义的ShortestＧSyn问题

是PSPACEＧ难的.

２)对于部分规约的确定的有限自动机,对于每个常数

ε＞０,使得在n１－ε的比率内近似计算文中定义的ShortestＧSyn
问题是 NPＧ难的.

本文第２节给出了证明上述结论需要用到的基础知识;

第３节形式化定义了部分规约的有限制动机的同步问题和对

应的优化问题,并给出了从多个有限自动机的交问题到部分

规约的有限自动机的同步问题的多项式归约;第４节证明计

算部分规约的有限自动机的最短同步字的不可近似性;第５
节介绍相关工作;最后总结全文并展望下一步工作.

２　基础知识

计算复杂性理论中随机算法和近似复杂性的基础知识请

参考文献[２２Ｇ２３].

２．１　部分规约的自动机和同步字

定义１(有限自动机)　(确定的)有限自动机(DeterminＧ

isticFiniteAutomata,DFA)可定义为五元组A＝(Q,Σ,δ,q０,

F),其中Q是有限的非空状态集,Σ是有限的非空字母表,变

迁函数δ:Q×Σ→Q,q０∈Q是初始状态,F⊆Q是最终状态集.

如果δ是完全函数,即∀q∈Q,∀a∈Σ,|δ(q,a)|＝１,那么称

这个自动机是完全的有限自动机(CompleteDFA),否则,由

于存在变迁函数|δ(q,a)|＝０,因此说明有变迁在状态q和字

母a上没有定义,称它是部分规约的有限自动机(Partially
SpecifiedDFA).实际上可以将后者看作前者的泛化.

记δ(S,a)∶＝∪
q∈S

δ(q,a),其中子集S⊆Q,字母a∈Σ.可

将δ扩展为δ∗ :Q×Σ∗ →Q,具体定义为:

δ∗ (q,w)∶＝
q, 如果w＝ε

δ∗ (δ(q,a),w′), 如果w＝a􀅰w′{
其中,w∈Σ∗ ,ε是空字,a∈Σ.对应的δ∗ (S,w)∶＝ ∪

q∈S
δ∗ (q,

w).为保持文献中符号的使用习惯,以下用δ代表δ∗ 和δ,

这在一定程度上滥用了符号δ.

定义２(同步字)　对于自动机 A＝(Q,Σ,δ),如果存在

w∈Σ∗ 使得∀q,q′∈Q,δ(q,w)＝δ(q′,w),其中δ(q,w)≠⊥,

即不能无定义,那么称 w 是自动机A 的同步字(SynchroniＧ

zingWord),有的文献也称之为重置字(ResetWord).此时,

称自动机 A 是可同步的(synchronizingorsynchronizable).

注意,定义２中的自动机不同于定义１,原因在于初始状态q０

和最终状态集F均与可同步性的定义无关.

图１给出了一个部分规约的自动机,不难验证 w＝bbaＧ
babb是它的最短同步字,同步后均进入状态q３.

图１　同步的部分规约的有限自动机示例

Fig．１　ExampleofsynchronizingPSDFA

２．２　近似算法基础

最优问题 Π通常有如下结构:对于每个输入实例x,问题

Π会有多个可行解y.Π 还有定义在可行解上的目标函数

vΠ(y).最优问题往往是要搜索使vΠ(y)达到最大或最小的

可行解,称之为最优解.

设０＜r＜１是实数,对于最小值问题 Π,可定义它的近似

版本的问题rＧAPPROXＧΠ如下:给定输入x,搜索可行解y,

使得vΠ(y)􀅰r≤v∗
Π (x),其中v∗

Π (x)＝min{vΠ(z)|z是对输

入x 的可行解},即 Π的最优解.一般来说,近似比r可以是

常数,也可以是输入长度n的函数r(n),这个指标可用来约

束可行解的质量.类似地,可定义最大值问题 Π 的近似版

问题.

如果 NP中的每个问题都可以多项式时间归约到函数

f,则称f是 NPＧ难的.如果g在比率ε(n)之内近似f,那么

g是 NPＧ难的,则称在比率ε(n)之内近似f 是 NPＧ难的.类

似地,可定义函数f是PSPACEＧ难的和在比率ε(n)内近似f
是PSPACEＧ难的.在比率ε(n)之内近似f 是 NPＧ难的或

PSPACEＧ难的,意思说,在ε(n)的近似比率内不存在多项式

时间的算法可以近似计算f,除非 NP＝P或PSPACE＝P,即
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除非 NP或PSPACE坍塌到P.

２．３　量化的布尔可满足问题及其变种

量化的布尔可满足问题 QSAT是经典的SAT问题的泛

化.设Φ 是 QSAT实例,不失一般性,假设它的量词是严格

交错的,即形式满足:∃x１∀x２􀆺∃xnϕ(x１,x２,􀆺,xn).Φ 的

赋值树A 是深度为n的完全二叉树,其中从每个内部节点出

发的一条边被标记为“０”,另一条边被标记为“１”.树上从根

到叶子节点的每条路径path对应这些变量的一个赋值,如果

这个赋值满足ϕ,则称path满足ϕ.在奇数层中的边称为１Ｇ
边,即对应存在量词量化的变量;在偶数层中的边称为０Ｇ边,

即对应全称量词量化的变量.∃Ｇ赋值子树A１ 是A 的子树,

它的每个位于偶数层的节点上有两条０Ｇ边,每个位于奇数层

的节点上只有一条１Ｇ边.一棵∃Ｇ赋值子树是最优的,如果它

最大化了满足公式Φ的路径条数.如果Φ 为真,那么最优的

∃Ｇ赋值子树的所有路径都满足ϕ.对应地,∀Ｇ赋值子树可类

似说明.

Q３SAT问题将 QSAT中的子句的文字数量正好限定为

３个.这时子句中最多有３个变量,是满足子句中变量个数

不超过O(logn)的约束的,其中n是公式中布尔变量的个数.

MAXQ３SAT函数是 Q３SAT的优化问题,其将量化的３CNF
公式Φ映射到同时可满足的子句的最大个数.文献[２４Ｇ２５]

指出,在确定的比率内近似 MAXQ３SAT问题是 NPＧ难的.

２．４　概率可检验证明与概率可检验辩论

前言中提到,设计近似算法是求解难解问题的一种可行

思路.对于研究某个优化问题在一定的近似比率内是否存在

多项式时间的近似算法,目前的主要工具是概率可验证明

PCP,其有关资料请参考文献[２２,２６].

概率可检验辩论系统(ProbabilisticallyCheckableDebate

Systems,PCDS)[２７Ｇ２８]是概率可检验系统的泛化.语言L 的

PCDS由一个概率多项式时间验证者V 和两名玩家０和１之

间的辩论组成,玩家１宣称输入x∈L,而玩家０宣称x∉L.

Condon证明了PCD定理,指出语言L 存在一个 PCDS,其中

验证者V 只需利用O(logn)的随机位查询辩论上的O(１)位,

当且 仅 当 L∈PSPACE 即 PCDS１,ε (O(logn),O(１))＝

PSPACE,称ε是可靠性参数或出错概率,其中０＜ε≤１/２.

这个定理说明了 PSPACE复杂性类中的每个问题都具有上

述的概 率 可 检 验 的 辩 论 系 统,即 这 个 定 理 重 新 表 征 了

PSPACE类,也就指明了对于一些 PSPACEＧ难的函数,在一

定的近似比率内近似计算与准确计算是一样难的.

MAXFIXＧQSAT 函数是优化问题 MAX Q３SAT 的变

种,它的域是量化的公式集,其中子句是O(logn)个子子句的

合取,每个子子句是３个文字的析取,其中n是公式集的布尔

变量的个数.此外,给定这个域上的某个实例,该函数输出子

句集的最大个数k,使得不论玩家０对全称量化的变量如何

选择,玩家１都可以保证集合中这k个子句能同时得到满足.

因此,对于 MAXFIXＧQSAT问题,k个可满足的子句集必须

预先固定,也就是说这个集合对于玩家０的所有赋值必须是

相同的.Condon等[２８]指出近 似 MAX FIXＧQSAT 问 题 是

PSPACEＧ难的.

３　有关自动机同步的问题定义

为清楚地讨论,首先定义以下几个判定问题,其中问题１
和问题２是基础,与其相关的若干结论可以作为证明的起点;

问题３是计算同步字的优化问题.本文的目的是研究近似计

算问题３的复杂性.

问题１　多个有限自动机的交问题 FAＧINT
输入:k个有限自动机A１＝(Q１,Σ,δ１,s１,F１),􀆺,Ak＝

(Qk,Σ,δk,sk,Fk),其中k≥２.

询问:是否存在被所有自动机接受的字 w∈Σ∗ ,也就是

说,是否存在w 使得对每个i＝１,􀆺,k均有δi(si,w)∈Fi?

问题 ２　 限界的多个有限自动机的交问题 boundedＧ

FAINT
输入:k个有限自动机A１＝(Q１,Σ,δ１,s１,F１),􀆺,Ak＝

(Qk,Σ,δk,sk,Fk)和参数l∈NN,其中k≥２.

询问:是否存在被所有自动机接受的字w∈Σl,也就是说,

是否存在限长的w使得对每个i＝１,􀆺,k均有δi(si,w)∈Fi?

在问题１和问题２的基础上,可以定义这两个问题对应

的优化问题 MAXFAＧINT 函数,它的域是k个有限自动机

A１,􀆺,Ak,将它们映射到满足存在一个字符串w 被其中k′个

自动机接受的最大值k′max.

问题３　最短同步字长判定问题ShortestＧSyn
输入:可同步的部分规约的有限自动机 A＝(Q,Σ,δ)和

l,其中Σ＝{０,１,∗,＃},l∈NN.

询问:A 的最短同步字的长度是否为l?

问题２是问题１的限界版,有的文献也称其为参数化版

本,用于证明问题１的参数化复杂性和问题３的复杂性,如文

献[２０],本文不做过多讨论.对于问题３,证明的基础之一是

从多个有限自动机的交问题到部分规约的确定的有限自动机

的同步问题的归约.下面只针对问题３来讨论近似计算最短

同步字的复杂性,结论的证明过程较复杂,为加强可读性,将

其分成若干个步骤对一些关键点加以说明,整个过程尽量减

少过度的形式化描述.

引理１[２０]　存在从FAＧINT到部分规约的确定的有限自

动机的同步问题的多项式时间归约.

为了方便主要结论的证明,这里仅给出引理１证明中需

要用到的归约,与文献[２０]中对应的归约相比,做了少量修

改.

给定FAＧINT的一个实例:A１＝(Q１,Σ′,δ１,q１,F１),􀆺,

Ak＝(Qk,Σ′,δk,qk,Fk),其中k≥２,可以构造一个部分规约

的自动机 B＝ (Q,Σ,δ),它 具 有 同 步 字 当 且 仅 当 自 动 机

A１,．．．,Ak 均 接 受 某 个 共 同 的 字.设c∈Σ′,q∈Qi,i∈
{１,􀆺,k},B的构造方案为:

Q∶＝∪
k

i＝１
Q１∪{qinit,qend};

Σ∶＝Σ′∪{∗,＃};

δ(q,c):＝δi(q,c),δ(q,∗)∶＝qi

δ(q,＃):＝
qend, 如果q∈Fi

qi, 如果q∈Qi\Fi
{

δ(qend,∗)∶＝qend
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δ(qend,＃)∶＝qend

δ(qend,c)∶＝qend

δ(qinit,∗)∶＝q１

δ(qinit,＃)∶＝⊥
δ(qinit,c)∶＝⊥

其中,符号⊥表示此处无定义.

自动机B的大小是自动机A１,􀆺,Ak 大小之和的线性关

系.B中qend状态称为吸收状态,进入吸收状态后就无法再

跳出这个状态.这个构造方案的示意图如图２所示,其中红

色的状态是各个自动机Ai的最终状态.

以上初步建立了问题１与问题３的联系.如果以前者的

复杂性结论为起点,在满足一定条件的归约(不一定是多项式

归约)的情况下,可得到后者的复杂性下界,由于问题１在经

典的复杂性理论中是 PSPACEＧ难的[２９],因此问题３也至少

是PSPACEＧ难的.例如,模型检测 CTL和 CTL∗ 规约的公

式,其计算复杂性是 PSPACEＧ难的,这个结论的证明是从问

题１出发进行了归约[３０].

引理２[２０]　对于上述归约中构造的自动机B,它的最短

同步字具有u＝∗w＃的形式,其中w 属于多个自动机的交.

该引理给出了当k个自动机有共同的接受字w 时,B 的

最短同步字是∗w＃.但文献[２０]忽略了以下情况:当k个

自动机没有共同的接受字时,如果 B 仍是可同步的(假设

A１,􀆺,Ak 均为完全的确定的有限自动机),那么不难看出

∗w１＃∗w２＃􀆺∗wk＃是B的同步字,其中wi 是自动机Ai

的接受字.因此,本文将主要讨论当k个自动机没有共同的

接受字,但其中最多有k′个自动机有共同的接受字时,它与前

两种情况相比,同步字之间明显存在长度上的间隙,即问题的

解的间隙.

图２　从FAＧINT到部分规约的确定的有限自动机的同步问题

的归约(电子版为彩色)

Fig．２　ReductionfromFAＧINTtoproblemofsynchronizingPSDFA

４　近似难度的讨论

本节讨论近似计算问题３的复杂性,即近似难度.

４．１　基于PCD定理的结论及证明

首先直接给出本文的主要结论.

定理１　对于每个常数ε＞０,使得在２－ε的比率内近似

计算ShortestＧSyn问题是PSPACE－难的..

定理２　存在常数ε＞０,使得在nε 的比率内近似计算

ShortestＧSyn问题是PSPACEＧ难的.

定理２中的近似比是关于n个函数的,强于定理１中的

常数近似比.

接着给出证明思路:选择合适问题作为归约起点,构造出

具体最优解和近似解间隙的归约,讨论构造的性质,特别是与

最优解和近似解的目标函数有关的不相等的数量关系,由此

推理出结论.这两个定理的证明直接从PCD定理出发,较为

复杂,因 此 利 用 文 献 [２７Ｇ２８]中 已 证 明 的 有 关 MAX FIX
QSAT 和 MAXFAＧINT 的不可近似性来证明.分析归约

时,除了要保证是多项式的归约,还要注意归约前后的出错概

率(或间隙)之间的数量关系.

４．１．１　从 MAXFIXＧQSAT归约到 MAXFAＧINT
引理３[２７Ｇ２８]　存在常数ε＞０,使得在nε 的比率内近似计

算 MAXFAＧINT是PSPACEＧ难的.

这个定理的证明思路是:建立从 MAX FIXＧQSAT 到

MAXFAＧINF 的 归 约,使 得 玩 家 １ 可 以 确 保 MAX FIXＧ

QSAT的实例的子句集中有k个子句可以同时得到满足,当

且仅当 MAXFAＧINT的实例有k个自动机接受共同的字.

这里不进行引理３的证明,仅完整地给出从 MAXFIXＧ

QSAT到 MAXFAＧINF的归约,证明细节可参考文献[２８].

设Φ＝∃x１∀x２􀆺∃xnϕ(x１,x２,􀆺,xn)是 MAXFIXＧQSAT
的实例,其中ϕ有m 个子句,每个子句是O(logn)个子子句的

合取,每个子子句是３个文字的析取.不失一般性,假设不存

在子句中未出现的变量,并假设n是偶数.

首先给出含w 字的集合Valid.该集合中的每个字(对

应 QSAT公式的每个解,即玩家１在辩论中的获胜策略)描
述玩家１对存在量词量化的变量赋值的可能选择,应对玩家

０对全称量词量化的变量赋值的所有可能选择.

为每个子句构造一组自动机,m 个子句对应m 组自动

机,使得m 中有k 组,每组中的所有自动机构成的新自动机

都接受某个字w∈Valid,当且仅当量化的公式Φ有k个同时

可满足的子句.

每个w∈Valid 均有＄w１＄w２＄􀆺＄wN ＄的形式(这里

加入符号＄作为子串之间的分隔符是为了方便说明,不是必

需的),其中 N＝２u,u是Φ 中全称量词量化的变量的个数,每
个子串wi＝wi[１]wi[２]􀆺wi[n]是长为n的０１串,与赋给ϕ
的n个变量的一个真赋值对应(将wi[j]看作对xj 的赋值).

w∈Valid,当且仅当所有的０１串wi 对应一棵∃Ｇ赋值子树的

路径集,它们描述玩家１的获胜策略,应对玩家０的所有可能

赋值.这棵赋值子树有 N 个叶子,可以从上到下、从左到右

的顺序枚举这些路径.

编码w 在语法形式上须满足以下３个性质:

１)如果变量xj 是由全称量词量化的,那么 w１[j]＝０且

wN [j]＝１.如果wi 使得对于所有j,若wi[j]＝１,则xj 是全

称量化的,那么i＝N.

２)如果变量xj 是由存在量词量化的且i＞１,那么wi[j]＝
wi－１[j].如果对所有的下标j′＞j,使得若变量xj′是由全称

量词量化的,则xi－１[j′]＝１,那么wi[j]可不受约束.

３)如果变量xj 是由全称量词量化的且i＞１,如果对所有

j′＞j,使得若变量xj′是由全称量词量化的,则wi－１[j′]＝１,

那么wi[j]＝w
－
i－１[j](符号x

－
表示对x的值取反,即０变为１,
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１变为０),否则wi[j]＝wi－１[j].

如果在下标j处不满足性质２)或性质３),那么称w 在下

标j处不合法.

以上３个条件是w∈Valid 的充分必要条件.例如,图３
是 QBF的实例∃x１∀x２∃x３∀x４(((x１∨x２∨x３)∧(¬x２∨
x３∨x４))∧(x１∨x３∨¬x４))的一棵∃Ｇ赋值子树,假设C１＝
(x１∨x２∨x３)∧(¬x２∨x３∨x４)和C２＝x１∨x３∨¬x４ 是公

式的两个子句.这棵赋值子树的所有路径均使得公式为真,
编码w＝＄００１０＄００１１＄０１１０＄０１１１＄对应树的４条路径.不

难验证,w＝＄００１０＄００１１＄０１１０＄０１１１＄满足这３个性质.

图３　∃Ｇ赋值子树的示例

Fig．３　Exampleof∃Ｇassignmentsubtree

为完成这个归约需要两类自动机,分别是“串句法检查”
自动机和“子句可满足性检查”自动机.本文将使用这些自动

来机构造 MAXFAＧINT实例中的k个自动机.
串句法检查自动机有n＋１个.自动机Sn＋１检查w 是否

可以被分隔符＄分割成 N 个长度为n的子串wi 以及是否满

足性质１).对于每个j(１≤j≤n),自动机Sj 检查每个子串

wi 的第j位的合法性,即检查性质２)或性质３)是否满足,这
由对应的变量xj 是全称量词量化的还是存在量词量化的决

定.明显地,串w 被这n＋１个自动机接受,当且仅当它属于

Valid.这些自动机的状态个数是poly(n),以下约定poly
(n)是关于n的多项式函数,其中n是布尔变量的个数.

有m 个子句可满足性检查自动机Cl１,􀆺,Clm,每个自动

机有poly(n)个状态,使得 w∈Valid 被自动机Clj 接受,当
且仅当在对应的∃Ｇ赋值子树的所有的路径上,第j个子句得

到满足.子句可满足性检查自动机的构造将在４．１．２节单独

讨论.
现在构造m 个自动机,第i个自动机Ai 在它的输入串w

上进行串句法检查和子句可满足性检查,具体过程如下.

１)采用自动机Sn＋１执行检查.这个检查可以通过含有

poly(n)个状态的自动机完成.

２)如果xj 或¬xj 是子句Ci 中的文字,那么执行自动机

Sj 检查 (在这种情况下,称Ai 检查变量xj 对应的位).对

于每个i,自动机存储wi－１[j]和 wi[j]这两个位,其中xj 对

应的位被Sj 检查.此外,保存wi 中的具有０值的最右边的

全称量化的变量的下标位置.利用这个信息,在字符串wi 上

执行Sj 的检查.

３)通过自动机Cli 执行检查.
由于自动机Ai 是由完成以上１)－３)步的检查所用到的

各自动机的组合而成,这些自动机的大小均为poly(n),执行

检查１)有１个自动机,执行检查２)最多有n个自动机,执行

检查３)最多有O(log(n))个自动机,每个自动机Cli 的大小

是poly(n)的,因此Ai 的大小仍是poly(n).实际上,在对m
个Ai 的检查中,对Sj 和Sn＋１的检查存在多次,只需检查一次

即可.
由以上分析得到:如果玩家１能够确保对玩家０的所有赋

值,ϕ的k个子句构成的固定子句集合是满足的,具体表现为

枚举所有可能构成的０１串,这个串中的子串都是ϕ中固定的k
个子句的解,那么存在对应的０１串w被k个自动机所接受.

可以假设n＋１个串的句法检查自动机始终接受w,下面

讨论每个子句可满足性检查自动机是否接受w.

４．１．２　子句可满足性检查自动机的构造和性质

每个 子 句 可 满 足 性 检 查 自 动 机 Clj 的 构 造,将 利 用

Gawrychowski等[１６]给出的从３SAT问题到完全的确定的有

限自动机的同步问题的归约中的构造思想,以及第３节中多

个有限自动机的交到同步字问题的归约.
对于Φ＝∃x１∀x２􀆺∃xnϕ(x１,x２,􀆺,xn)中的公式ϕ,它

有m个子句,每个子句由O(logn)个子子句的合取构成,每个

子子句又由３个文字的析取构成.可以令ϕ＝C１∧C２∧􀆺∧
Cm,其中每个Ci 有 ∧

１≤t≤O(logn)
Ct

i 的形式.

将为每个子子句Ct
i构造一个自动机Clt

i＝(Q,{０,１,∗,

＃},δ),使得自动机Cli 由不超过O(logn)个自动机Clt
i 的交

构成.由文献[１６]的构造容易得到:自动机Clt
i 的关键部分

可以看成一棵有８个叶子的树,其中每个叶子对应子子句

Ct
i中出现的３个变量的一种赋值.对n个变量取所有可能的

赋值有２n 种情况,这构成了高度为n的完全二叉树.树的每

条从父亲节点到孩子的边用０或 １标记,每种赋值对应树的

一个叶子.本文在这里采用文献[１６]中提出的通过合并同构

子树得到大小为n的线性函数的自动机的方法.具体为:用

L０,L１,􀆺,Ln 分别表示节点所在的第０层、第１层、􀆺、第n
层,于是L０＝{r},这里r是根,Ln 是叶子的集合.假设变量

xk 没有出现在子子句Cj
i 中.取任意顶点v∈Lk－１,用T０ 和

T１分别表示以v的两个孩子为根的子树.容易看出,若 T０

和T１ 是同构的,则可合并,于是得到两条分别标记为０和１
的从v出发的边,它们都到达顶点v′,也就是T０ 的根 .继续

合并直到没有这样的顶点.
该构造过程可形式化为:在第j层(０≤j≤n)的状态集

Lj＝{qw
j :w∈{０,１}d}中,d 是出现在子子句Ct

i 中的变量xi

的下标满足i≤t的变量的个数,显然它不会超过３.L０ 为

{qε
０}.给定qw

j ,应该将 w∈{０,１}d 看成对出现在子子句Cj
i

中的变量xj１
,xj２

,􀆺,xjd
的某个布尔赋值,其中j１≤j２≤􀆺≤

jd≤j.

变迁函数的定义为:任取变量xk 和顶点qw
k－１ ∈Lk－１,

那么:

１)如果xk 在子子句Ct
i 中出现,那么qw

k－１ 有两个孩子

δ(qw
k－１,０)＝qw０

k 和δ(qw
k－１,１)＝qw１

k ;

２)如果xk 没有出现在子子句Ct
i 中,那么qw

k－１有一个孩

子δ(qw
k－１,０)＝δ(qw

k－１,１)＝qw
k .

这就定义了由第０层、第１层、􀆺、第n－１层中的状态出

发的变迁.接着定义第n层的状态出发的变迁.设qw
n 是最

后这一层上的状态,参考图２中的∗Ｇ变迁和＃Ｇ变迁的定义

可得,如果对应Cj
i的可满足的赋值存在,那么δ(qw

n ,＃)＝
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qend;否则δ(qw
n ,∗)＝qε

０.此外,定义初始状态(树的根)r＝
{qε

０},对于每个q∈Clt
i,δ(q,∗)＝r,定义吸收状态qend.

因此,子句 ∧
１≤t≤O(logn)

Ct
i对应的自动机是这些子子句自动

机的组合.子子句个数是O(logn),子子句自动机的状态个

数又是n的线性函数,因此 ∧
１≤t≤O(logn)

Ct
i对应的自动机的状态

个数为O(nlogn),这显然是poly(n)的.于是,这个构造是可

以在多项式时间内完成的.由此得到４．１．１节所述的整个构

造是多项式时间的.
根据图３的例子,考虑C２＝x１∨x３∨¬x４ 所构造的自动

机Cl２ 的关键部分如图４所示,红色的叶子节点表示使得公

式为真的赋值.

图４　C２＝x１∨x３∨¬x４ 对应的自动机(电子版为彩色)

Fig．４　AutomatoncorrespondingtoC２＝x１∨x３∨¬x４

下面讨论由这种构造得到的一些性质.
性质１　每个子句Ci 所对应的自动机Ai 是由多个子自

动机构成的,它们由自动机Sn＋１、不超过n个自动机Sj 和不

超过O(logn)个自动机Ct
i组成.一般地,如果每个Ci 都是可

满足的,存在长度为n􀅰２n/２的０１串w 作为赋值策略,是子句

Ci 的一个解.
注意:若要保证长度是多项式的串w,只要每个子句中出

现的变量个数不超过O(logn)即可,而在４．１．２节的构造过

程中每个子句的变量数为３,这显然是满足的.
性质２　对于公式Φ,由于它是m 个子句的合取,当Φ可

满足时,存在长度为n􀅰２n/２的０１串w 使得w 属于这m 个自

动机的交,那么由引理１和引理２构造的自动机B 是可同步

的,具有最短的同步字长n􀅰２n/２＋２.
下文将讨论Φ不满足时,即子句可满足性检查自动机的

交为空时,最多有k个自动机有共同的接受子w 的情况.显

然,存在串长度为n􀅰２n/２＋２的０１串w 可以将以上的k个自

动机同步到吸收状态qend,其他的自动机执行w 后,应该处于

它们各自的初始状态.此时,若要同步这个自动机B,就要同

步这些剩余的自动机的初始状态,剩下的自动机有(１－r)m
个,其中r是出错概率,因为至少会剩一个自动机上的状态没

有到达吸收状态qend,将这个自动机同步到吸收状态qend,还
需要长度为n􀅰２n/２＋１的一个串.

４．１．３　定理１的证明

证明:由４．１．１节和４．１．２节的分析可以得到,当构造出

的多个自动机具有共同的接受字时,同步自动机B 需要长度

为n􀅰２n/２＋２的最小同步字∗w＃,其中由每个长度为２n/２的

n个子串所构成的w,编码了对应的起始 QSAT问题的一个

解(即获胜策略).当构造出来的多个自动机没有共同的接受

字时,最多有k个自动机有共同的接受字,反过来至少有一个

自动机A′与这k个自动机的交为空.此时,假设这k个有共

同接受字的自动机共同的最短接受字是w,那么串∗w＃可

以将这k个自动机上的任何状态同步到吸收状态qend,同时

在A′上执行∗w＃会令其回到初始状态,此时由它的初始状

态进入吸收状态,需要执行一个与它对应的子句的可满足赋

值策略对应的串w′,|w′|＝n􀅰２n/２,由于B是可同步的,因此

它对应的子句是可满足的,于是w′存在.此时,∗w＃w′＃串

是最短的可以同步B 的串.显然这个最短串的长度是２n􀅰

２n/２＋３.这也就意味着,当构造出来的多个自动机没有共同

的接受字时,同步自动机B的串长度至少是２n􀅰２n/２＋３.显

然近似比满足２n􀅰２n/２＋３
n􀅰２n/２＋２＝２(n􀅰２n/２＋２)－１

n􀅰２n/２＋２ ＜２.

于是得到:对于每个常数ε＞０,除非 PSPACE坍塌到 P,

在２－ε的近似因子内计算shortestＧSyn没有多项式时间算

法.定理１得证.

４．１．４　定理２的证明

证明:定理２证明的关键在于说明验证的随机算法有亚

常数的出错概率.Cohen等[３１]给出以下结论:存在常数０＜
ε＜１,使得如果存在 RP(RandomizedPolynomialtime)算法,

它以ε的出错概率界限,采用r位随机位判定语言L,那么存

在一种RP算法,它以２－k的出错概率界限,采用m＝r＋O(k)

的随机位判定语言L.

这个定理说明,采用随机抽样,只需增加常数因子的随机

位的数量,就可以将任何 RP算法的出错概率减小到问题实

例大小的指数小.Condon等[２８]采用该方法证明了引理３的

近似因子的阈值为nε.

如果取k＝logn,则出错概率的界限是无限接近n－１的,

采用的随机位为r＋O(logn).

PCD定理中的检验算法只允许单面错误,属于 RP.采

用Cohen等的上述结论可得到 PSPACE⊆PCDS１,１/n(O(log
n),O(logn)),这里的n是证明串的长度不再是 QSAT 中公

式的布尔变量个数.结合定理１的证明过程,可以得到最短

同步字的阈值上界是不会超过１/n－１的.

由此可得,存在常数ε＞０,使得在nε 的比率内近似计算

ShortestＧSyn问题是PSPACEＧ难的.

４．２　基于PCP定理的结论

引理４　ShortestＧSyn是 NPＧ难的.

证明:它的NPＧ难的下界由boundedＧFAＧINT问题是NPＧ
难的[３２]和第３节给出的引理１可得.

于是,计算最短同步字的长度是 NPＧ难的函数.可以采

用PCP定理处理 NPＧ难的计算函数的近似难度,得到的结论

和证明方法同文献[１６],在构造过程中只需稍微修改,归约到

部分规约的有限自动机即可.由此可以直接得到以下结论.

定理３　对于每个常数ε＞０,使得在２－ε的比率内近似

计算ShortestＧSyn问题是 NPＧ难的.

定理４　存在常数ε＞０,使得在nε 的比率内近似计算

ShortestＧSyn问题是 NPＧ难的.

定理５　对于每个常数ε＞０,使得在n１－ε的比率内近似
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计算ShortestＧSyn问题是 NPＧ难的.
注意:１)文献[１６]给出的３个结论来自不同形式的 PCP

定理,近似因子与 PCP定理中的出错概率的上界直接相关,

其中后两个结论为了获得更强的出错概率,分别采用了膨胀

图上的随机游走和自由位复杂性来放大间隙.

２)在证明对应部分规约的有限自动机也具有定理３—定

理５时,可以采用从 MAXSAT出发的归约,对每个子句Ci

仍然可以构造一个自动机,对应到图２中的Ai,其不再按文

献[１６]的方法构造,而是参考图２的方式建立多个自动机的

交问题到部分规约的自动机的同步问题.

３)定理１和定理２对应的最短同步字长是状态个数的指

数函数,而定理３—定理５对应的最短同步字长是状态个数

的多项式函数,前两个定理和后３个定理分别从空间复杂性

是PSPACEＧ难的和时间复杂性是 NPＧ难的两个方面给出了

它的难解性,对应地,本文采用了PCD定理和 PCP定理的结

论来处理近似的难度的证明过程.

５　相关工作

本节讨论文献[３]发表以后的工作,时间以２００８年为界.

近似难度(不可近似性)的研究工作主要集中在完全的有限自

动机上,这其实是特殊的部分规约的有限自动机,是一类最简

单的自动机.在证明了完全的确定的有限自动机的最短同步

字问题是 DPＧ完全的之后,研究者最先想到的是寻找质量好

的多项式时间的近似算法,后来逐渐意识到在一定的近似比

内,近似计算最优解的多项式时间算法是不存在的.在这个

认识过程中,计算复杂性理论从经典的 NP完全理论发展到

一些新的理论,特别是 PCP定理及其应用,近似难度的研究

工作对近似算法难度的分析起到了积极的作用.

最早 的 对 近 似 算 法 的 研 究 是 Berlinkov[１１] 提 到 的

Gawrychowski的求解近似比为２的同步字是NPＧ难的.BerＧ

linkov[１１]也得到了相同的结论,在其文章中将近似比定义为

出错比.接着,Gerbush等[１２]研究了自动机的最短同步序列

问题,他们给出了一个近似因子为 (n－１)/(k－１)的贪心算

法,它的时间算法度为O(kmnk＋n４/k),其中k是算法的参

数,代表在每一轮迭代中同步的状态个数,n和m 分别是状态

数和字母表的大小.近年,Ananichev等[１３]在文献[１２]的基

础上,研究了可同步的自动机的同步阈值(即最短同步字的最

小长度)的 近 似 计 算 问 题,主 要 结 论 为:对 一 类 形 式 化 为

SYNCHＧSUBSET(k)的贪心算法,当k＜n/３时,它的近似比

率至少可达 n
６(k－１).

对于近似难度的研究,Berlinkov[１４]指出,除非 NP坍塌

到P,在常数因子内近似计算给定的可同步的自动机的最短

同步字的长度不存在多项式时间的算法.Berlinkov[１５]进一

步指出,对于字母表大小为２的n个状态的完全的确定的自

动机,在clnn的近似因子之内这个问题没有多项式时间算

法,其中常数c＞０．１１３４.Gawrychowski等[１６]给出了它的强

不可近似结论,即对于每个ε＞０,在n１－ε的函数因子内近似计

算给定的可同步的自动机的最短同步字的长度是 NPＧ难的.

Fernau等[１０]在研究完全的确定的有限自动机的参数复杂性

时,得到不可近似结论:除非 NP⊆DTIME(nlog(logn)),对于任

意常数ε＞０,最短同步字问题不能在(１－ε)log(|Σ|)的比率

内近似.至于利用 PCP定理证明其他 NPＧ难的问题的不可

近似性的研究工作有很多,不再列举.
对于同步自动机问题在部分规约的确定的有限自动机上

的研究,Martyugin[２０]给出判定部分规约的有限自动机的可

同步性和判定它的最短同步字的长度都是PSPACEＧ完全的.
此外,针对部分规约的有限自动机的研究工作还有两个:

１)Bondt等[３３]在对部分规约的有限自动机的最短同步字长的

下界的研究中,构造了几种最短字长达到状态数的指数级的

可同步自动机;２)Shabana等[３４Ｇ３５]以同步字长度和字母表大

小为参数,将问题归约到SAT(这个归约其实是固定参数可

解的归约,而非他们阐述的多项式归约),多次调用SAT求解

器来二分搜索求解最短同步字.
此外,我们关注到国内的崔振河等研究了限界的偏序自

动机的同步问题[３６].
结束语　本文围绕部分规约的有限自动机的最短同步字

计算,研究了其近似计算的复杂性,即近似难度,指出:对于部

分规约的确定的有限自动机,如果要在某个近似比率内近似计

算其最短重置字,那么它的近似难度是NPＧ难的和PSPACEＧ难

的,除非 NP和PSPACE分别坍塌到P.
进一步研究的两个方向:１)考虑部分规约的有限自动机

的同步字问题的参数复杂性和算法下界;２)考虑这个问题的

近似计算的参数复杂性[３７Ｇ３８].
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