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摘　要　一个图G＝(V,E)的树分解是将结点集V 的子集作为树T 的节点,使得在T 上任意一条路径上的两个端节点的交集

包含于该路径上的任意一个节点中.将T 上最小(节点)对应子集的元素个数减１定义为分解树T 的宽度,用宽度最小的分解

树T 的树宽度定义图G 的树宽度.一个合取范式(ConjunctiveNormalForm,CNF)公式F 可以用一个二分图G＝(V∪C,E)表

示(公式的因子图),其中变元结点集V 对应公式F 中的变元集,子句结点集C对应公式F 中的子句集,变元在子句中的正(负)

出现用实(虚)边表示.忽略公式因子图中边上的符号,得到一个二分图.文中研究了图的树分解算法,并将树分解算法应用到

CNF公式的因子图树分解.通过实验观察公式因子图的树宽度与求解难度之间的联系.
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Abstract　AtreedecompositionofthegraphG＝(V,E)referstotakingasubsetofthenodesetVasanodeofthetreeT,to

maketheintersectionofthetwoendpointsonanypathofTincludedinanynodeonthepath．ThenumberofelementsoftheminiＧ

mum (node)correspondingsubsetonT minus１isdefinedasthewidthofthedecompositiontreeT,andthetreewidthofthe

graphGisdefinedbythetreewidthofthedecompositiontreeTwiththesmallestwidth．TheCNFformulaFcanberepresented

byabipartitegraphG＝(V∪C,E)(factorgraphoftheformula),wherethevariablenodesetVcorrespondstothevariableset,

andtheclausenodesetCcorrespondstotheclausesetintheformulaF．Thepositive(negative)occurrenceoftheelementinthe

clauseisrepresentedbythereal(virtual)side．Inordertostudythebipartitegraph,thesymbolsontheedgesoftheformulafacＧ

torgraphareignored．Thispaperstudiesthetreedecompositionalgorithmofgraphsandappliesthetreedecompositionalgorithm

tothefactorgraphtreedecompositionofCNFformula,aimingtoexploretherelationshipbetweenthetreewidthoftheformula

factorgraphandthedifficultyofthesolutionＧfindingthroughexperiments．
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１　引言

设G＝(V,E)为一个简单无向图,对其进行树分解是将

结点集V 的子集作为树T 的节点,T 中的节点i对应G 的一

个结点子集Xi,使得在T 上任意一条路径P 上的起点s和终

点t满足条件:对于路径P 上任意一个节点i,有 Xs∩Xt⊆
Xi.记T 的节点指标集为IT,正整数twT (G)＝min{|Xi|:

i∈IT}－１称为G 关于分解树T 的树宽度[１Ｇ３].对于G 的所

有分解树T,twT(G)的最小值定义为图G 的树宽度,记为tw
(G).以图的树宽度tw(G)为参数,可以对图进行分类.可

以看出:一个非平凡图的树宽度至少为１,树本身的宽度等于

１.以分解树的宽度为参数k,判定一个图G 是否存在一个树

分解T 使得twT(G)≤k,是一个 NPＧ难问题[４].因此,利用树

分解的某些结构信息对 NPＧ难问题进行分类.

图的树分解是将给定图的结构关系用一种树形结构表

示,通过研究树的结构信息来刻画原图的一些性质.树宽则

刻画了给定的图形结构与分解树的相似程度.文献[５]中的

研究表明,基于图的树分解,并限制图的树宽时,很多复杂难

解的问题可在多项式时间内进行求解.图的树分解和树宽在

组合优化[６]、人工智能[７]和概率网络[８]等方面有着广泛的应

用及研究意义.

可满足性问题(TheSatisfiabilityProblem,SAT)是指:对
于任意给定的CNF公式F,判定是否存在一组对公式F中所

有变元的真值指派,使得公式 F 的取值为真.在实际应用



中,大量带有协调性或者一致性的检验等求解问题,都可以转

化为SAT问题来进行求解.因此,SAT 问题的理论和应用

研究长期受到人工智能、数理逻辑及理论计算机科学等领域

的普遍关注.在SAT问题的研究中,限制每个子句长度为k
的SAT问题称为kＧSAT问题,当k≥３时,该问题是 NPＧ完全

问题[９].尽管对整个kＧCNF类来说,求解 SAT 问题是 NPＧ
完全的,但统计现象表明:对大多数kＧCNF公式而言,其判定

问题并非“困难”.在随机kＧSAT问题的研究中,子句约束密

度α是一个非常重要的结构参数[１０Ｇ１１],其中α表示在公式F
中子句数(m)与变元数(n)的比值,即α＝n/m.α的取值大小

不仅会影响kＧCNF公式的判定难度,还会影响kＧCNF公式的

可满足性.随着子句约束密度α的增大,存在一个与k有关

的临界值点αs:１)当α＜αs 时,公式以高概率可满足;２)当α＞

αs 时,公式以高概率不可满足.这种现象被称为随机kＧSAT
问题的相变现象,αs 称为该类问题可满足的相变点,αs(k)表

示k的在不同取值的相变阈值点.

目前,对SAT问题的研究主要集中在 CNF公式实例的

生成模型、求解算法、结构性质以及相变性质等方面.在

CNF公式实例结构理论分析方面,文献[１２Ｇ１３]将公式实例表

示为一个二分图,利用二分图的匹配理论对公式实例的结构

进行分析.Xu等[１４]利用极小不可满足公式作为构造工具,

得到了一个保留 NP完全性的正则 (３,４)ＧSAT 问题.这类

问题有着规则的结构特性,公式中每个子句文字数恰好为３,

每个变元恰好出现４次.对于 (３,４)Ｇ正则二分图,研究者提

出了一种利用此类型的二分图求解公式可满足性的方法,即

如果正则 (３,４)ＧCNF公式对应的因子图存在一条P７Ｇ路径因

子,则公式可满足,并给出了严格证明.同时利用图分解的方

法来判定公式的可满足性,证明了对于任意的 (３,４)ＧCNF公

式,如果其对应的因子图能被划分为两个(３,２)Ｇ双向正则二

分图,那么公式是可满足的.

随着研究的不断深入,文献[１５]通过引入一种特殊的树

形结构,将正则公式的因子图转换到树形结构上进行研究,证

明了在随机正则 (３,r)ＧSAT 问题中的簇集相变点可能发生

在r＝８附近.在参数化 CSP问题[１６Ｇ１７]的研究中,研究者们

利用参数计算理论研究一些SAT问题是否为固定参数可解

的,并提出了更高效的参数化算法求解固定参数可解问题,其

中参数计算技术是设计有效固定参数算法的关键.为了进一

步研究参数化SAT问题,文献[１８]引入了树分解技术,将图

尽可能地分解为一棵树.Bodlaender等[３]提出的树分解算法

可在线性时间内判定一个图的树宽,为求解难解问题的图结

构提供了理论基础.基于该理论基础,文献[１９Ｇ２１]利用树分

解算法来求解受约束的可满足性问题.

如果一个 CNF公式F 所对应的因子图是一棵树,那么

公式F也称为树公式.这类公式具有某些良好的性质:存在

多项式时间算法判定公式的可满足性;在信息传播算法中警

示传播(WarningPropagation,WP)算法以树公式[２２]为输入

时,算法收敛.

一个 CNF公式F 称为线性公式,如果任意两个不同子

句至多含有一个公共变元.文献[２３Ｇ２５]证明了限制 CNF公

式为线性公式,其可满足性判定问题仍然是 NPＧ完全的.一

个CNF公式F可以用一个二分图G＝(V∪C,E)表示(公式

的因子图),其中变元结点集V 对应公式F 中的变元集,子句

结点集C对应公式F 中的子句集,变元在子句中的正(负)出
现用实(虚)边表示.如果忽略公式因子图中边上的符号,则

得到一个线性二分图.一个二分图G＝(V∪C,E)称为线性

的,如果对于任意的两个不同结点c,c′∈C,其至多有一个公

共邻接结点,即|N(c)∩N(c′)|≤１.

本文研究图的树分解问题及树分解算法,目的是通过树

分解方法探究公式的结构性质,特别是一些结构(如线性公

式)限制下CNF公式因子图的树分解问题.通过研究图的树

分解算法,并将树分解算法应用到 CNF公式的因子图上,来

探究 NPＧ难问题的难解特征;同时通过实验观察公式因子图

的树宽度与求解难度之间的联系.研究表明,很多复杂问题

经过树分解后,可在多项式时间甚至线性时间内进行求解,而
树分解后所得的树宽在很大程度上影响着问题的求解效率.

因此,本文基于经典的启发式树分解方法提出了一种二分图

的树分解算法.实验对比结果表明,本文方法可以求解出较

优的树宽,为下一步探究难解实例的难解特征提供了实验

基础.

２　基础知识

合取范式是命题逻辑公式的一种规范表示.命题变元x
及其否定¬x统称为文字,一个子句C是若干个文字的析取,

用C＝{L１∨L２∨∨Lk}表示,其中k表示子句C 的长度.

一个合取范式公式F 由有限个子句的合取构成,F＝(C１∧
C２∧∧Cm).一个CNF公式称为kＧCNF公式,若该公式中

每个子句的长度恰好都为k.有时,子句C 可用文字集合

{L１∨L２∨∨Lk}表示,公式F 用子句集合{C１∧C２∧∧
Cm}表示.

２．１　CNF公式的因子图

一个CNF公式可以表示为一个因子图,这类图的一侧是

以布尔变元集为布尔变元顶点,而另一侧则是以子句集为子

句顶点.当某个布尔变元出现在某个子句中时,表示有一条

边连接该变元顶点和子句顶点,其中用实线表示变元在子句

中正出现,用虚线表示变元在子句中负出现.将CNF公示转

换为因子图时,用矩形表示子句顶点,用圆形表示变元顶点.

图１展示了３ＧCNF公式的一个实例F＝(C１∧C２∧C３∧C４∧
C５∧C６)的因子图,其中C１＝(x３∨x４∨¬x５),C２＝(¬x１∨
¬x４∨x５),C３＝(x１∨x２∨¬x５),C４＝(¬x１∨¬x２∨x３),

C５＝(¬x１∨¬x２∨¬x４),C６＝(x１∨x２∨x３).

图１　公式F对应的因子图

Fig．１　FactorgraphcorrespondingtoformulaF

在CNF公式的因子图中,如果忽略边上的符号,则得到

一个二分图.对于二分图G＝(V∪C,E),如果对于任意的两

个不同结点c,c′∈C,其至多有一个公共邻接结点,即|N(c)∩

N(c′)|≤１,则称此二分图是线性二分图.其中,N(c)表示结
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点c在图中的邻接结点集.线性二分图概念的引入主要针对

线性CNF公式.一个CNF公式F 称为线性公式,如果任意

两个不同子句至多含有一个公共变元.文献[２３Ｇ２５]已经证

明:限制CNF公式为线性公式,其可满足性判定问题仍然是

NPＧ完全的.

因此,考虑线性二分图的树分解有助于研究可满足性判

定问题有效求解算法的设计和分析.

２．２　图的树分解和树宽

本文中的图都指的是简单无向图.图的树分解是对图G
的结点集进行划分,生成与之对应的一棵分解树T,T 中的节

点i对应G 的一个结点子集Xi.将分解树的宽度作为参数

对 NPＧ难问题的复杂度进行分解,从而利用树分解的某些结

构信息对 NPＧ难问题进行分类.

图的树分解是为了将给定的图尽可能地分解为树形结

构,通过研究树上的结构信息来刻画原图的一些性质.引入

树宽的概念是为了反映给定的图形结构与分解后的树形结构

的相似程度.在实际应用中,很多问题涉及的图的规模都很

大,直接求解的难度也很高.若将这类问题的图转化为树,则

可在多项式时间甚至线性时间内求解问题.因此,越来越多

的研究者基于图的树分解思想,将规模大且难解的问题转化

为规模较小且易解的子问题,从而进一步有效求解 NPＧ难

问题.

设G＝(V,E)为一个简单无向图,T＝(I,F)为一棵树.

直观上,图G的一个结点子集构成一个包(bag),给一个包赋

予一个标记,标记集I作为分解树结点.从而,图G的树分解

由包(bag)对应构成.

图G的一个树分解可以表示为一个序对TG＝(X,T),其

中X＝{Xi:i∈I}为图G 的结点集V 的一族非空子集 (I是

有限指标集,其中指标代表V 的一个子集).TG ＝(X,T)满

足如下条件:

(１)∪
i∈I

Xi＝V,即指标集I对应的集族X＝{Xi:i∈I}是图

G的结点集的一个覆盖.

(２)对于∀(u,v)∈E,∃i∈I,使得u,v∈Xi,即图G 中每

一条边的两个结点同时包含在树分解中的某个节点中.

(３)对于i,j,k∈I,如果在树T 中k出现在从i到j的一

条路径上,则 Xi∩Xj＝Xk.

对于树分解TG＝(X,T)＝({Xi:i∈I},T),其宽度定义

为 max(|Xi|－１).

一个图G的树分解不唯一.图G的树宽(TreeWidth)是

指图G所有可能的树分解中宽度的最小值,记为tw(G),即

tw(G)＝min
(X,T)

{max
i∈I

|Xi|－１}.

由图的树分解定义可知,当图G 本身是树时,其树宽等

于１;当图G是n结点完全图时,其树宽等于n－１.进一步,

容易得到如下基本性质.

性质１[１]　设G为一个图,TG ＝({Xi:i∈I},T)是G 的

一个树分解,则对于任意子集W⊆V,如果 W 在G 中是一个

团,则一定∃i∈I,使得W⊆Vi.

性质１表明:图G的树宽度不低于G 中最大团的结点数

减１,从而容易得出如下的树宽度下界估计.

性质２[２]　设G为一个图,则tw(G)≥γ(G)≥δ(G).其

中,δ(G)为图G中的最小结点度数,γ(G)则由如下定义给出:

γ(G)＝
|V|－１, ifGisaclique

min
u,v∈V,(u,v)∉E

max{d(u),d(v)}, otherwise{
(１)

为了设计近似最优树分解算法,并估计图的树宽上界,需

要用到如下概念之间的关系及方法.文中所谓的近似分解,

是指分解的树宽度接近图本身的树宽度.

设G为一个图,连接一个回路中不相连的两个结点之间

的一条边称为一条弦(Chordal).称一个图G 为弦图,如果图

中任意一个至少有４条边的回路至少有一条弦.任何一条长

度超过４的回路都被称作“三角剖分”.

给定一个图G＝(V,E),对于指定的结点v∈V,引入记

号NG(v)＝{w:(v,w)∈E,v≠w},表示v且不含v 的邻接结

点集;记号 NG[v]＝NG[v]∪{v},表示v与v 的邻接结点集

的集合.通常,从图G 中删去结点v 是指:从图G 中删去结

点v及其关联的边,得到的图记为Gv.

在图的树分解中,利用消点运算,由图G 得到一个新的

图是指:从图G中删去结点v,并在其邻接结点集 NG(v)中不

相邻接的结点对之间加上边,使之在Gv 中构成一个团.从图

G中消去结点v 后得到的图记为Ge(v),并将因消去结点v而

在邻接结点集NG(v)中加入的边集合记为Fv
G.

定义１(消点序)　设G＝(V,E)为一个图,n＝|V|,双射

f:V→[n]称为一个消点序(EliminationOrdering),其中[n]＝
{１,２,,n}.

直观上,f规定了图中结点的顺序.称一个消点序f 是

完美的,如果对于每一个结点v∈V,其邻接结点集合中序值

高于v的结点集构成一个团.即,结点集{w:[(v,w)∈E]∧
[f(w)＞f(v)]}在G中构成一个团,如图G＝(V,E)中,V＝
{１,２,３,４},E＝{(１,２),(１,４),(２,３),(３,４),(２,４)}.若图G
有一个完美的消点序f,定义f(i)＝i(i＝１,２,３,４)即可.

设G＝(V,E)为一个图,任给一个消点序V＝{v１,,

vn},依次消去结点π－１(１),,π－１(n),最后得到一个空图.

在消点过程中,伴随着一个图序列和一个边集合序列:

G０＝G,

G１＝G０
e(π－１(１)), F１＝Fπ－１(１)

G０
,

G２＝G１
e(π－１(２)), F２＝Fπ－１(２)

G１
,

 

Gk＝Gk－１
e(π－１(k)), Fk＝Fπ－１(k)

Gk－１
,

 

Gn＝Gn－１
e(π－１(n)), Fn＝Fπ－１(n)

Gn－１

注意:边集合序列中有些是空集合.

根据图序列和边集合序列得到图Gπ＝(V,E∪F),其中,

F＝F１∪∪Fn 表示边集合序列.结合消点序的定义,可知

消点序π是图Gπ 的一个完美消点序.

定义２(树交叉图)　设G＝(V,E)为一个图,称G是某棵

树的子树交叉图(IntersectionGraph),如果对于一棵树 T＝
(I,F)中的每一个结点v∈V,都有 T 的一棵子树Tv＝(Iv,

３５雷　莹,等:图的树分解算法及其应用



Fv),使得对应的两个不同结点v,w∈V:

(v,w)∈E当且仅当Iv∩Iw≠Ø
即不同结点对应的子树指标集至少有一个公共指标结点.

弦图、完美消点序、子树交叉图以及树分解之间存在如下

关系.

定理１[１Ｇ２]　设G＝(V,E)为一个图,则下列关系等价:
(１)G是一个弦图;

(２)G有一个完美消点序;

(３)G是一棵树的子树叉图;

(４)G有一个树分解({Xi:i∈I},T＝(I,F)),使得对于

每个i∈I,Xi 在G 中是一个团.

由定理１,可得出如下简单关系:

(１)图的树分解与弦图密切相关;
(２)图的消点序与分解树的构造顺序关联;

(３)图的最大团与树宽度关联;

(４)图的极大团在树分解的贪心算法设计中起作用.

在图论中,可以通过三角剖分(Triangulation)过程得到

一个弦图.一个图的三角剖分过程的描述见定义３.

定义３(三角剖分)　称一个图 H＝(VH ,EH )是图G＝
(V,E)的三角剖分,如果 H 是在G 的基础上适当增加某些边

后得到的弦图;即在图G中长度超过４的回路中增加某些弦

边,使之成为弦图.

极小化三角剖分 H＝(VH ,EH )是指:

(１)本身是G的三角剖分;

(２)不存在EH 的真子集F:E⊆F⊂EH ,使得 H′＝(VH ,

F)是G的三角剖分.

注意:一个图G 可能存在两个不同的极小三角剖分,但

任意两个不同极小三角剖分所含的边数相等.

根据上述分析,进一步构造贪心算法来求解图 G 的树

分解.

给定一个图G以及一个双射π:V→[n](作为一个消点

序),依π规定的顺序适当加边后得到一个图G＋
π ,使π成为

G＋
π 的一个完美消点序.对G＋

π 消去新边,还原出原始图G.

下面给出迭代加边算法Fill(G,π)的大致描述.

(１)初始化:EH ＝E.

(２)从i＝１到n做如下迭代:

１)根据消点序ππ求出第i个结点v:v＝π－１(i);

２)对v的所有邻接结点对w,w′:

如果π(w)＞i,π(w′)＞i,并且(w,w′)∉EH ,EH ←{(w,

w′)}∪EH .
(３)返回 H＝(V,EH ).

定义图函数G＋
π ＝Fill(G,π),由上述分析可知π是G＋

π

的一个完美消点序.

根据定理１,G＋
π 是一个弦图,并且 G＋

π 有一个树分解

({Xi:i∈I},T＝(I,F)),每个i∈I,Xi 在G＋
π 中是一个团.

一个自然的问题是:如何找到一个消点序π,使得从G 到G＋
π

增加的边数最少.

定理２进一步说明了算法Fill(G,π)在计算一个图的树

分解及树宽过程中存在的关系.

定理２[２]　设G＝(V,E)为一个图,n＝|V|,设k为不超

过n的一个非负整数,则下列结果等价:

(１)G的树宽度至多为k;

(２)G有一个三角剖分H,使得 H 中最大团的大小至多

为k＋１;

(３)存在一个消点序π,使得G＋
π 中最大团的大小至多为

k＋１;

(４)存在一个消点序π,使得G＋
π 中不存在结点v,v有超

过k个邻接结点,其在π下的序值比v大.

３　图的树分解算法

给定一个图G＝(V,E),假定n＝|V|,对于任意给定的

消点序π:V→[n],由第２节提出的算法Fill(G,π)皆可生成

一个图G＋
π ,使得π是G＋

π 的一个完美消点序.此外,图G＋
π

还是一个弦图.

从而,依据π可以构造G＋
π 的一个树分解,并能精确得到

G＋
π 的树宽度.以G＋

π 的一个树分解为原始图G 的树分解,

并由此得到图G的树宽度的上界.

本节给出了一个最小度、最小填边数优先排序的贪心算

法,如算法１所示,以产生图G 的一个消点序,进一步构造图

G的一个树分解.

算法１　GreedyMinDegree(G)
输入:无向连通图 G＝(V,E),V＝{v１,,vn}

输出:消点序π:V→[n](双射)

１．初始化:G０←G,V０←V,E０←E;

２．i＝０;

３．Whilei＜ndo

４．求出 Gi＝(Vi,Ei)中度数最小的结点集 MVi(可能不止一个最小度

结点);

５．在 MVi中找一个结点v,使得(在图Gi中)邻接结点集 N(v)中的填

边数最少(即 N(v)两点之间无边相连的“结点对”数量最少);

６．消点运算

　６．１．定义:π(v)＝i＋１;

　６．２．删点:Vi＋１←Vi\{v},Ei←Ei\{(v,w):w∈N(v)};

　６．３．填边:Ei＋１←Ei∪Fi,Fi＝{(w,w′):w,w′∈N(v),(w,w′)∉

Ei};

　６．４．Gi＋１＝(Vi＋１,Ei＋１);

７．i←i＋１;

８．Enddo;

９．输出π.

可以看出:在算法１中,依次删去的点为π－１(１),,

π－１(n),依次填补的边集合为 F０,,Fn－１ (可能有空集出

现).它们关联的结点子集分别为π－１(１),,π－１(n)的邻接

结点集中的某个子集.

最后,令G′＝(V,E∪F),F＝F０∪F１∪∪Fn－１,从而

得到图G＝(V,E)的三角剖分.

定理３　设G＝(V,E)为一个图,n＝|V|,则有:

(１)收集算法１中新增边集合产生的图G′＝(V,E∪F)

形成图G的一个三角剖分图,其中F＝F０∪F１∪∪Fn－１.

(２)利用算法１输出的消点序π,填充算法得到图:G＋
π ＝

Fill(G,π)＝G′.

推论１　设G＝(V,E)为一个图,Δ(G)是图G 的最大结
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点度数,则G的树分解宽度tw(G)≤Δ(G).

算法１给出了消点序的一个构造方法,定义π＝GreedyＧ

MinDegree(G),进一步依据π设计出一般图的树分解算法,

如算法２所示.

算法２　MinDegreeTreeDecomposition(G)
输入:无向连通图 G＝(V,E)

输出:G的一个树分解({Xi:i∈I},T＝(I,F))

第１阶段:基础树分解({Xi:i∈I０},T０＝(I０,F０))

１．调用生成消点序:π←GreedyMinDegree(G),设 V＝{π－１(１),,

π－１(n)}＝{v１,,vn};

２．产生一个结点集合序列(包序列)X１,,Xn:

X１＝NG[v１]＝NG(v１)∪{v１};

X２＝NGe(v１
)
(v２)∪{v２};

　

Xk＝NGe(v１
,,vk－１

)
(vk)∪{vk};

　

Xn＝{vn};

其中,Ge(v１
,,vk－１

)表示依次从 G中消去v１,,vk－１产生的图.

３．分解树的结点标号集:I０＝{１,,n};

４．分解树的边集合:F０＝{(１,j１),,(n－１,jn－１)};jk＝min{k′:(vk,

vk′)∈E(Ge(v１
,,vk－１

))},k＝１,２,n－１;E(Ge(v１
,,vk－１

))表示图

Ge(v１
,,vk－１

)的边集合.

第２阶段:相邻包合并

１．令I←I０;F←F０;

２．重复如下操作,直到不出现一个包是另一个包的真子集:

如果有一对i≠j,Xi⊂Xj,并且不存在k,使得k≠i,j,Xi⊂Xk⊂Xj,

则:

２．１．删去 Xi包;

２．２．删去标号i及关联i的边,并将原来连i的点改为连j,即:

I←I\{i};F←(F\{(i,k):(i,k)∈F})∪{(j,k):(i,k)∈F};

３．输出:({Xi:i∈I},T＝(I,F)).

由于真包含的包的上升序列存在于T 的一条路径上,实

际合并时可以采用如下操作:

(１)将极大严格上升的包序列上的包合并到极大包X,单

点下标合并成一个下标子集,并取其中最大标记作为新标记,

对应标识该极大包X;

(２)两个新标记之间有边相连,当且仅当对应的两个原始

标记子集中有一对标记在T０ 中有边.

图２给出了无向图G＝(V,E)的一个示例.

图２　无向图G＝(V,E)

Fig．２　UndirectedgraphG＝(V,E)

根据上述算法对图２所示无向图进行树分解,具体分解

过程如下.

(１)利用算法１求消点序π,消点过程如图３所示.

图３　求解图G＝(V,E)的消点序的过程

Fig．３　ProcessofsolvingeliminationorderofgraphG＝(V,E)

(２)反向递归生成结点包序列以及分解树,其中各结点包

的构成如下:

X８＝{f},X７＝{b,f},X６＝{a,b,f},X５＝{e,a,f},X４＝

{d,a,e},X３＝{h,e},X２＝{g,e,h},X１＝{c,b}

结点包的连接方式如图４所示.

图４　图G＝(V,E)的结点包序列

Fig．４　NodepackagesequenceofgraphG＝(V,E)

(３)对部分结点包进行合并操作:

X８⊂X７⊂X６＝{a,b,f},８＝max{６,７,８}

X３⊂X２＝{g,e,h},３＝max{２,３}

X５＝{e,a,f},X４＝{d,a,e},X１＝{c,b}

I＝{１,３,４,５,８}

合并相应包序列后,对应的分解树如图５所示.

图５　图G＝(V,E)的一棵分解树

Fig．５　DecompositiontreeofgraphG＝(V,E)

(４)消点序及弦图

消点序:π＝
a b c d e f g h

６ ７ １ ４ ５ ８ ２ ３
æ

è
ç

ö

ø
÷;

弦图:G＋
π ＝(V,E∪F),F＝{(a,f)}.

消点序π是图G＋
π 的一个完美消点序,图６给出了图G

的弦图G＋
π .
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图６　图G＝(V,E)的弦图

Fig．６　ChordalgraphofgraphG＝(V,E)

４　二分图的树分解算法

设G＝(X∪C,E)为一个二分图,对于c∈C,记 N(c)为

结点c在图中的邻接结点集.对于C的一个非空子集C′,假

定C′
－

＝C－C′非 空,并 记 N (C′)＝ ∪
c∈C′

N (c)＝ {x∈X:

(∃c∈C′)[(x,c)∈E]}.非空子集C′及非空补集C′
－

＝C－

C′,形成C的一个划分.

考虑两个二分子图 GC′＝(XC′ ∪C′,EC′),GC′
－ ＝(XC′

－ ∪

C′
－
,EC′

－ ),其中XC′＝N(C′),XC′
－ ＝N(C′

－
).

在结点集X 中,定义公共邻接结点集为XC′∩C′
－ ＝N(C′)∩

N(C′
－
).

在算法３所示的递归分解算法中,每次对C进行划分,即

表示在当前二分图G＝(X∪C,E)中找一个C′,使得|N(C′)∩

N(C′
－
)|最小.递归算法的边界条件为:|N(C)|≤１or|N

(X)|≤１.

算法３　TreeDecompositionBigraph(G)
输入:一个二分图 G＝(X∪C,E)

输出:分解树 TG,以及一个正整数dG(即树宽)

１．如果|N(C)|≤１or|N(X)|≤１,则G是一棵树,对其进行平凡分解

得到分 解 树 TG,并 输 出 dG ＝１;然 后 终 止 (记 TG 的 根 节 点 为

rootG).

２．否则,在二分图 G＝(X∪C,E)中找一个 C′＝C∗ ,使得|N(C′)∩N

(C′
－
)|最小.

２．１．定义根节点:root:＝N(C′)∩N(C′
－
);

２．２．调用TreeDecompositionBigraph(XC′∪C′,EC′),返回TG１
,dG１

,

rootG１
;

２．３．调 用 TreeDecompositionBigraph(XC′
－ ∪C′

－
,EC′

－ ),返 回 TG２
,

dG２
,rootG２

;

３．输出:

TG:rootG１
和rootG２

作为rootG 的两个儿子节点;

dG＝max{dG１
,dG２

,d－１},其中d＝|N(C′)∩N(C′
－
)|.

上述算法可以得到二分图的一个树分解,并且由树宽度

的定义可知,算法输出的正整数dG 是图的树宽度的一个

上界.

５　CNF公式因子图的树宽与公式来求解难度的分析

如果一个CNF公式的因子图是一棵树,则称该公式为树

公式.树公式有许多良好性质:树公式的可满足性问题可以

在多项式时间内求解;树公式作为警示传播算法的输入公式,

算法是收敛的.由于树公式的因子图是树,因此树宽度为１,

我们试图寻找因子图的树宽度与 CNF公式来求解难易程度

之间的关系.

本节基于前文所提出的二分图的树分解算法,通过实验

来探究CNF公式因子图的树宽度与其求解难度的关系.模

型G(n,３,m)按如下方式生成随机３ＧSAT实例:１)随机均匀

地从所有可能的子句(这样的子句共有２３ n
３

æ

è
ç

ö

ø
÷个)中选择m

(m＝αn)个子句;２)选出的m 个子句以合取方式连接.其中,

n表示变元数,m 表示子句数,３为子句长度.本文取两组子

句约束密度、变元规模不同的数据进行数值实验分析,分别取

子句约束密度α＝２,２．５,３,３．５,变元分别为n＝１００,３００,

５００.图中每个数据点由模型G(n,３,m)生成的１００个随机实

例构成.

在第１组生成的随机实例中,子句约束密度α分别取２,

２．５,３,３．５,变元n∈[２０,５００],实例公式因子图的树宽上界

和公式求解时间随公式子句约束密度α取值的变化趋势如

图７所示.

(a)子句约束密度α＝２ (b)子句约束密度α＝２．５

(c)子句约束密度α＝３ (d)子句约束密度α＝３．５

图７　公式因子图的树宽与求解时间之间的变化关系

Fig．７　Changingrelationshipbetweentreewidthofformulafactor

graphandsolvingtime

图７中４个子图分别描述了当子句约束密度α＝２,α＝
２．５,α＝３和α＝３．５时,实例公式因子图的树宽上界与公式

求解时间之间的关系变化趋势,其中纵坐标为公式因子图的

树宽tw(G),横坐标为实例公式求解时间time,属性值即变元

n的取值介于２０~５００之间,并以２０的幅度递增.从图中可

以看出,在子句约束密度一定的情况下,公式因子图的树宽

tw(G)随公式求解时间的增加而增加;在变元数量一定的情

况下,随着子句约束密度的增大,公式的求解时间明显增加,

但公式因子图的树宽上界仍在一定范围内变化.

在第２组数据中,变元n分别取n＝１００,３００,５００,子句约

束密度α∈[１,３．８],随机３ＧSAT实例公式因子图的树宽上界

公式求解时间随子句约束密度α的变化情形如图８所示.图

８(a)描述了实例公式因子图的树宽上界随子句约束密度α变

化的变化趋势,其中纵坐标为树宽tw(G),横坐标为子句约束

密度α,变元n分别取n＝１００,n＝３００,n＝５００.图８(b)描述

了实例公式的求解时间随子句约束密度α变化的变化趋势,
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其中纵坐标为求解时间time,横坐标为子句约束密度α,变元

n分别取n＝１００,n＝３００,n＝５００.从图８可以看出:当α≤
３．５时,公式因子图的树宽上界随着子句约束密度α的增大

而逐渐增加,且公式的求解时间较短;当３．５＜α＜３．８时,公
式的求解时间突然增加,但公式因子图的树宽上界仍处于缓

慢增长状态.

(a)公式因子图的树宽随子句约束密

度的变化趋势

(b)公式求解时间随子句约束密度的

变化趋势

图８　树宽和求解时间随子句约束密度α的变化情形

Fig．８　Trendofchangesintreewidthandsolvingtimewith

clauseconstraintdensityα

通过以上两组实验结果可得出:在模型G(n,３m)生成的

随机３ＧSAT实例中,当变元规模一定时,随着子句约束密度

α＝m/n的增加,实例公式的求解难度增加,但公式因子图的

树宽上界仍在一定范围内缓慢增长,即使在随机３ＧSAT实例

的难解区域,其树宽大小也远小于实例公式的变元规模.这

为我们进一步探究难解实例的结构信息奠定了一定的实验

基础.

进一步,在相变点前的有解区域,使用模型G(n,３m)生
成不同类型、不同规模的实例,利用不同的树分解算法求解

３ＧCNF公式的因子图的树宽,以更加充分地验证本文算法的

优越性.表１列出了４种算法在不同３ＧSAT实例中的平均

树宽和平均执行时间.表１中,每一组生成１００个随机实例,

maxＧcardinality表示利用最大势搜素算法进行树分解,minＧ
degree表示最小度算法,minＧfill表示最小填边数算法.由表

１的实验结果可知,基于 minＧfill算法求解的平均树宽均优于

maxＧcardinality算法和 minＧdegree算法求解的平均树宽,而
本文提出的二分图树分解算法求解的平均树宽又优于 minＧ
fill算法求解的平均树宽.

表１　不同树分解算法求解的树宽及执行时间的比较

Table１　Comparisonoftreewidthssolvedwithdifferenttreedecompositionalgorithmsandruntime

G(n,３,m) tw(G)

maxＧcardinality minＧdegree minＧfill 本文

t/s
maxＧcardinality minＧdegree minＧfill 本文

G(５０,３,１００) ４２ ２８ ２６ ２５ ０．３２ ０．３７ ０．４２ ０．３４
G(１００,３,２００) ８２ ５０ ４８ ４６ ０．３５ ０．３８ ０．７０ ０．９０
G(１５０,３,３００) １１５ ７４ ７２ ７１ ０．４４ ０．７４ ０．８７ １．７３
G(２００,３,４００) １５４ ９９ ９５ ９４ ０．６１ ０．８９ １．４６ ２．０８
G(５０,３,１２５) ４８ ２９ ２８ ２６ ０．３６ ０．４５ ０．４６ ０．４１
G(１００,３,２５０) ９３ ５６ ５４ ５２ ０．６４ ０．５３ ０．７３ １．３６
G(１５０,３,３７５) １３５ ８４ ８２ ７９ ０．７１ ０．７０ １．１８ ２．２６
G(２００,３,５００) １７８ １１３ １１０ １０８ ０．８７ ０．７６ ２．０３ ３．１７
G(５０,３,１５０) ５２ ３１ ３１ ３０ ０．９９ ０．４０ ０．５４ ０．５４
G(１００,３,３００) １０２ ６７ ５９ ５７ ０．５３ ０．４８ ０．９１ １．４５
G(１５０,３,４５０) １４８ ９２ ９０ ８９ ０．７９ ０．８３ １．２３ ２．７６
G(２００,３,６００) １９６ １２２ １１９ １１８ １．２５ ０．９６ ２．３５ ３．１６
G(５０,３,１７５) ５５ ３７ ３３ ３１ １．０７ ０．６１ １．１４ ０．４８
G(１００,３,３５０) １０８ ７６ ７８ ７９ ２．１５ １．３６ ２．４０ １．４１
G(１５０,３,４５０) １５９ １０７ ９７ ９３ ２．３１ １．３０ ２．８７ ３．４３
G(２００,３,７００) ２０７ １３５ １２９ １２５ ３．２３ １．３０ ３．８４ ４．６９

　　结束语　本文研究了无向图G＝(V,E)的树分解算法,

给出了一种二分图树分解算法.基于此算法,可以求解出二

分图的树宽度的上界.由于 CNF公式的因子图对应一个二

分图G＝(V∪C,E),树公式的因子图树宽为１,并且树公式

属于易解公式类,因此联想到当公式因子图的树宽受限并且

不是很大时,公式的可满足性求解是容易的,进而将此算法应

用于CNF公式所对应的因子图来探究难解实例与公式树宽

的结构关系.实验结果表明,即使在随机３ＧSAT 实例的难解

区域内,实例公式对应的因子图的树宽上界也远小于公式的

变元规模,这为我们研究难解实例的难解特征提供了一种视

角.此外,因子图的分解树中度数较大的树节点和与之相邻

的树节点中所包含的结点信息也反映了公式中存在的某些中

心变元.对这些中心变元的消解也可为其他启发式求解算法

判定公式的可满足性提供借鉴.

进一步,利用不同的树分解算法求解由模型G(n,３,m)

生成的实例的树宽.实验结果表明,与其他树分解算法相比,

本文提出的算法能得到较优的树宽.

下一步,将从理论上研究限定树宽的CNF公式与其求解

难度的关系,并从理论上证明,当公式的树宽度很小(如不超

过２)时,公式的可满足性问题求解是容易的.
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