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带有一刀切约束的二维非规则装箱算法
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摘　要　针对切割下料领域的二维非规则一刀切装箱问题,首先给出了最小移动距离的定义,然后给出了一种基于最大移动距

离的启发式算法.该算法通过计算一个凸多边形滑动至另一个凸多边形内部所允许的最大移动距离,对待排件的摆放位置进

行一次性定位,避免使用传统的 NFP(NotＧFitＧPolygon)预判交方法,极大地缩短了排样的整体时间,最后使用模拟退火算法对

下料流程进行了优化,改善了排样结果.
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Abstract　AimingatthetwoＧdimensionalirregularpackingproblemwithguillotineconstraintinthecuttingfield,thedefinitionof

minimummovingdistanceisgivenfirstly,andaheuristicalgorithmbasedonmaximum movingdistanceisproposed．ThealgoＧ

rithmcalculatesthemaximummovingdistanceneededforaconvexpolygontoslideintotheinteriorofanotherconvexpolygon．

ThedisposablepositioningofthelayoutpositionavoidsusingthetraditionalNFPintersectionmethod,andsimulatedannealing

algorithmisusedtooptimizethepackingprocess,whichgreatlyreducestheoveralltimeconsumptionoflayoutandmeetsthe

highrequirementsonlayoutresults．
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１　引言

不规则件的切割、包装问题广泛存在于玻璃切割、集成电

路设计、报刊排版、衣料裁剪等工业生产领域.在生产过程

中,由于玻璃等物品的固有物理特性,其切割过程与布料、皮

料、金属等切割过程不同,需要在切割的过程中满足一刀切的

条件(GuillotineConstraint).在排样问题本身就已属于 NPC
问题的前提下,实现一刀切的约束条件会更为困难.

带有一刀切约束的二维非规则装箱问题由 Han等于

２０１３年提出[１],在玻璃等大规模切割工业中被广泛应用,属

于 NPC问题.针对不规则凸多边形问题的解法中,由于一刀

切约束的特殊性,较为通用的处理方法是先采用包络矩形

(EnvelopeRectangle)这个方法,再对矩形件排样,最后反推

还原得到解集.有学者尝试通过不规则多边形的组合搭

配(Pair),结合上述步骤来求解,从而形成了“二步法”[２].

但是,此方法针对的是更多不规则多边形的组合,实现一

刀切的约束会更为困难.

带有一刀切约束的装箱二维非规则装箱问题可描述为:

将若干个凸多边形(待排项)I摆放至宽度为W、高度为 H 的

大矩形(箱子)内,要求所使用的箱子个数最少,同时满足:

１)对于任意的已排件I和J,当I不等于J 时,有I∩J＝Ø;

２)排样结束后,每一个I从所在箱子中进行切割分离时,须满

足一刀切条件,即在切割刀线须从一边开始,经直线到对边处

结束;３)算法为离线算法,即在对I进行摆放的过程中,其他

待排项的相关信息均已知.表１列出了本文中常用的符号集

及意义.

表１　符号集

Table１　Symbolset

符号 说明

W,H 初始箱子的宽度和高度

Ij 待排项序列中的第j项

２IGＧBPT 二维非规则一刀切二叉排样树



因此,本文的主要工作将分为两个方面:１)不使用不规则

多边形的包络组合(MergeEnvelopeofIrregular,MER)方法,
而是直接对不规则多边形进行下料,并在一刀切约束下实现

对不规则多边形的快速排样;２)根据相关研究,在排样过程中

显式地进行不规则多边形件间的判交是非常耗时的[３Ｇ５],因此

本文将摒弃传统的 NFP多边形判交,通过凸多边形间最大移

动距离、正向边、方向边的概念来进行动态监测,尽可能地缩

短算法运行时间,并在此基础上改善排样结果.

２　凸Ｇ凸条件下,由外至内的最大移动距离

２．１　基本定义

在摆放待排件的过程中,主流的判交算法是在 NFP多边

形判交的基础上进行的[６Ｇ８].图１给出了两个多边形 Pi 和

Pj 形成 NFP多边形的过程.NFP多边形是指,将Pj 的某点

与Pi 重合,并围绕Pi 一周所形成的重叠区域.该方法存在

的问题是:算法复杂度高[９],待排项轮廓复杂从而导致在实际

工程应用过程中生成所有 NFP多边形组合会消耗大量的时

间等.

图１　NFP多边形示意图

Fig．１　ExamplediagramofNFPpolygon

为了解决这一问题,本文根据凸多边形之间的关系,给出

了一种基于最大移动距离的启发式求解算法.此处所阐述的

最大移动距离是:将待排件Ij 放到起始位置,以某指向待排

区域的射线为滑轨,然后计算其沿滑动轨道滑到待排区域,但
不滑出待排区域 的 最 大 移 动 距 离 (Maximum MovingDisＧ
tance),该距离即为两多边形之间的最大移动距离.

如图２所示,为方便描述,因此将其简记为 MMD.

图２　最大移动距离

Fig．２　Maximummovingdistance

为方便计算,本文约定:对于每一个将进行下料操作的箱

子,其左下角顶点与二维直角坐标系的(０,０)坐标点重合.
定义１(滑轨)　对于多边形A 和多边形B,B 固定,A 在

不旋转的前提下,沿着某一条有向射线L 向B 内保持滑动,
则称L为A 滑到B 内部的滑轨.

定义２(凸条件下的正向边、反向边和无向边)　如图３
所示,右侧多边形中如果有某条有向边从L 的左侧通往L 的

右侧,则称该边为基于滑轨L 的正向边;若有向边从L 的右

侧通往L 的左侧,则该边为反向边;如果该有向边与L平行,
则称其为在L条件下的无向边.图３中,虚线为左侧待排件

相对于滑轨移动时的反向边,实线为左侧待排件相对于滑轨

移动时的正向边.

图３　正、反向边

Fig．３　Positiveandnegativeslide

定义３(在L条件下点A 和点B 之间的距离LAB )　由

A,B两点分别向L 做垂线,与L分别交于A′和B′,则定义A′
和B′两点间的几何长度为在L 条件下点A 和点B 的距离.

定义４(在L条件下多边形的宽度LP)　Lp＝max{LAB},
其中A 和B 为P 的任意两个顶点.

结论:在简单凸多边形条件下,如果在L 滑轨的基础上,
正接触点与反接触点的距离大于或等于Lp,则凸多边形A 可

以放置到凸多边形B内,且凸多边形A 移动到凸多边形B 内

的距离与正接触点沿滑轨L运动到反接触点的距离相等.

２．２　基于最大移动距离的定位算法

计算移动待排件距离的具体步骤如算法１所示.
算法１　 计 算 移 动 待 排 件 距 离 CalMovingDistance(Area,

Item)
Input:待排区域 Area,待排项Item

Output:最大移动距离 Distance

Begin:

计算Item沿滑轨方向L的长度Lp;

ForprangeItem:{

　将 Area的每条边li依次视为滑轨;

　以顶点p所在起始边为基准,将Item旋转到与滑轨重合;

　判断是否可交,若不可交,continue;

　判断交点所在边是正向边还是反向边,然后计算移动距离并记录;

}

对比每组结果,计算点p至正、反向距离的差值,并将其与Lp 进行对比;

在所有结果中,选择最大移动距离作为 Distance;

ReturnDistance;

End

３　凸Ｇ凸条件下由外至内的最大移动距离

３．１　基于最大移动距离的定位算法

在基于最大移动距离的排样过程中,构建合理有效的结

构化描述,可以极大地降低排样过程中的计算量.本文构造

了用于非规则一刀切装箱问题的二叉排样树.
首先,构 造 排 样 树 的 节 点 结 构 为:(Polygon,pLeft,

pRight).其中,Polygon为当前节点对应的多边形,该多边

形用数组 的 方 式 进 行 坐 标 描 述;pLeft为 左 子 节 点 指 针;

pRight为右子节点指针.二叉排样树与切割过程如图４所示.

(a) (b)

图４　排样树示意图

Fig．４　Examplediagramofpackingtree
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在依次对待排项进行摆放和切割的过程中,会不断形成

图４(a)所示的排样图,同时也分解出了图４(b)所示的二叉排

样树.显然,通过该排样树的结构化描述,在新增排样项时,
通过二叉树的性质进行二分查找,可以快速找到其匹配的位

置并对其进行排列.该过程的时间复杂度为 O(logn).
结论:该排样树的每一个右子节点所对应的区域均为可

摆放区域,而左侧叶子节点均为已排项.

３．２　子树生成算法

当待排件I被摆放至空白区域B 后,先依次对I的所有

边进行切割,不断地构成子二叉排样树;然后在每轮切割结果

中选择最优结果作为本轮切割的解,从而生成新的待排区域;
最后再对未切割的边继续进行切割,具体过程如算法２所示.

算法２　BuildChildTree(Root,Item)

Input:排样树根结点 Root,待排项Item

Output:切割后的排样树根节点 Root

Begin:

ForLrangeItem {

　将L与Root所在的区域进行对比,若与Root中某边重合,continue;

　将当前边作为切割边,计算与 Root所在区域的交点;

　生成新的待排区域,并记录其大小

}

对比所有切割情况,选择出不包含Item 且面积最大的解作为切割

方案;

将包含Item的区域作为根的左子节点,剩余区域作为右子节点,分别

插入 Root;

继续对未切割的边进行切割;

ReturnRoot;

End

３．３　待排项I摆放算法

通过上述描述可知,待排件间移动距离的方法及待排件

摆放后对待排区域的切割方式已确定,当有一个待排件I需

要被摆放时,可通过算法３计算当前待排件的实际摆放位置.

在算法执行过程中,考虑多边形形状导致的不可摆放因素,会
对多边形进行多次的旋转、翻折等几何操作,并在确定可摆放

的初始位置后,对待排项I进行二次移动,使待排件尽量“贴
合”待排箱的左下角,以减少占用的空间.图５给出了摆放算

法的实际执行过程.

算法３　摆放算法PackingAlgorithm(L,Item,Times)

Input:滑轨L,待排项Item,最大旋转次数 Times

Output:待排项Item的摆放位置position

Begin:

Forn＜Times{

　　ForsliderangeItem{

　　通过旋转,使边slide与滑轨L贴合;

　　CalMovingDistance(),计算出沿滑轨的最大移动距离;

　　If可摆放 {

　　进行二次移动,尽可能向待排区域的左下角移动;

　BuildChildTree(),切割当前区域并记录;

　}

　Elsecontinue;

　}

　若都不可放入,对当前多边形进行翻折操作,重复上述步骤;

}

旋转多边形,重复上述步骤,记录每次旋转中摆放区域的大小等数据;

在所有旋转方案中选择待排区域最优的解作为摆放位置position;

Returnposition;

End

(a) (b)

(c) (d)

图５　下料过程示意图

Fig．５　Schematicdiagramofpackingprocess

３．４　基于模拟退火算法的最优解搜索

根据上文的描述,本文使用基于凸多边形间的最大移动

距离算法来动态计算下料过程中多边形间的可移动距离,避

免了使用传统的 NFP多边形进行多边形判交;同时使用启发

式算法对下料流程进行控制.

由于排料过程受初始解的影响较大,为了尽可能逼近全

局最优解,本文将基于模拟退火算法的思想来提升初始解的

排样质量.通过增加部分时间消耗,在上文启发式算法结果

的基础上,以启发式算法完成下料后的箱子使用数及空间利

用率为初始解,通过模拟退火算法尝试搜索空间最优解[１０].

模拟退 火 算 法 (Simulated Annealing,SA)的 思 想 是 由

Metropolis等[１１]提出的.本文将每轮下料过程中切割后的待

排域大小作为目标函数值T 来进行模拟,即针对下料过程中

每轮排料的件进行判断,并进行“降温”,从而实现对解空间的

搜索.

SACheck算法的具体流程如算法４所示.将启发式算法

的结果作为初始温度和初始解,通过变化下料顺序来调整温

度E,从而达到搜索最优解的目的.

算法４　SACheck(Item,Polygons,Area)

Input:待排项Item,待排项集合Polygons,当前待排区域 Area

Output:最终待排项Item

Begin:

以Item的解为初始温度和初始解,根据 Area计算温度增量E;

在Polygons中随机选择一个待排件作为接下来下料的部件,判断排

料完成后的排样率是否满足E要求,若满足,则接受最优解并退出;

若充分搜索后仍无待排项的下料结果可满足温度增量 E的要求,则

对E进行温度衰减;

求出当前 Area的最优解ItemBest;

ReturnItemBest;

End

带有一刀切约束的二维非规则排样算法的流程如图６
所示.

４１２ ComputerScience 计算机科学 Vol．４７,No．５,May２０２０



图６　装箱过程示意图

Fig．６　Schematicdiagramofbinpackingprocess

１)http://paginas．fe．up．pt/esicup/tikiＧindex．php

４　数值实验

本文算法的测试平台为:G３２５０３．２０GHzCPU,１６GB内存,

６４位 Windows７SP１操作系统,Golang编程语言.由于一刀切

不规则排样问题具有独特的应用性,选择来自英国 Country
Glass工厂２００９年的实际订单需求数据作为对比测试数据１),

其中的４组数据来自订单数据,另外４组由工业数据生成.

所有待排件的个数介于４０至１４９之间.该数据集中,箱
子的大小设定为长２２５０cm,宽３２１０cm.

表２列出了在使用相同测试数据源、应用 BL算法的基

础上,分别使用 NFP多边形判交和通过最大移动距离判交的

两种算法,从开始下料到排样完成所需的耗时对比.

表２　不同判交方式的时间消耗

Table２　Timeconsumptionofdifferenthandingways
(单位:s)

测试案例 TNFP TMMD

J４０ ０．７３ ０．０３
J５０ １．０９ ０．０４
J６０ １．４０ ０．０６
J７０ ２．０１ ０．１２
H８０ ２．４６ ０．１５
H１００ ４．１１ ０．２９
H１２０ ５．７４ ０．３８
H１４９ ８．７４ ０．６４

表２中,TNFP表示使用 NFP判交后每组算法排样完成所

需的时间,TMMD表示通过凸多边形间最大移动距离的计算到

下料完成的耗时.每组算法的时间为运行１０次后计算得到

的平均值,精确到小数点后两位.
通过表２可知,NFP多边形判交的特性,使得预处理阶段

需要对N 个不规则多边形依次求解 NFP多边形,因此需要求

解N２ 个NFP多边形,综合时间复杂度为O(N４).而本文通过

二叉排样树搜索,实现了将下料过程转化为凸多边形间两两判

断的过程,综合时间复杂度为 O(N２logn).因此,基于多边形

间最大移动距离的判断方式有效减少了算法的时间消耗.
表３列出了在上述相同数据集下,本文算法与已有相关

算法的下料结果对比.其中,CAbest为理论推算所需的算法下

界,２S意为两步构造.首先,使用 Haims的方法[１２]将N 个多

边形两两组合,再将组合后的结果依次嵌入该组合的最小外接

矩形中,并采用文献[１３]中的方法进行矩形排样.１SＧ０．９４Ｇ５
及１SＧ０．９７Ｇ３是来自文献[１]中的较好数据,数字３和５分别

代表加权值,０．９７和０．９４分别代表不规则多边形的适应度;

CA１及CA１ＧPhＧimp是来自最新的启发式多边形组合构造算

法[１４]中的排样结果.以上对比结果数据来自文献[１５]中各个

经典算法,已覆盖文献中对比结果,本文此处不再赘述.

表３　测试结果的对比

Table３　Comparisonofexperimentdataset
(单位:pcs)

测试案例 CAbest２S １SＧ０．９４Ｇ５ １SＧ０．９７Ｇ３ CA１ CA１Ｇ２phＧimp 本文结果

J４０ ７ ８ ８ ８ ８ ７ ８
J５０ ９ １０ １１ １０ １０ ９ １０
J６０ １０ １１ １１ １１ １１ １０ １１
J７０ １２ １２ １３ １３ １２ １２ １２
H８０ １０ １０ １０ １０ １０ １０ １０
H１００ １６ １７ １７ １７ １６ １６ １７
H１２０ １６ １７ １７ １７ １６ １６ １６
H１４９ ２２ ２３ ２３ ２３ ２２ ２２ ２３

表４列出了相同数据集下不同构造算法的时间消耗.本

文在启发式排样算法下料完成的基础上,进一步利用模拟退

火的方法,使数据结果逼近理论下界值;同时,由于避免了大

量的预处理过程,相比目前主流的通过预处理阶段后再进行

排样的算法,算法的时间消耗有了显著减少,从而证明了避免

NFP 预处理进行排样的做法是有效的.

表４　算法消耗时间的对比

Table４　Algorithmstimecomparison
(单位:s)

测试案例 CAbest２S １SＧ０．９４Ｇ５ １SＧ０．９７Ｇ３ CA１ CA１Ｇ２PhＧimp 本文结果

J４０ １４ ＞３６０° １１０ ４７ １４ １６８ ２．２１
J５０ １８ ＞３６０° １３０ ７４ １８ ３４４ ３．３０
J６０ ３２ ＞３６０° １７０ ６０ ３２ ２０４ ３．３２
J７０ ６２ ＞３６０° ２００ ９８ ６２ ７０３ ４．４０
J８０ １５５＞３６０° ４０５ １８７ １５５ １２７５ ６．６０
J１００ １２４＞３６０° ７００ ２１０ １２４ １４１２ ７．５８
J１２０ ３２６＞３６０° ７１４ ２４７ ３２６ ２４０６ １０．１０
J１４９ ６２４＞３６０° ９４７ ３８９ ６２４ ３３１４ １１．２８

实验数据对比结果如图７、图８所示.本文算法的排样

示意结果如图９和图１０所示.

图７　算法使用箱子数目的对比

Fig．７　Comparingnumberofboxesusedinalgorithm
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图８　算法消耗时间的对比

Fig．８　Comparisonofalgorithmictimeconsumption

图９　H１２０下料结果图

Fig．９　PackingresultofH１２０dataset

图１０　H１４９下料结果图

Fig．１０　PackingresultofH１４９dataset

结束语　本文提出了利用多边形间的最大移动距离定

位,将一个小的凸多边形通过滑轨滑至另一个凸多边形内部

的算法,构造了二叉排样树;在此基础上,实现了用于非规则

一刀切装箱问题的启发式算法,该算法大幅减少了时间消耗;

同时,通过模拟退火算法对下料流程进行了优化.实验结果

表明,该算法在玻璃、钢板切割等工程领域具有较高的实际应

用价值.
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