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摘　要　基于二维稀疏平面阵列的波达角(DirectionＧofＧarrival,DOA)估计问题在第五代移动通信大规模多输入多输出阵列的

应用中日益重要.无网格稀疏重构技术促进了 DOA估计问题的发展,原子范数理论则使得 DOA 估计的超分辨率得到进一步

的提高.文中研究了多个方向的频谱稀疏信号入射到二维稀疏阵列时的 DOA 估计问题.为了准确、成对地识别出所有入射

信号的仰角和方向角,提出了一种基于多个测量矢量(MultipleMeasurementVectors,MMV)的二维原子范数算法,并用半正定

规划进行求解.所提算法将二维 DOA估计问题中的压缩感知理论从单个测量矢量拓展到多个测量矢量,从而有效利用 MMV
的联合稀疏性.数值仿真结果表明,随着 MMV矢量的增长,可识别的信源个数增加,稀疏阵列中物理传感器所占比例降低到

３０％,DOA估计误差也显著降低,并且在信噪比增大时,所提算法能够取得很好的收敛效果.
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Abstract　DirectionＧofＧarrival(DOA)estimationbasedontwoＧdimensionalplanarsparsearrayisincreasinglyimportantinthe

applicationofmassiveMIMOarraysof５G．ThegridlesssparsereconstructiontechnologypromotesthedevelopmentofDOAestiＧ

mationresearch,andthesuperＧresolutionofDOAestimationmethodshasbeenadvancedwiththeatomicnormtheory．InthispaＧ

per,DOAestimationisstudiedwhenspectrallyＧsparsesignalsfrommultipledirectionsareincidentedonatwoＧdimensionalsparse

array．Inordertoaccuratelyidentifytheazimuthandelevationanglesofallincidentsignalsinpairs,atwoＧdimensionalatomic

normapproachbasedonmultiplemeasurementvectors(MMV)isproposed,andcanbesolvedbysemidefiniteprogramming．The

proposedalgorithmextendscompressivesensingoftwoＧdimensionalDOAestimationfromasinglemeasurementvectortomultiＧ

plemeasurementvectors,soastoeffectivelyusethejointsparsityofMMV．Numericalsimulationresultsshowthat,astheMMV

vectorgrows,thenumberofidentifiablesourcesincreases,theproportionofphysicalsensorsinthesparsearraydecreasesto

３０％,theDOAestimationerrordecreasessignificantly,andtheproposedalgorithmcanachieveagoodconvergenceeffectwhen

thesignalＧtoＧnoiseratioincreases．

Keywords　Atomicnormminimization,DirectionＧofＧarrival,Jointsparsity,Multiplemeasurementvectors,TwoＧdimensionalplanar

sparsearray
　

１　引言

大规模多输入多输出(MultipleＧInputMultipleＧOutput,

MIMO)阵列在通信方面具有显著优势,是第五代移动通信系

统(５G)的关键技术.大规模 MIMO 中不断增加的阵元数量

和天线阵列维数成为了制约其发展的关键因素.稀疏阵列可

以为 昂 贵 的 均 匀 矩 形 阵 列 (Uniform Rectangular Array,

URA)提供替代方案[１].稀疏阵列使用部分物理阵元,可以

获得与 URA相当的性能.目前已有一些有效的二维稀疏阵

列的配置方法,如边界阵列[２]、最小冗余阵列[３]和同心矩阵阵



列[１].针对不同形式的二维稀疏阵列,提出一种任意稀疏平

面阵列 DOA估计问题,准确地联合估计入射信号的仰角和

方位角至关重要.
过去几十年里,研究人员在 DOA 估计方面做出了很多

努力[４].有许多常见的经典方法用于估计一维和二维 DOA,

例如 多 信 号 分 类 算 法 (MutipleSignalClassification,MUＧ
SIC)[５]和旋转不变信号参数估计算法(EstimationofSingnal
ParameterbyRototionalInvariantTechniques,ESPRIT)[６].

然而,这些方法通常需要事先知道源的个数,且ESPRIT算法

只适用于均匀阵列.近年来,DOA估计中的稀疏信号表示和

压缩感知理论引起了广泛关注.基于稀疏表示的 DOA 估计

方法在模型阶未知、快拍数有限和高相关性源的情况下能获

得比传统方法更优越的性能.稀疏方法需要将 DOA 估计中

的连续方向域离散化为有限数量的网格点集.如果真实的

DOA正好位于某些网格点上,现有的稀疏表示算法则可以直

接应用于 DOA估计.实际上,有限的离散化会导致网格失

配,因此出现了偏离网格的稀疏表示算法.这些算法引入更

多需要估计的变量来解决网格失配问题,从而增加了算法的

复杂度,并且这类算法仍然需要离散化网格来完成稀疏估计.
无格点稀疏方法不需要对方向域进行离散化,可以通过更简

单的方式来完美解决网格失配问题.文献[７]首先引入了一

种典型的无格点稀疏方法:基于连续时间信号的原子范数理

论.在一定条件下,原子范数最小化(AtomicNorm MinimiＧ
zation,ANM)能够准确恢复频谱稀疏信号[８Ｇ１１].但是,现有

算法研究都只关注均匀线性阵列和稀疏线性阵列问题[１２Ｇ１４].

目前,DOA估计的研究主要集中在一维阵列、URA和特

定结构的二维稀疏阵列,对任意二维稀疏阵列的研究很少.
最近,文献[１５]将一维 ANM 方法扩展到二维频率估计问题.

ANM 能够处理随机选择的部分观测值,适用于任意稀疏平

面阵列.因此,我们提出利用二维 ANM 算法来估计任意大

规模 MIMO稀疏平面阵列的DOA.然而,二维ANM 算法处

理的是单快拍信号,波达角的估计误差相对较大,并且二维

ANM 算法要求稀疏平面阵列中的物理传感器个数所占比例

较高,这一限制使得该方法不能处理典型的稀疏阵列,如互质

阵列的波达角估计.为了降低所需物理阵元的比率,减小估

计误差,引入多测量矢量的概念并利用多信号快拍的组稀疏

性来改善性能,这样不仅能够降低估计误差和所需物理阵元

的比例,还能增加可识别的信源个数.

本文提出一种用于二维稀疏阵列的新型无格点 DOA 估

计算法,通过引入二维 ANM 算法来适应任意形状的稀疏阵

列.为了进一步减小稀疏阵列中所需物理阵元数的比例,降
低估计误差,提出一种基于 MMV联合稀疏性的二维 MMVＧ
ANM 算法.为了恢复均匀阵列的数据矩阵,理论上推导出

基于多快拍的原子范数最小化等价半正定规划公式(SemiＧ
DefiniteProgramming,SDP),并通过凸优化来求解[１６].根据

恢复出的多快拍二维均匀阵列的数据矩阵,采用 UnitaryESＧ
PRIT算法估计 DOA[１７].实验结果表明,所提算法适用于各

种不同的二维稀疏阵列,并能显著提高 DOA 估计的性能.

与现有方法相比,MMV模型的快拍数增加时,所提算法的稳

定性优势更加明显.
本文第２节描述二维 MMVDOA信号模型;第３节描述

二维 MMV模型的原子范数最小化问题和求解方法;第４节

通过数值实验验证所提算法的有效性;最后总结全文.

２　信号模型

考虑用广义矩形阵列(GeneralizedRectangularArray,

GRA)来表示任意稀疏平面阵列,从 URA中随机选择其物理

传感器.假设 URA 由 N×M 个具有半波长阵元间隔d＝

λ/２的阵元组成,则 URA传感器的索引集表示为J＝{１,􀆺,

N}×{１,􀆺,M},GRA 传感器的索引集用Ω 表示.显然,如

果 GRA代表 URA,那么Ω＝J;如果 GRA 代表二维稀疏阵

列,可看作“丢失”的传感器的 URA,那么Ω⊂J.对 GRA 中

丢失的传感器进行插值,可得到对应的具有半波长阵元间隔

的 URA.图１(a)给出了一个典型的稀疏阵列 CRA,其对应

的插值 URA如图１(b)所示.

(a) (b)

图１　稀疏阵列CRA及其插值 UR

Fig．１　SparsearrayCRAanditsinterpolationURA

假设远场中的源信号产生的电磁波入射到 GRA,如图２
所示,描述源信号位置的唯一参数是 DOA.

图２　二维稀疏阵列的信号模型

Fig．２　SignalmodeloftwoＧdimensionalsparsearray

远场窄带信号矢量表示为sl＝[s１,l,􀆺,sK,l]T,l＝１,􀆺,

L,其中l是快拍的索引号,L是快拍数,sk,l∈CC表示第k个源

信号的复数幅值.入射电磁波信号的波达角方向可以表示为

Θk＝(θk,ϕk),k＝１,􀆺,K,其中θk(０≤θk≤９０°)和ϕk(０≤ϕk≤

３６０°)分别表示仰角和方向角.设第一个传感器为参考零点,

第k个入射信号从第一个传感器传输到第(n,m)个传感器的

时间差为:

τn,m(Θk)＝１
C

[d(n－１)cosϕksinθk＋d(m－１)sinϕksinθk]

(１)

其中,C是光速[４].根据叠加原理得到 K 个源信号入射时的

无噪声均匀阵列输出的数据矩阵Xo
l,其中l表示快拍号.数

据矩阵由J索引,每个元素可以表示为:
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xo
n,m,l＝ １

NM
　∑

K

k＝１
sk,le

i２πλ
[d(n－１)cosϕksinθk＋d(m－１)sinϕksinθk] (２)

对于第k个信号,定义x和y 方向上的电子频率为:

fk＝(f１,k,f２,k)∈[－１/２,１/２]×[－１/２,１/２]

f１,k＝dcosϕksinθk/λ

f２,k＝dsinϕksinθk/λ

(３)

那么,第k个源信号在x 和y 方向的导向矢量分别为:

ax(f１,k)＝[１,ei２πf１,k ,􀆺,ei２π(N－１)f１,k ]T/ N

ay(f２,k)＝[１,ei２πf２,k ,􀆺,ei２π(M－１)f２,k ]T/ M

对于 K 个源信号,沿着 x 和y 方向的导向矩阵可用

Vandermonde矩阵 Ax ＝ [ax (f１,１),􀆺,ax (f１,K )]和 Ay ＝
[ay(f２,１),􀆺,ay(f２,K)]来表示[１１].因此,URA 的阵列导向

矩阵为:

A＝[c(f１),􀆺,c(fK)] (４)

其中,c(fk)＝c(f１,k,f２,k)∶＝ax(f１,k)⊗ay(f２,k)是二维导向

矢量,⊗表示 Kronecker积.阵列导向矩阵由阵列的物理结

构决定.

根据式(２),可以将二维数据矩阵Xo
l 写成如下形式:

Xo
l＝ １

NM

∑
K

k＝１
sk,l ∑

K

k＝１
sk,lei２πf２,k 􀆺 ∑

K

k＝１
sk,lei２π(M－１)f２,k

∑
K

k＝１
sk,lei２πf１,k ∑

K

k＝１
sk,lei２π(f１,k＋f２,k) 􀆺 ∑

K

k＝１
sk,lei２π[f１,k＋(M－１)f２,k]

⋮ ⋮ ⋮

∑
K

k＝１
sk,lei２π(N－１)f１,k ∑

K

k＝１
sk,lei２π[(N－１)f１,k＋f２,k] 􀆺 ∑

K

k＝１
sk,lei２π[(N－１)f１,k＋(M－１)f２,k]

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝AxDlAT
y

(５)

其中,Dl＝diag([s１,l,􀆺,sK,l])＝diag(sl).通过矢量化二维

数据矩阵xo
l＝vec((Xο

l)T)得到:

xo
l＝Asl＝∑

K

k＝１
sk,lc(fk),l＝１,􀆺,L (６)

其中,xo
l 是K 个复数矢量c(fk)的线性叠加,它是有限个fk

的稀疏和,因此是Θ 的稀疏表示.

将L个信号快拍堆叠在矩阵xο＝[xo
１,􀆺,xo

L]中,可以表

示为:

xο＝As (７)

其中,s＝[s１,􀆺,sL]∈CCK×L表示L 个不同时刻的源信号.

本文旨在基于 GRA传感器的观测值来估计入射信号的

DOA.给定的L个快拍观测值为Xο
Ω ＝[Xο

１Ω,􀆺,Xο
LΩ ],其中

数据矩阵Xο
lΩ 的索引集是Ω,矩阵xo

Ω＝[xo
１Ω,􀆺,xo

LΩ]的列表示

矢量化的数据矩阵Xο
lΩ .

３　二维 MMV模型的原子范数理论

３．１　原子范数

根据文献[８]中的一维原子范数理论,本节描述了二维

MMVDOA模型中的频谱稀疏信号的原子范数.为表示式

(７)中的数据矩阵,定义如下原子:

a′(f,b)∶＝c(f)bH∈CCNM×L (８)

其中,f∈[－１/２,１/２]×[－１/２,１/２],b∈CCL的范数‖b‖２＝

１.定义原子集 A为:

A＝{a′(f,b):f∈[－１/２,１/２]×[－１/２,１/２],‖b‖２＝

１} (９)

其中,A可被认为是由变量f和b索引的无限字典,它是信号

x的构建块.数据矩阵可以表示为xο＝∑
K

k＝１
cka′(fk,bk),是原

子集 A中K 个原子的组合,且K 是稀疏的.

假设L个矢量化的 URA 快拍组成的数据矩阵表示为

x∈CCNM×L,则其原子范数为:

‖x‖A＝inf
ck∈CC

{∑
k
|ck| x＝∑

k
cka′(fk,bk),a′(fk,bk)∈A}

(１０)

其中,ck 在复单位圆上独立同分布地均匀分布.式(１０)是文

献[１４]中最少原子个数定义‖x‖A,０的凸松弛.

‖x‖A,０＝inf
K

{x＝∑
K

k＝１
cka′(fk,bk),a′(fk,bk)∈A,ck∈CC}

(１１)

原子范数‖􀅰‖A中L＝１的情况与文献[１５]中单测量

矢量的原子范数是一致的.当L＞１时,可用联合稀疏性来

提高估计性能.

在无噪声的情况下,二维稀疏阵列的输出值是式(７)中

xο 的矩阵元素的子集.在部分观测值的限制条件下,恢复

URA传感器中未观测的元素,使用原子范数最小化公式.

x
∧
＝argmin

x
‖x‖A

s．t．xΩ＝xo
Ω

(１２)

定理１给出了所提算法能够精确恢复二维全数据矩阵的

条件.定理１是直接从文献[１５]中单个测量矢量情况下的二

维频率估计扩展而来的.

定理１　设Ω是均匀随机地从J 中选择的索引子集,且

Q＝max{M,N}.δ∈(０,１)是限制概率的一个小常数.假设

Δmin,１∶＝min
i≠j

|f１,i－f１,j|≥１．１９/ (N－１)/４ 和 Δmin,２∶＝

min
i≠j

|f２,i－f２,j|≥１．１９/ (M－１)/４ 是单位圆上的环绕距

离,则存在常数C＞０,使得:

|Ω|≥CLmax{log２ Q
δ

,KlogK
δlogQ

δ
} (１３)

其中,|􀅰|表示集合的元素个数,为式(１２)能以概率１－Lδ恢

复出xο 提供了充分条件.

从定理１可以看出,在适当的频率分隔条件下,当Ω 的

元素个数大于理论值下界时,很容易以高概率恢复出真实的

xο.

３．２　原子范数最小化

为求得式(１２)的最优解,提出以半正定规划来等价求解

MMV情况下的二维 ANM 问题.原子范数‖x‖A可通过以

下定理提供的SDP公式来计算.

首先使用双重 Toeplitz结构来定义增广矩阵[１５].给定

一个(２N－１)×(２M－１)的矩阵U＝[uxi,yj
],１≤xi≤２N－１,

１≤yj ≤２M －１.定 义 一 个 双 重 Toeplitz 矩 阵 S(U)∈

CCNM×NM ,它由 N×N 个来自U 的块矩阵Uxi
组成,方式如下:

３７２卢爱红,等:基于原子范数最小化的二维稀疏阵列波达角估计算法



S(U)＝

UxN UxN＋１
􀆺 Ux２N－１

UxN－１ UxN
􀆺 Ux２N－２

⋮ ⋮ ⋮

Ux１ Ux２
􀆺 UxN

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

(１４)

其中,每个块Uxi
(１≤xi≤２N－１)是根据U 的第xi 行定义的

M×M 大小的 Toeplitz矩阵得到的,方式如下:

Uxi ＝

uxiyM uxiyM＋１
􀆺 uxiy２M－１

uxiyM－１ uxiyM
􀆺 uxiy２M－２

⋮ ⋮ ⋮

uxiy１ uxiy２
􀆺 uxiyM

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

(１５)

由文献[１８]可知,假设双重 Toeplitz矩阵S(U)是一个半

正定矩阵,且rank(S(U))＝K＜min{N,M},那么S(U)存在

一个 Vandermonde分解S(U)＝VΣVH,其中V＝[c(f１),􀆺,

c(fK)],Σ＝diag([σ１,􀆺,σK}),且σi＞０,i＝１,􀆺,K.根据双

重 Toeplitz的 Vandermonde分解,可以证明原子范数最小化

式(１２)等价为定理２中的半正定规划.

定理２　考虑一个 N×M×L 的数据矩阵X,设xl＝

vec((Xl)T)∈CCNM×１,x＝[x１,􀆺,xL].假设双重 Toeplitz矩

阵S(U)有一个 Vandermonde分解,那么原子范数‖x‖A可以

等效地写成:

‖x‖A＝ inf
U∈CC

(２N－１)×(２M－１)
,W∈CCL×L

１
２tr(S(U))＋１

２tr(W){ }

s．t．
S(U) x
xH W[ ] ⪰０ (１６)

证明:用‖x‖T表示式(１６)右侧值.设x＝∑
K

k＝１
ckc(fk)bH

k ,

ck＝|ck|eiθk .令S(U)＝∑
k
|ck|c(fk)c(fk)H,W＝∑

K

k＝１
|ck|bkbH

k ,

那么有
S(U)x
xH W[ ] ＝∑

k
|ck|

c(fk)

bke－iθk

é

ë
êê

ù

û
úú c(fk)H bH

keiθk[ ] ⪰０,且

１
２tr(S(U))＋ １

２tr(W)＝∑
k
|ck|＝‖x‖A.因此‖x‖T≤

‖x‖A.

相反,假设有最优U 和W 满足
S(U) x
xH W[ ] ⪰０,且S(U)＝

VΣVH,Σ＝diag(σi),σi≥０,那么对于合适的矩阵C,x可以表

示为x＝VC.将CT 的列表示为ci.根据Schur补的条件,有

W－xHS(U)x⪰０,那么:

tr(W)≥tr(xHS(U)x)

　＝tr(CHVH(VH)－１ΣV－１VC)

　＝tr(ΣCHC)＝∑iσ－１
i ‖ci‖２

２ (１７)

因此:

１
２tr(S(U))＋１

２tr(W)

　＝１
２tr(Σ)＋１

２tr(W)

≥ tr(Σ)􀅰tr(W)

≥ (∑iσi)􀅰(∑iσ－１
i ‖ci‖２

２)

≥∑i‖ci‖２≥‖x‖A (１８)

式(１８)表明‖x‖T≥‖x‖A,因此‖x‖T＝‖x‖A.证毕.

根据定理２,式(１２)可以等价地写成如下半正定规划:

x
∧
＝argmin

x
　inf

U,W
{１
２tr(S(U))＋１

２tr(W)}

s．t．
S(U) x
xH W[ ] ⪰０

xΩ＝xo
Ω

(１９)

在恢复出多快拍均匀阵列观测值x
∧

之后,可以使用常规

方法如 UnitaryＧESPRIT算法来计算二维 DOA.

基于 MMV的二维 ANM 算法来估计 DOA,具体步骤如

算法１所示.

算法１　基于 MMV的二维原子范数最小化算法

输入:xo＝As,s＝[s１,􀆺,sL]∈CCK×L

输出:估计二维 DOA(θk,ϕk),k＝１,􀆺,K

１．建模表示多快拍稀疏阵列信号观测值xo;

２．对于无噪声信号,用式(１９)恢复多快拍均匀阵列信号xo 数据矩阵,

对于有噪声信号,用式(２３)恢复信号;

３．依 据 恢 复 的 多 快 拍 均 匀 阵 列 数 据 矩 阵 xo,用 经 典 的 UnitaryＧ

ESPRIT算法来估计 DOA.

４　实验

通过构建数值仿真实验来评估所提算法的性能,从 N×M
的 URA中随机选择物理传感器子集来生成稀疏阵列.假设

远场窄带源信号入射到阵列中时,振幅和初始相位是随机变

化的.使用二维 DOA估计的均方根误差(RootMeanSquare
Error,RMSE)作为价值函数,定义为:

RMSE＝
１
T

１
K ∑

T

v＝１
　∑

K

k＝１
[(ϕ

∧
k,v－ϕk)２＋(θ

∧

k,v－θk)２]

(２０)

其中,T是实验次数,ϕ
∧
k,v和θ

∧

k,v是第v 次实验中信号估计的方

向,ϕk 和θk 是信号真实的方向.仿真实验的主要参数如表１
所列.

表１　仿真实验参数

Table１　Simulationexperimentparameters

参数 实验１ 实验２ 实验３ 实验４
ArraySize ９×９ １１×１１ ９×９ ７×７

q ３６ ３６ [１０,６０] ３０
K ４,８ [１,１０] ２ ２
L ８ ３,６,９,１２ ８ ８

实验１用于显示多个方向源信号的二维 DOA 的识别能

力.假设稀疏阵列是从９×９的 URA中随机选择产生的,物

理传感器的个数q＝３６,快拍数设定为L＝８.K＝４和 K＝８
个源信号入射到阵列,其仰角和方位角对为{(θk,ϕk)},每两

个电子频率对(f１,k,f２,k)的间隔均大于Δmin.源信号的幅值

和相位 是 随 机 分 配 的.使 用 凸 优 化 工 具 CVX[１９]求 解 式

(１９).在恢复完整数据矩阵集之后,使用文献[１７]中的 UniＧ

taryＧESPRIT方法来估计二维 DOA.通过与真实的 DOA和

文献[２０]中的 EMaC算法恢复的 DOA 进行比较,检验所提

方法的性能,结果如图３所示.可以看到,在信源数为４时,

两种 算 法 都 能 准 确 估 计 出 DOA;当 信 源 数 增 加 到 ８ 时,

MMVＧANM 算法估计准确,而 EMaC算法已经失效.因此,

使用所提方法增加了能够估计出 DOA的源信号个数.
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(a)４signals (b)８signals

图３　DOA估计的性能．

Fig．３　PerformanceofDOAestimation

实验２针对不同的源信号个数(也称为稀疏级别 K),测

试二维 DOA成功估计的概率.稀疏阵列从１１×１１的 URA
中随机选择产生３６个物联传感器.根据电子频率分隔条件

ΔT≥Δmin的限制,重复添加新的电子频率对,直到没有电子频

率对能够被添加,从而生成入射波 DOA 方向集T.因此,在

T 中,任意两个相邻的电子频率对的间隔大于Δmin.假设源

信号s＝[sk,l]∈CCK×L是从独立同分布的标准复高斯分布中

提取的,并且是非相关的.为了评估 MMV的作用,考虑不同

的测量矢量个数L＝３,６,９,１２;K 值在１~１０之间变化.对

于每个L 和K 值,运行５０次 MonteCarlo实验,计算二维

DOA成功估计的概率.如果估计的二维 DOA 的RMSE 小

于１×１０－４,则认为估计是成功的.仿真结果如图４所示,它

证明了在适当的电子频率分隔条件下,全数据矩阵可以被精

确恢复.当测量矢量的个数L 增多时,成功估计的概率显著

提升.实验表明,在 ANM 中加入 MMV显然是有效的,但在

L增到６及以上后这种优势不再明显,对稀疏级别 K 的增加

也有限.由于L的增大会提高算法的计算复杂度,因此建议

L取值８左右.

图４　成功估计的概率vs．稀疏级别K

Fig．４　Probabilityofsuccessfulestimationvs．sparsitylevel

实验３在不同物理传感器个数的情况下,比较所提算法

与现有算法能够成功估计 DOA 的概率.设快拍数L＝８,信

号源的个数K＝２,其 DOA 设置为{(θk,ϕk)}＝{(２０°,１７０°),

(６０°,２６５°)}.稀疏阵列是从９×９的 URA 中随机选择产生

的,物理传感器个数q在[１０,６０]范围内变化.为了证明所提

方法中 MMV的有效性,将其与 EMaC方法和文献[１５]中的

二维 ANM 方法进行比较.对于不同的观测值个数q,运行

５０次 MonteCarlo实 验 来 计 算 二 维 DOA 估 计 的 成 功 率.

DOA成功估计的概率关于q的变化曲线如图５所示.可以

看出,３种不同方法的性能都随着q的增加而提高.显然,文

献[１５]中的二维 ANM 算法与 EMaC算法的性能相当,而二

维 MMVＧANM 算法的性能最佳,且当q＞２５时,所提算法成

功估计的概率稳定为１.实验结果表明,MMV能够将稀疏阵

列中所需物理传感器的比例大幅降低至３０％.

图５　成功估计的概率vs．选择的观测值的数目q
Fig．５　Probabilityofsuccessfulestimationvs．numberofselected

observationsq

实验４根据稀疏阵列L 个快拍的含噪声测量值来估计

二维 DOA.稀疏阵列矢量化的数据矩阵表示为:

zo＝x＋n (２１)

其中,n是矢量化的噪声矩阵,它的每个元素都是根据独立同

分布的高斯噪声 N(０,σ２)随机生成的.将半正定规划式(１９)

修改为如下形式,以适应含噪声的情况.

x
∧
＝argmin

x
　inf

U,W
{１
２tr(S(U))＋１

２tr(W)}

s．t．
S(U) x
xH W[ ] ⪰０,‖xΩ－zo

Ω‖F≤ qσ
(２２)

式(２２)的优化问题可进一步重写为如下形式:

x
∧
＝argmin

x
　inf

U,W
{１
２‖xΩ－zo

Ω‖２
F＋τ１

２
(tr(S(U))＋tr(W))}

s．t．
S(U) x
xH W[ ] ⪰０

(２３)

其中,τ是平衡拟合误差和原子范数项的规则化系数.

将本文方法与二维 ANM、EMaC方法和文献[２１]的算法

进行 比 较,以 验 证 在 MMV 的 数 目 L＝８ 的 情 况 下 通 过

式(２３)恢复数矩阵的性能.源信号和稀疏矩阵的测量值的生

成方式与第一个实验相同,具体参数见表１.规则化系数τ
设置为０．２５.信噪比(SignaltoNoiseRatio,SNR)在[－２５,

３０]范围内变化.对于每个SNR,运行５０次 MonteCarlo实

验.文献[２１]的算法是基于虚拟阵列插值的 ANM 算法,可
用于一般的稀疏阵列,此算法适用于多快拍的情况,因此设定

文献[２１]算法中的快拍数为５０.几种算法的仿真结果如图６
所示.

图６　RMSEvs．SNR

Fig．６　RMSEvs．SNR

实验结果表明,与二维 ANM 算法相比,所提算法能够将

RMSE降低约２dB,并且在SNR 增加时,所提算法的一致收

敛性效果最好,而二维 ANM 和 EMaC方法的性能相当.由

于文献[２１]中的算法所用快拍数较大,其估计误差性能在低

５７２卢爱红,等:基于原子范数最小化的二维稀疏阵列波达角估计算法



信噪比区间上比其他３种算法稍优,但是在高信噪比区间上

比所提算法的性能差.从算法复杂度来看,当快拍数L 较小

时,文献[２１]中的算法的计算复杂度比所提算法高.所提算

法需要依赖于双重 Toeplitz结构的 Vandermonde分解特性

才能将原子范数表示为半正定规划,使得半正定规划的约束

条件需要将二维数据矩阵矢量化,从而得到 NM 大小的数据

矢量,因此二维 MMVＧANM 算法的计算复杂度为 O((NM＋
L)３．５log(１/ε)),ε是优化精度;文献[２１]中的算法用于二维阵

列波达角估计时,计算复杂度为 O((４NM)３．５log(１/ε)).综

合估计误差和计算复杂度来看,快拍数较小时,所提算法在性

能上更有优势.

结束语　本文研究多个频谱稀疏源信号入射到稀疏阵列

时,根据稀疏阵列的物理传感器观测值来估计源信号的二维

DOA问题,提出在 MMV 情况下用二维原子范数最小化方法

来恢复均匀阵列的全数据矩阵.该方法可通过半正定规划求

解,在均匀阵列的数据矩阵恢复之后,使用传统的 UnitaryＧ
ESPRIT方法来估计源信号的二维 DOA.多个数值仿真实

验证明,基于任意二维稀疏大规模 MIMO 阵列,使用所提算

法来估计二维 DOA,能够显著增加可识别的信源个数,降低

估计误差RMSE,有效提高成功估计的概率.
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