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摘　要　聚类分析是机器学习与数据挖掘中的重要工具,而子空间聚类是高维数据分析中常用的聚类方法.基于谱图的子空

间聚类方法首先学习数据在子空间中的自表示系数矩阵,然后基于此进行谱聚类分析.通过研究子空间聚类的过程和模型设

计,发现基于子空间的聚类方法存在难以保持数据非线性和局部几何结构的问题.为此,文中提出了一种可以提取非线性结构

的子空间聚类方法.首先,使用非线性映射函数将原始数据空间映射到高维的线性空间,利用块对角表示保持子空间的独立

性.此外,为了对聚类过程中数据的局部结构进行约束,文中引入了基于拉普拉斯矩阵的流形正则项.然后,采用３种计算拉

普拉斯矩阵的方法设计不同的基于流形正则和块对角约束的非线性子空间聚类模型.最后,在不同数据集上的实验结果验证

了所提算法的有效性.
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Abstract　Clusteringisanimportanttoolformachinelearninganddatamining,andsubspaceclusteringisapopularmethodin

highＧdimensionaldataanalysis．SpectralclusteringbasedsubspaceclusteringmethodlearnstheselfＧrepresentationcoefficientmaＧ

trixofdatainsubspace,andthenthespectralclusteringiscarriedoutonthecoefficientmatrix．ItisfoundthatthesubspaceＧ

basedclusteringcannotdealwithnonlinearproblemandneglectthelocalgeometricstructureofthedata．Tothisend,thispaper

proposesanewsubspaceclusteringmethodwhichfirstprojectsthedatatoahighＧdimensionallinearspacebyanonlinearmapＧ

pingfunctionandappliesaLaplacianＧbasedmanifoldregularizationconstraintonthesubspaceclusteringmodeltopreservetheloＧ

calstructureofthedataatthesametime．ThreekindsofLaplacianmatrixareusedtoestablishthedifferentnonlinearsubspace

clusteringmodelsbasedonmanifoldregularizationandblockdiagonalconstraints．Experimentalresultsondifferentdatasets

showtheeffectivenessoftheproposedmethods．
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１　引言

随着信息时代的到来,各种传感器收集的数据越来越丰

富,样本的维度也随之升高.对高维数据进行分析,提取其内

在结构是一项非常有意义但又非常有挑战性的任务.聚类是

数据挖掘与机器学习的重要手段之一,在计算机视觉、模式识

别等领域有着广泛的应用.常见的聚类方法有 kＧmeans方

法[１]、谱聚类方法[２]和子空间聚类方法[３]等.相比 kＧmeans
和谱聚类,子空间聚类方法因在处理高维数据时有较好的鲁

棒性而受到广泛关注.基于谱聚类的子空间学习是一种以谱

图理论为基础的聚类方法,根据子空间上线性自表示的性质,

先学习高维数据在低维子空间上的表示,再进行聚类分析.

该方法处理高维复杂数据的能力更强,聚类结果也更好.

现有的子空间聚类方法大致可分为４类:基于统计学习

的方法[４Ｇ５]、基于矩阵分解的方法[６]、基于代数的方法[７]和基

于谱聚类的方法[８Ｇ１０].其中,基于谱聚类的方法因为形式简

单,便于计算,能够处理噪声和奇异点等而受到广泛关注,成

为子空间算法中最常用的方法.基于谱聚类的子空间聚类方



法使用谱聚类算法作为聚类框架,需要学习数据在子空间的

自表示系数矩阵,然后根据该矩阵进行谱聚类分析.在高维

空间中,来自某子空间的数据点可以由其他数据点的线性或

仿射组合表示.基于此,Elhamifar等提出了稀疏子空间聚类

(SparseSubspaceClustering,SSC)[８]方法,在数据无噪声且

子空间互相独立的前提下,通过对系数矩阵施加ℓ１ 范数来学

习每一个数据点的最稀疏表示,求得一个结构简洁、特征明确

的稀疏系数矩阵,从而提高谱聚类的分析精度.虽然SSC方

法中稀疏约束的方法可以更好地划分子集,但所得系数矩阵

可能太稀疏,因此对相关度高的数据的聚类效果不好.基于

此,Liu等提出了基于低秩表示(Low RankRepresentation,

LRR)的子空间聚类方法[９],该方法利用矩阵的核范数寻求所

有数据的最低秩表示,得到的低秩矩阵能够更好地保持自表

示系数矩阵的内在结构,从而优化并提升了聚类性能.LRR
方法能更好地分析相关数据,但是由于该方法获得的表示系

数矩阵很稠密,故缺乏对不同类样本的剔除能力,不能简洁有

效地反映原始数据的空间结构,影响了聚类的效果.上述两

种方法的目的都是学习一个满足块对角条件的子空间自表示

系数矩阵,以保证原始数据空间的固有结构,从而提高子空间

聚类的效果.但这两种方法对噪声数据都比较敏感,且只有

在子空间独立的情况下才能获得较好的结果.为此,Lu等提

出一种基于块对角约束的子空间聚类方法(SubspaceClusteＧ

ringbyBlockDiagonalRepresentation,BDR)[１１],在聚类目标

函数中直接加入对系数矩阵的块对角约束.该方法更好地保

证了原始数据空间的固有结构,提高了聚类效果.但上述几

种子空间聚类模型仍存在两方面不足:１)原始数据空间的固

有结构可能是非线性的,不能直接在子空间上进行准确的自

表示;２)缺少对数据流形结构的保护,得到的数据自表示系数

矩阵的判别性较差.

基于上述分析,本文首先使用一个非线性映射函数将原

始数据空间映射到一个更高维的线性可分空间上进行聚类分

析,建立一个非线性子空间聚类模型;然后在基于块对角约束

的子空间聚类模型上施加一个流形正则约束项,来保持子空

间聚类过程中数据的局部几何结构.进一步,为了研究基于

不同度量方法的流形正则条件对聚类结果的影响,本文通过

研究数据相似度计算的方法,选取高斯核方法[１２]、基于局部

尺度(LocalＧScale,LS)[１３]的相似度度量方法和基于共享最近

邻(SharedNearestNeighbors,SNN)[１４]的相似度度量方法来

计算拉普拉斯矩阵,从而建立了３种基于不同流形正则和块

对角约束的非线性子空间聚类模型.本文提出的方法能得到

判别性更强的自表示系数矩阵,同时能够保持数据的固有空

间结构和局部相似性关系,提高了聚类的效果.模型优化采

用了交替极小化方法,实验结果表明了所提方法的有效性.

本文的主要贡献如下:

１)利用非线性映射,将原始数据空间映射到更高维度的

线性可分的空间上,以方便处理高维非线性数据,保证子空间

的可分性;

２)提出了一种基于块对角约束的子空间聚类方法,尽可

能地保持子空间的独立性;

３)利用拉普拉斯正则保持数据的局部结构,同时分析了

３种相似性度量方法在构造拉普拉斯矩阵时对聚类结果的

影响.

２　相关工作

子空间聚类的目标是对高维数据在子空间上的低维表示

进行聚类.基于谱聚类的子空间聚类算法主要包含两个步

骤:首先,学习原始数据空间在子空间上的自表示系数矩阵;

然后,根据所得的自表示系数矩阵构建相似度矩阵进行谱聚

类分析,获得聚类结果.

给定数据矩阵 X＝[x１,x２,􀆺,xn]∈Rd×n,其中xi 为X
的列向量,每个xi 代表x 数据集中的一个样本;d表示每个

样本的维度;n表示数据集X 中样本的个数.则子空间聚类

的模型可以表示为如下形式:

minΩ(Z)＋Φ(E)

s．t．X＝XZ＋E
(１)

其中,Z∈Rn×n为子空间自表示系数矩阵,E∈Rd×n为噪声项,

Ω(􀅰)表示对自表示系数矩阵构造正则项,Φ(􀅰)表示对噪声

矩阵构造正则项.优化上述目标函数得到最优系数矩阵Z,

根据Z构建相似度矩阵进行谱聚类分析,即可得到最终的聚

类结果.

Elhamifar等提出的SSC算法采用ℓ１ 范数构造Ω(􀅰)约

束项,目标函数为:

min
Z,E

‖Z‖１＋λ‖E‖１

s．t．X＝XZ＋E
(２)

其中,‖􀅰‖１ 表示矩阵ℓ１ 范数,第一项最小化该范数可以求

得一个稀疏矩阵,第二项为噪声正则项.该方法能学习一个

符合数据内在结构的稀疏系数矩阵,以提升聚类效果.但是

该方法对噪声比较敏感,不适用于相关性强的数据.

针对上述问题,Liu等提出了 LRR方法,采用低秩约束

方法构造目标函数,并将 NP难的低秩约束优化松弛为一个

核范数的目标函数,该目标函数为:

min
Z,E

‖Z‖∗ ＋‖E‖２,１

s．t．X＝XZ＋E
(３)

其中,‖􀅰‖∗ 为矩阵核范数,‖􀅰‖２,１表示矩阵２．１范数.

LRR在具有相关性的数据聚类方面优于SSC方法,但两种方

法均要求子空间尽可能独立,且对噪声数据的处理不够好,算

法鲁棒性不高.

为此,Lu等提出块对角约束理论,建立了基于块对角约

束(BDR)的子空间聚类模型,其目标函数如下:

min
Z

１
２‖X－XZ‖２

F＋γ‖Z‖k

s．t．diag(Z)＝０,Z≥０,Z＝ZT

(４)

其中,k表示样本集数据的类数;‖􀅰‖k 表示k 块对角约束

范数;‖Z‖k ＝ ∑
n

i＝n－k＋１
λi (LZ),且 LZ ＝Diag(Z􀅰１)－Z,

Diag(􀅰)表示将向量对角化为矩阵,１表示元素全为１的

列向量,λi(LZ)表示LZ的特征值从大到小排序的第i个特

征值.diag(􀅰)表示将矩阵对角化.式(４)的第二项即表
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示对Z的块对角约束.

BDR模型的优化过程采用交替极小化的方法.Lu等不

仅详细介绍了该方法的理论推导过程,还通过实验验证了该

方法的性能.该模型学习的块对角的系数矩阵能更好地保持

自表示系数矩阵的固有结构,聚类效果更好,算法鲁棒性高.

但是该方法仍有不足,如数据空间原始结构的非线性不利于

子空间表示,数据局部几何结构难以保证等.

基于上述不同目标函数求得相应的自表示系数矩阵Z
后,采用下式建立相似度矩阵:

S＝|Z|＋|Z|T

２
(５)

根据所得相似度矩阵,使用谱聚类方法,即可得到相应的

子空间聚类结果.

３　基于块对角约束的子空间聚类方法

本节介绍提出的子空间聚类方法的构造过程,同时将３
种相似性度量函数用于构造拉普拉斯正则,最后给出目标函

数优化步骤.

３．１　目标函数

３．１．１　流形正则化

现有的谱聚类方法常采用流形正则约束来保持数据点的

相似性关系,即数据的局部几何结构,流形正则约束条件可以

概括为一个迹形式的约束:

argmin
Z

　tr(ZLZT) (６)

其中,Z为子空间自表示系数矩阵;L 为拉普拉斯矩阵,计算

方式为L＝Diag(S􀅰１)－S,S表示相似度矩阵.

相似矩阵是保持流形正则条件有效性的重要因素.对于

数据集X＝{x１,x２,􀆺,xn},其中任意两个数据点xi 和xj 的

相似度Si,j的计算方式有以下几种.

(１)在不具有任何关于数据集的先验知识的情况下,构建

数据集对应的相似度矩阵最常用的方法是 Gaussian核函数

法[１２]:

Si,j＝exp －d２(xi,xj)
２σ２( ) (７)

其中,d２(xi,xj)＝‖xi－xj‖２
２,d(xi,xj)表示第i个数据点和

第j个数据点之间的欧氏距离;σ为尺度参数.

(２)由于Gaussian核函数中,参数σ根据数据集的不同而

取不同值,并且数据集中数据点的分布是多重尺度的,因此,

ZelnikＧManor等提出了基于局部尺度的相似度度量[１３]:

Si,j＝
exp(－d(xi,xj)２/(σiσj)),i≠j
１, i＝j{ (８)

其中,σi＝d(xi,xm)表示第i个数据点和第m 个数据点的欧

氏距离,σj＝d(xj,xm)表示第j个数据点和第m 个数据点的

欧氏距离.

(３)由于基于局部相似度度量未充分利用数据点邻域信

息,为了解决这个问题,Liu等提出了基于共享最近邻的相似

度度量[１４].

设数据点xi 的最近邻是N(xi),数据点xj 的最近邻是

N(xj),则数据点xi 和xj 的共享最近邻数目为:

SNN(xi,xj)＝|N(xi)∩N(xj)| (９)

相似矩阵计算公式为:

Si,j＝

exp(－d(xi,xj)２/(σiσj(SNN(xi,xj)＋１))),

i≠j
１, i＝j

{
(１０)

其中,σiσj(SNN(xi,xj)＋１)表示σi,σj 和(SNN(xi,xj)＋１)

的乘积.则两个样本点的共享近邻样本点越多,两个样本点

的相似度越大.

本文分别使用上述３种不同的相似度矩阵计算方法,构

造３种基于流形假设和块对角约束的子空间聚类算法.总体

目标函数描述如下:

min
Z

１
２‖X－XZ‖２

F＋λ１‖Z‖k＋λ２

２tr(ZLZT)

s．t．diag(Z)＝０,Z≥０,Z＝ZT

(１１)

３．１．２　非线性映射

子空间聚类最基本的假设是原始数据可以在其子空间上

进行线性自表示.因此,子空间聚类过程除了对自表示系数

矩阵和噪声矩阵构造的目标函数进行优化,更重要的是要保

证数据结构的线性化.

根据Lee等的研究[１８],当原始空间线性不可分时,通过

非线性映射的方法可以将原始空间映射到一个高维的空间,

进而实现数据的线性划分.基于此,本文使用非线性函数映

射将原始低维数据空间映射到一个高维线性空间中,在该高

维线性空间中进行子空间自表示系数的学习,非线性映射后

的子空间自表示的形式如下所示:

ϕ(x)＝ϕ(X)Z (１２)

从数据原始空间的线性可分性、系数矩阵内在结构的保

持和数据局部流形结构的保持等方面考虑,本文建立了一种

基于流形假设和块对角约束的非线性子空间聚类模型.总体

目标函数如下所示:

min
Z

１
２‖ϕ(X)－ϕ(X)Z‖２

F＋λ１‖Z‖k＋λ２

２tr(ZLZT)

s．t．diag(Z)＝０,Z≥０,Z＝ZT

(１３)

３．２　目标函数优化

上述目标函数中,需要优化的变量是自表示系数矩阵Z,

但是该变量对应的子问题无法直接求解,因此引入Z的辅助

变量B,则原目标函数转化为:

min
Z

１
２‖ϕ(X)－ϕ(X)Z‖α２σF＋λ１‖B‖k{ ＋

λ２

２tr(ZLZT)＋λ３

２‖Z－B‖２
F }

s．t．diag(B)＝０,B≥０,B＝BT (１４)

采用交替迭代的方法寻找变量B 和变量B 的局部最优

解,过程如下.

当B固定时,目标函数转化为Z的子问题:

min
Z

１
２‖ϕ(X)－ϕ(X)Z‖２

F＋λ２

２tr(ZLZT)＋

λ３

２‖Z－B‖２
F

s．t．diag(B)＝０,B≥０,B＝BT (１５)
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对变量Z求导并令其为０得到:

－ϕ(X)Tϕ(X)＋ϕ(X)Tϕ(X)Z＋λ２(ZL)＋λ３(Z－B)＝０
(１６)

记ϕ(X)Tϕ(X)为核K,则上式为:

(K＋λ３I)Z＋λ２ZL－K－λ３B＝０ (１７)

根据 Sorensen等的研究[１６],得出该方程是标准的 SylＧ

vester方程,具有唯一解.

当Z固定时,由文献[１１]中的定理５可知:

∑
n

i＝n－k＋１
λi(L)＝min

W
‹L,W›

s．t．０⪯W⪯I,tr(W)＝k
(１８)

则关于B的子问题可变化为:

min
B

λ１‹Diag(B１)－B,W›＋λ３

２‖Z－B‖２
F

s．t．diag(B)＝０,B≥０,B＝BT,０⪯W⪯I,tr(W)＝k
(１９)

其中,W 的近似解为UUT,U 是由Diag(B１)－B 的k 个最小

的特征值对应的特征向量组成的n×k的矩阵.

根据Lu等的分析,可求得B的局部最优解为:

B＝
(A︵＋A︵T)

２[ ] ＋
(２０)

其中,A＝Z－λ１

λ３
(diag(W)１T－W),A︵＝A－Diag(diag(A)),

[C]＋ ＝
cij, ifcij＞０

０, ifcij≤０{ .

两个子问题交替优化求解,直到达到收敛条件.其中,收

敛条件为[１１]:

max{‖Zt＋１－Zt‖∞ ,‖Bt＋１－Bt‖∞ }≤ε (２１)

其中,t表示迭代次数;ε为预先设定的阈值误差,一般取为

１×１０－３.

根据求得的系数矩阵Z构造相似矩阵进行谱聚类,即可

得到最终聚类结果.

４　实验结果

本节使用常用的数据库验证算法的有效性.

４．１　聚类结果

为了验证算法的性能和效果,在不同数据集上进行测试

实验.在实验中,核K 采用线性核进行计算.选取 UCI数据

库[１７]中 的 Iris,Glass 和 WDBC,以 及 YALEＧB[１８],mnistＧ

fou[１９]５个数据集.其中,mnistＧfou表示 mnist数据集中傅里

叶系数特征视图上的数据集.几个数据集的具体信息如表１
所列.

表１　数据集特征

Table１　Featuresofdatasets

编号 数据集 样本数目 类别数 特征维度

１ Iris １５０ ３ ４
２ Glass ２１４ ６ ９
３ WDBC ５６９ ２ ３０
４ YALEＧB ２４１４ ３８ １０２４
５ mnistＧfou ２０００ １０ ７６

分别将本文３个基于不同流形正则的算法与谱聚类方法

(SC)、稀疏子空 间 聚 类 方 法 (SSC)、低 秩 子 空 间 聚 类 方 法

(LRR)和基于块对角约束的聚类方法(DBR)在上述数据集上

进行对比实验,以比较几种算法的聚类性能.使用聚类准确

度指标(Accuracy,ACC)[２０]来衡量聚类效果.为了保证结果

的可靠性,每个方法均进行１０次循环,取均值进行比较.实

验结果如表２所列.

表２　聚类结果

Table２　Clusteringresults

方法 Iris Glass WDBC YALEＧB mnistＧfou
SC ０．６８００ ０．４５８９ ０．８９１０ ０．３２３６ ０．６１１８
SSC ０．８１２７ ０．４９０７ ０．８７５２ ０．７１０５ ０．４９０２
LRR ０．９２９７ ０．５２９４ ０．８９８１ ０．５６５０ ０．６０２５
BDR ０．９６００ ０．５３０８ ０．８８０５ ０．４３１２ ０．６７８７

BDR＋Gaussian ０．９８００ ０．５３７４ ０．８９９８ ０．７２４９ ０．７２０５
BDR＋LS ０．９７３３ ０．５３７４ ０．９３６７ ０．７１５４ ０．６９３５

BDR＋SNN ０．９７３３ ０．５３７４ ０．９３６７ ０．７３５３ ０．６９２０

从表２可以看出,相比其他算法中最优的聚类结果,本文

提出的算法在５个数据集上的聚类结果仍有至少０．８％的提

高,由此可见本文算法的聚类性能更好.与 BDR方法相比,

本文算法的聚类结果始终较高,说明流形正则约束条件对聚

类效果的提高具有重要作用,能很好地保持数据局部几何结

构;另外,BDR方法在 YALEＧB数据集上的聚类效果比传统

SSC方法和LRR方法略差.对于本文的３种不同的流形正

则构造方法,其聚类结果各有优劣,３种方法在结构简单的数

据集上性能没有太大的差别,在稍大数据集上则需从更多方

面进行分析.最后,实验采用多次循环的方法处理数据,得到

的聚类结果方差近似为０,说明在参数不变的情况下,本文算

法具有稳定性.

４．２　参数分析

本节给出本文方法在各个数据集上的实验参数选取,如

表３所列,其中,m１ 表示采用基于局部尺度的相似度度量计

算数据集相似度矩阵的数据点的近邻个数,m２ 表示采用基于

共享最近邻的相似度度量计算数据集相似度矩阵的数据点的

近邻个数.

表３　各数据集上的参数选取

Table３　Parameterchoiceofeachdataset

方法 参数 Iris Glass WDBC YALEＧB MnistＧfou

BDR＋
Gaussian

λ１ ０．０１ ０．００１ ０．００１ ０．００１ ０．００１
λ２ １００ １００ １０００ ５０００ １００
λ３ １００００ １００００ １０ １０００ １２５００
σ ０．２５ ０．２５ １００００ １０００ ０．１

BDR＋LS

λ１ ０．０１ ０．００１ ０．００１ ０．００１ ０．００１
λ２ １００ １００ １００ １２５００ １００
λ３ １０００ １００００ １ １０００ １１０００
m１ ６ ８ ８ ８ ８

BDR＋SNN

λ１ ０．０１ ０．００１ ０．００１ ０．００１ ０．００１
λ２ １００ １００ １００ １２５００ １００
λ３ １００００ １００００ １０ １０００ １２６００
m２ ６ ８ ８ ８ ８

进一步,分析参数设置对算法性能的影响,本文算法主要

使用流形正则的方法来提高聚类效果,因此对流形正则条件

的参数λ２ 进行实验,在其他参数固定的情况下,设置不同的

λ２,观察聚类结果.图１给出了Iris数据集和 WDBC数据集

上不同参数设置下的聚类结果.

９６高方远,等:一种基于块对角表示和近邻约束的子空间聚类方法



(a)Iris数据集 (b)WDBC数据集

图１　不同参数设置下的聚类准确度

Fig．１　Clusteringaccuracyunderdifferentparametersettings

结束语　本文主要针对子空间聚类中的数据空间非线

性、数据局部几何结构难保持等问题,提出一种基于流形正则

和块对角约束的非线性子空间聚类算法.在流形条件的设计

方面,采用３种不同的相似矩阵计算方法,研究不同的流形正

则约束项对算法的影响.在算法优化过程,使用核方法处理

目标函数的非线性映射部分,采用交替极小化方法优化得到

子空间自表示系数矩阵.最后,通过在５个不同维数数据集

上的实验结果验证了该算法的有效性.
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