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基于差分进化的金字塔演化策略求解一维下料问题
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摘　要　一维下料问题是组合优化中一类经典的 NPＧhard问题,被广泛用于机械制造及工程应用等领域.针对传统群智能算

法在求解该类问题时难以平衡种群内部个体及种群之间开采与探索、竞争与协作矛盾的问题,在金字塔演化策略(Pyramid
EvolutionStrategy,PES)的基础上,提出了求解一维下料问题的基于差分进化的PES算法.该算法充分利用PES算法的优势,
很好地解决了以上两个矛盾;但是由于PES算法未考虑种群当前个体与最优个体之间的协作关系,因此其收敛速度较慢.为

此,在PES算法的加速过程中引入差分进化的变异、交叉操作,并对产生的不可行试验个体进行修复,使得算法能够充分利用

种群个体间的差异信息,这一方面有利于加快算法的收敛速度,另一方面可以实现对新个体附近区域的局部开采,有利于提高

算法的求解精度.将提出的算法应用于６组一维下料算例,实验结果表明,与其他８种算法相比,所提算法在求解精度和收敛

速度上均有更好的性能表现,验证了该算法求解一维下料问题的可行性和有效性.
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PyramidEvolutionStrategyBasedonDifferentialEvolutionforSolvingOneＧdimensionalCutting
StockProblem
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Abstract　OneＧdimensionalcuttingstockproblemisaclassicNPＧhardproblemincombinatorialoptimization,whichiswidely
usedinmechanicalmanufacturingandengineeringapplications．ItisdifficultfortraditionalswarmintelligencealgorithmtobaＧ
lancethecontradictionsofminingandexploration,competitionandcooperationbetweenindividualsandpopulationswithinapoＧ
pulationwhensolvingoneＧdimensionalcuttingstockproblem．Onthebasisofpyramidevolutionstrategy,analgorithmbasedon
pyramidevolutionstrategyanddifferentialevolutionisproposedinthispaper．Thealgorithmmakesfulluseoftheadvantagesof
thePESalgorithmandsolvesthesetwocontradictionswell,butthePESalgorithmdoesnotconsiderthecooperativerelationship
betweenthecurrentindividualandtheoptimalindividual,itmayleadtheconvergencespeedofthealgorithmtobeslowly．Tothis
end,themutationandcrossoveroperationsofdifferentialevolutionareintroducedintotheacceleratingprocessofPESalgorithm,

andtheinvalidindividualsarecorrectedbytherepairoperator．Ontheonehand,itisconducivetospeeduptheconvergencespeed
ofthealgorithm,ontheotherhand,itcanutilizethedifferencesamongindividualsandrealizethelocalminingoftheareanearthe
individualsinthepopulation,whichisbeneficialtoimprovetheaccuracyofthealgorithm．Theproposedalgorithmisappliedto
sixexamples．Theexperimentalresultsshowthatthealgorithmhashighoptimizationaccuracyandconvergencespeedcompared
withothereightalgorithms,whichverifiesthefeasibilityandeffectivenessofthealgorithmforsolvingtheoneＧdimensionalcutＧ
tingstockproblem．
Keywords　Swarmintelligentalgorithm,Pyramidevolutionstrategy,OneＧdimensionalcuttingstockproblem,Differentialevolution

　

１　引言

一维下料问题(OneＧdimensionalCuttingStockProblem,

１DCSP)是机械、建筑等行业中的常见问题,即将给定数目的

单一规格或多规格的线性库存原料切割成不同规格,满足一

定数量需求的零件[１].如何有效提高原料的利用率并降低生

产成本,是相关行业关注的热点.一维下料问题实质是多目

标整数规划问题,属于 NPＧhard问题.目前,国内外求解一维

下料问题的方法主要有两类:确切算法和启发式算法.确切

算法包括动态规划、割平面法、分支定界法等[２Ｇ３].这类算法

只适用于小规模一维下料问题,对于较复杂的问题存在求解

效率差、精度低的缺陷,因此启发式算法逐渐被用于求解一维

下料问题.传统启发式算法[４Ｇ８]可以较快地得到下料方案,但
不能保证该下料方案符合实际的生产需求.近年来,随着生



产技术的发展和下料问题应用规模的扩大,许多解决一维下

料问题的群智能算法被提出,如遗传算法[９]、蚁群算法[１０]、粒
子群算法[１１]等.近几年的研究还倾向于通过改进群智能算

法提高一维下料问题的求解质量,改进算法更容易得到性能

较优的解.例如,Cheng等[１２]通过改善鱼群的觅食行为和聚

群行为,同时设定聚群行为拥挤度因子的上下限,提出一种改

进的人工鱼群算法.Shen等[１３]结合遗传算法和模拟退火算

法,提出一种基于模拟退火的广义粒子群优化算法.Li等[１４]

构造了一种通过“择优插入”的局部搜索算法来辅助遗传算子

的混合遗传算法.上述改进的群智能算法中,前两者侧重于

改进算法的探索能力,后者侧重于改进算法的开采能力,它们

虽然对算法的开采或探索能力进行了一定的改进,但并没有

完全解决算法开采与探索之间的矛盾,而且没有考虑种群内

部个体及种群间竞争与协作的矛盾.
针对当前群智能演化算法信息传递的目的性不明确的问

题,Tan[１５]提出一种金字塔演化策略,PES有明确的分工机制

与晋升机制,能够较好地平衡开采与探索、竞争与协作的矛

盾,使得算法具有良好的跳出局部最优的能力.PES算法由

于未考虑种群当前个体与最优个体之间的协作关系,因此收

敛速度较慢.基于此,本文提出一种基于差分进化的PES算

法(PyramidEvolutionStrategywithDifferentialEvolution,

DEPES),该算法利用当前个体和最优个体之间的协同交互

作用来加快算法的收敛速度,并实现对新个体附近区域的局

部开采.PES 算 法 虽 然 在 求 解 函 数 优 化[１５]、混 合 整 数 规

划[１６]和彩色图像颜色量化[１７]问题方面有着较好的效果,但
是目前还未被应用到一维下料问题等离散组合优化领域.本

文设计 DEPES算法来求解一维下料问题,拓宽了 PES算法

的应用领域.

２　１DCSP的数学模型

一维下料问题是经典的组合优化问题,本文综合考虑单

一规格和多规格原材下料的具体特征,建立一维下料问题的

通用数学模型.给定m 种长度分别为Li(i＝１,,m)的线性

原材,每种原材的数量为bi(i＝１,,m),现需从所供原材上

切割出n种零件,零件长度为lj(j＝１,,n),对应数量为dj

(j＝１,,n),目标是寻找最优的下料方案,使得所用线性原

材总量最少,并且除最后一根原材的余料尽可能多之外,其余

下料原材的余料要尽可能少.一维下料问题的数学模型如下:
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其中,K 为下料方案所使用的切割方式数;xk 表示下料方案

中第k类切割方式的使用数量;g(k)表示第k种切割方式对

应使用原材的编号,g(k)∈{１,,m};aki表示第k种切割方式

切割出第i类零件的数量;l表示最后一根下料原材的余料.
在该模型的约束条件中,第１个约束表示线性原材的尺

寸约束;第２个约束表示零件的需求约束;第３个约束表示线

性原材的用量约束;第４个约束表示变量的取值范围约束.

３　金字塔演化策略

PES算法[１５]是一种基于金字塔演化策略的群智能演化

算法.该算法根据适应度值将种群按照一定的数量比例划分

为探索层、传递层I、传递层II和开采层,同层个体之间存在

竞争关系,层与层之间是协作关系.
如图１所示,PES算法中各层之间分工明确.探索层由

适应度值低的个体组成,分布于金字塔结构的底层,侧重于探

索工作.开采层由适应度值高的个体组成,分布于金字塔结

构的顶层,侧重于开采工作.传递层由适应度值中等的个体

组成,分布于金字塔结构的中间部分,主要负责３项任务:

１)兼顾开采与探索工作,通过层内竞争挖掘同层中的潜在优

秀个体;２)通过层间协作,将从底层探索到的优秀个体传递至

顶层,实现优秀个体自下至上的动态流动;３)对从底层传递上

来的潜在优秀个体采取保护培养措施,避免其与该层的其他

个体进行直接竞争而被淘汰.

图１　金字塔结构[１５]

Fig．１　Pyramidstructure[１５]

PES算法采用分层策略平衡优化过程中的开采与探索,
采用层内竞争与层间协作策略平衡竞争与协作.金字塔结构

中各层分工合作,层层递进,能够有效地提高算法的寻优效率.

４　基于差分进化的PES算法

PES算法主要针对连续函数优化问题而提出,因而不能

直接应用于一维下料问题的求解.考虑到 DE算法可以引导

种群中的个体向全局最优个体逼近,且具有较强的收敛性

能[１８],本文在PES算法的加速过程中引入 DE算法的变异、交
叉操作,使得算法在不断跳出局部最优的同时可以加快收敛.

４．１　种群初始化

一维下料问题的每个候选下料方案都对应一个双层编码

结构,因此其不能直接应用基本 PES算法的种群初始化方

法.基于此,本文设计两阶段法生成初始下料方案:第一阶段

采用双层编码结构生成原始解;第二阶段通过修正算法[１４]将

原始解修正为下料问题的初始解,得到初始下料方案.
双层编码结构的设计如下:将初始解对应的双层编码结

构表示为一个二元组(X,Y),其中 X∈[１,m]D１ 和Y∈[１,

n]D２ 是随机产生的实值变量,分别构成原材使用序列和零件

切割序列的搜索空间.本文中D１ 和D２ 分别取∑
m

i＝１
bi 和∑

n

i＝１
di;

m 和n 分别表示原材和零件的种类编号,并且每类编号在编

码列中出现的频次分别为bi 和di,其中bi 和di 分别表示每

类原材的供应数量和每类零件的需求数量.
任意一个候选解S可由目标函数f 进行评估:

f＝ １

∑
K

k＝１
xkLg(k)－l

(２)

其中,K 为候选解S 使用的切割方式数;xk表示第k类切割方

式的使用数量;g(k)∈{１,２,,m}表示第k种切割方式对应

使用原材的编号;l表示最后一根下料原材的余料.
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４．２　种群分层

基于双层编码结构的初始种群是随机产生的,种群中个

体间信息传递的目的性不明确,而分层策略能够使个体间的

职责分工更加明确.

１)对于初始种群X０,计算种群中个体的适应度值,将X０

按照适应度值进行升序排序:

F０＝{f(x１),f(x２),,f(xN)} (３)
[F,I]＝sort(F０) (４)

X＝X０(I) (５)
其中,N 为种群规模;F０ 是初始种群 X０ 对应的适应度值集

合;F是F０ 经过升序排列后得到的适应度值集合;X 是X０

按照F进行升序排列后的种群;I是X 在初始种群X０ 中对

应的位置索引.

２)按照递减的分层比例D,对以上所获得种群X 中的个

体进行分层:

X＝{X４,X３,X２,X１} (６)

ni＝N×Di(i＝１,２,３,４) (７)

ni＜ni＋１(i＝１,２,３) (８)
其中,X１,X２,X３,X４ 分别对应开采层、传递层II、传递层I和

探索层;ni 为第i层的个体数目;Di 为第i 层的分层比例.
式(７)和式(８)是各层个体在数量上的约束.

４．３　开采与探索

一维下料问题编码的特殊性,使得PES算法已有的开采

与探索规则并不可行.本文根据遗传算法的交叉操作,设计

如下的开采与探索规则来对X 中的个体进行更新.

１)设第i层的最优个体xi,best为父代１,第j个个体xi,j为

父代２,按照该层搜索半径ri 选取xi,best中的若干基因位,并将

其按照一个随机顺序重排后遗传给子代的相应基因位,同时将

父代１、父代２中的对应基因置空.记当前的子代为xi,mid.

２)对于xi,mid中的空缺基因位,设置追随概率为pf,则子

代的更新公式如下:

xi,new＝xi,mid(ri,pf) (９)
即当rand＞pf 时,子代追随该层最优个体,遗传父代１的对

应基因;否则,遗传父代２的对应基因,将子代xi,mid更新为子

代xi,new.采用这种开采与探索规则,不仅可以使子代保留最

优个体的优良基因,而且可以控制子代跟随该层最优个体的

随机性,从而维持种群的多样性.
种群中个体开采与探索的能力随着其所处位置的不同而

改变.从探索层至开采层,开采能力逐步加强,探索能力逐步

减弱,个体搜索的随机性不断被抑制,因此搜索半径要不断减小.
设各层搜索半径为R＝{r１,r２,r３,r４},其具体形式如下:

ri＝ceil(ri＋１×ω),i＝１,２,３ (１０)

ri＜ri＋１,i＝１,２,３ (１１)
其中,ceil()为向上取整函数,ri 代表第i层的搜索半径,ω
为半径收缩因子.式(１１)是对每层个体搜索范围的限制.

４．４　加速过程

为更好地对种群中的个体进行初步筛选,对经过开采与

探索得到的新个体进行加速操作.该操作充分考虑了种群当

前个体与最优个体之间的协作关系,并以此来加快算法的收

敛.加速操作采用差分进化[１９]的变异、交叉策略来实现.

１)变异策略.本文采用变异策略 DE/currentＧbest/１/bin
对每层产生的新个体xt

i 按式(１２)进行变异操作.

vt＋１
i ＝xt

i＋λ×(xt
best－xt

i)＋F×(xt
r１－xt

r２) (１２)

其中,i≠r１≠r２,xr１,xr２∈X;t表示当前迭代次数;λ和F 为

变异算子,控制偏差向量放大的比例.

２)交叉策略.交叉操作的原理是利用当前种群中个体的

部分分量和变异个体的对应分量,按照某种规则进行交换,生
成试验个体ut＋１

i ,具体操作如式(１３)所示:

ut＋１
ij ＝

vt＋１
ij , ifrand＜CRorj＝jrand

xt
ij, otherwise{ (１３)

其中,CR为交叉算子,rand表示[０,１]内的随机数,jrand表示

编码列中的一个随机维度.

４．５　修复算子

一维下料问题的实值双层编码方式,使得经过差分进化

变异、交叉操作产生的试验个体ut＋１
i 在很大程度上为不可行

解.本文定义处理不可行解的修复算子(RepairOperator,

RO)(以双层编码中的零件序列为例)如下.

１)将ut＋１
i 的对应编码按式(１４)进行排序操作.

[u,index]＝sort(ut＋１
i ) (１４)

其中,u为排序后的试验个体,index为u 在ut＋１
i 中对应的位

置索引.

２)将u中的零件编码按照每类零件的需求数目dj(j＝
１,,n)依次划分为n个部分,每部分赋值为相应的零件类

别,并将u中元素按照位置索引index 对应到ut＋１
i 中,从而得

到修复后的试验个体ut＋１
i .

ut＋１
i ＝u(index) (１５)

４．６　层间传递

层间传递涉及输送层和接收层的相互协作,采用锦标赛选

择机制[２０]从输送层选择相应数目的个体传递至接收层,并对

传递上来的潜在优秀个体按照该层的开采与探索规则进行孵

化培养,避免其与该接收层的其他个体进行直接竞争而被淘

汰,充分挖掘次优个体的潜力,从而实现层与层之间的相互协作.

４．７　整合新种群

采用保留精英的轮盘赌策略从每层产生的新个体、加速

个体、传递个体以及孵化个体中选择相等数目的个体来更新

该层.按照以上更新方式整合的新种群中可能会出现相同的

个体,为保持种群的多样性,对于相同个体只保留一个,其余

个体采用随机产生的个体代替.
基于差分进化的PES算法的流程如图２所示.

图２　DEPES算法的流程图

Fig．２　FlowchartofDEPESalgorithm

８６１ ComputerScience 计算机科学 Vol．４７,No．７,July２０２０



５　仿真实验

５．１　算例及实验设置

为评估 DEPES算法求解一维下料问题的性能,本文对６
组一维下料问题的标准算例[５Ｇ８,１３]进行仿真实验.这些算例

均从实际的一维下料问题中抽象而来,具有很强的代表性.
第一类算例F１

[１３],F２
[５]和F３

[８]是单一规格原材下料的情形,
第二类算例F４

[７],F５
[６]和F６

[５]是多规格原材下料的情形.通

过这两类算例可以全面检验 DEPES算法的性能,具体实验

参数如表１所列.

表１　实验参数

Table１　Experimentalparameters
算例 N D ω R F λ CR G
F１ ４０ [０．１,０．２,０．３,０．４] ０．５ [３,５,１０,２０] ０．５ ０．７ ０．１ １０００
F２ ４０ [０．１,０．２,０．３,０．４] ０．５ [３,５,１０,２０] ０．５ ０．７ ０．１ １０００
F３ ４０ [０．１,０．２,０．３,０．４] ０．５ [３,５,１０,２０] ０．５ ０．７ ０．１ １０００
F４ ４０ [０．１,０．２,０．３,０．４] ０．５ [３,５,１０,２０] ０．５ ０．７ ０．１ １０００
F５ ４０ [０．１,０．２,０．３,０．４] ０．５ [３,５,１０,２０] ０．５ ０．７ ０．１ １０００
F６ ４０ [０．１,０．２,０．３,０．４] ０．５ [４,８,１５,３０] ０．５ ０．７ ０．１ １０００

５．２　实验结果的比较与分析

DEPES算法、PES算法和 DE算法分别运行３０次后,６
个问题对应最优下料方案的原材平均利用率、平均利用率(除

末根原材外)及最后一根下料原材的余料长度如表２所列.

表２　各算法的实验结果

Table２　Experimentalresultsofeachalgorithm

算例 算法
平均

利用率/％

末根原
材料的

利用率/％

平均利用率
(除末根下料

原材)/％

最后一根
下料原材的

余料

F１

DEPES ９７．６７ ５０．５１ ９９．８２ ８９０９
PES ９７．６７ ５２．１１ ９９．７４ ８６２１
DE ９７．６７ ５２．８２ ９９．７１ ８４９２

AGPSO ９７．６７ ５２．６２ ９９．５８ ８５２９

F２

DEPES ９０．００ ２０．００ １００．００ ２．４
PES ９０．００ ２０．００ １００．００ ２．４
DE ９０．００ ２０．００ １００．００ ２．４

文献[５]算法 ９０．００ ４０．００ ９７．１４ １．８

F３

DEPES ９７．４０ ９３．００ ９７．７１ ７０
PES ９７．４０ ９３．００ ９７．７１ ７０
DE ９７．４０ ９３．２０ ９７．７０ ６８

HHA ９７．４０ ９４．３０ ９７．６２ ５７

F４

DEPES ９７．５３ ８１．５４ ９８．１６ ２４
PES ９７．３５ ８５．３９ ９８．０１ ２１
DE ９６．５６ ８８．４６ ９７．０１ １５

GRH ９７．３９ ６５．７１ ９８．３９ ３６

F５

DEPES ９５．５７ ７７．３４ ９６．１１ ２４８５
PES ９５．２２ ７０．８７ ９５．９７ ３４８５
DE ９５．０４ ６８．６７ ９５．８４ ３４３５

文献[６]算法 ９１．４３ ７０．８７ ９２．１１ ３４８５

F６

DEPES ９９．６３ ９７．１３ ９９．７３ ４３０
PES ９９．４３ ８７．３１ ９９．７０ １２６９
DE ９９．０６ ６４．６０ ９９．７１ ５３１０
GA ９９．３８ １００．００ ９９．４８ ６０

从表２可以看出,对于问题 F１－F６,DEPES算法均能在

算法迭代１０００次以内找到最优下料方案.对于单一规格原

材下料问题F１－F３,从下料方案对应的平均利用率这一指标

来看,DEPES算法均已达到已知最优;从平均利用率(除末根

下料原材)和最后一根下料原材的余料来看,DEPES算法在

保证平均利用率不变的情况下,可以使其他原材(除末根原材

外)的利用率达到最大,并且能够使下料方案的余料尽可能集

中到最后一根下料原材中,以方便后续下料.对于多规格原

材下料问题 F５ 和 F６,从平均利用率、末根原材料的利用率、

平均利用率(除末根下料原材)和最后一根下料原材的余料这

４个指标综合来看,DEPES算法所得下料方案优于 DE算法、

PES算法和已有文献中的最优结果.

对于多规格原材下料问题 F４,虽然从平均利用率(除末

根下料原材)和最后一根下料原材的余料的角度来看,DEＧ

PES算法略差于基于贪婪舍入的启发式算法(GRH),但是其

在原材的平均利用率方面有较好表现,这也表明了 DEPES
算法具有很强的跳出局部最优的能力.究其原因,GRH 算法

的贪婪性导致算法过于强调当前的局部最优,从而无法达到

全局最优,本文所提算法可以弥补这一缺陷.综合来看,DEＧ

PES算法针对一维下料问题的求解性能优于 DE算法和PES
算法,而且与自适应的广义粒子群算法、随机启发式算法、混

合启发式算法、基于贪婪舍入的启发式算法、多阶段启发式算

法以及遗传算法相比,其对单一规格和多规格原材下料问题

的平均利用率(除末根下料原材)分别平均提高了１．０９％和

１．４５％.因此,对于大部分算例,DEPES算法均能够有效提

高下料方案的求解精度,具有明显的性能优势.

５．３　算法性能分析

DEPES算法综合利用了 DE变异、交叉策略和PES的基

本框架,通过与 DE和 PES进行实验对比,可以验证 DEPES
算法的有效性.同时,通过比较３种算法在６个算例上随机

独立运行３０次的平均收敛曲线,可以直观地了解算法的收敛

速度和求解性能.

(a)F１ 的收敛曲线 (b)F２ 的收敛曲线

(c)F３ 的收敛曲线 (d)F４ 的收敛曲线

(e)F５ 的收敛曲线 (f)F６ 的收敛曲线

图３　３种算法在６个算例上的收敛曲线

Fig．３　Convergencecurvesofthreealgorithmsonsixexamples

９６１侯　改,等:基于差分进化的金字塔演化策略求解一维下料问题



从图３可以明显看出,DEPES算法在６个测试算例上都

表现出了较好的性能;其次是 PES算法;性能表现较差的是

DE算法,并且随着下料规模的扩大,DE算法更容易陷入局

部最优.由图３(e)、图３(f)可以明显看出,DE算法在 F５,F６

上的收敛曲线呈一条直线,造成这种现象的原因是:在算法早

期,种群中出现了适应值远远超过当前种群平均适应值的个

体,当所有个体在收敛前都没有找到一个更佳的子代个体时,

进化就会陷入停滞状态;与此同时,随着迭代次数的增加,种

群的多样性迅速降低,这也导致 DE算法较早收敛于局部最

优解.从根本上来说,DEPES算法一方面通过充分利用PES
的优势,缓解了种群内部个体及种群之间开采与探索、竞争与

协作的矛盾;另一方面,在 PES算法的加速过程中引入差分

进化的变异、交叉操作,促进了算法在种群中个体附近区域的

局部开采,这些策略均有利于提高算法的求解性能.

结束语　本文提出了一种基于差分进化的PES算法,将

差分进化的变异、交叉操作引入 PES算法的加速过程中,并

将其用于求解一维下料问题.在６个测试算例上的运行结果

表明:DEPES算法在收敛速度、求解精度方面均有明显改善,

是一种求解一维下料问题的有效方法.将来可以结合并行计

算来提高算法的运行效率,并考虑将 DEPES算法应用于多

维下料问题.

参 考 文 献

[１] CHERRIAC,ARENALESM N,YANASSE H H,etal．The

oneＧdimensionalcuttingstockproblemwithusableleftovers－A

survey[J]．EuropeanJournalofOperationalResearch,２０１４,

２３６(２):３９５Ｇ４０２．
[２] DELORME M,IORIM,MARTELLOS．BinpackingandcutＧ

tingstockproblems:Mathematicalmodelsandexactalgorithms
[J]．EuropeanJournalofOperationalResearch,２０１６,２５５(１):

１Ｇ２０．
[３] ALIANO F A,MORETTIA C,PATO M V．A comparative

studyofexactmethodsforthebiＧobjectiveintegeroneＧdimenＧ

sionalcuttingstockproblem [J]．JournaloftheOperationalReＧ

searchSociety,２０１８,６９(１):９１Ｇ１０７．
[４] CUIY,SONGX,CHENY,etal．NewmodelandheuristicsoluＧ

tionapproachforoneＧdimensionalcuttingstockproblem with

usableleftovers[J]．JournaloftheOperationalResearchSocieＧ

ty,２０１７,６８(３):２６９Ｇ２８０．
[５] ZHUSL．TheresearchonoptimizationalgorithmsforoneＧdiＧ

mensionalcuttingstockproblems[D]．Wuhan:HuazhongUniＧ

versityofScienceandTechnology,２０１３．
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