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摘　要　在均质无线自组织网络中,虚拟骨干(VirtualBackbone,VB)的大小是衡量无线自组织网络质量的一个重要因素,虚拟

骨干越小,网络路由开销越少.最小虚拟骨干的求取问题能够抽象为最小连通控制集问题.针对二维无线自组织网络上的单

位圆盘图(UnitDiskGraph,UDG)中最小连通控制集问题,目前已有很多研究成果,但是在现实中的某些情况下,单位圆盘图

并不能准确地抽象网络.因此,文中提出了在单位球图(UnitBallGraph,UBG)中构建高质量的连通控制集(ConnectedDomiＧ

natingSet,CDS)的算法STＧCDS,给出了单位球图中独立节点个数的一个优化上界,并进一步利用该优化上界得到连通控制集

的性能比.所提算法主要运用构造最小斯坦纳节点的斯坦纳树(SteinerTreewithMinimum NumberofSteinerNodes)方法来

优化节点之间的连通部分.理论分析表明,STＧCDS算法的性能比为１１．８０８０＋ln１１,是目前已知该方向研究中最好的结果.

仿真结果也验证了STＧCDS算法的可行性.
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Abstract　Inhomogeneouswirelessadhocnetworks,thesizeofVB (VirtualBackbone)isanimportantfactortomeasurethe

qualityofadhocnetworks,thesmallerthevirtualbackbone,thelessthenetworkroutingoverhead．TheproblemofminimumvirＧ

tualbackbonecanbeabstractedintotheproblemofminimumconnecteddominatingset．Therehavebeenalotofresearch

achievementsontheproblemofminimumconnecteddominatingsetinUDG(UnitDiskGraphs,UDG)ontwoＧdimensionalwireＧ

lesssensornetworks,butinsomepracticalcases,unitdiskgraphscannotaccuratelyabstractthenetwork．Sohowtoconstruct

highqualityCDS(ConnectedDominatingSet,CDS)inUBG(UnitBallGraph,UBG)isproposed．Inthispaper,anoptimalupper

boundofthenumberofindependentnodesinUBGisgiven,andtheperformanceratioofCDSisobtainedbyusingtheupper

bound．IntheproposedalgorithmSTＧCDS,themethodofconstructingminimumsteinertreewithminimumnumberofsteiner

nodesismainlyusedtooptimizetheconnectingpartsbetweennodes．TheoreticalanalysisshowsthattheperformanceratioofSTＧ

CDSalgorithmis１１．８０８０＋ln１１,whichisthebestresultamongallknownresearchesinthisdirection．Simulationresultsalso

verifythefeasibilityoftheproposedalgorithmSTＧCDS．
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１　引言

在无线网络中,无线传感器网络在特定领域具有传统技

术无法比拟的优势,而无线自组织网络通过临时组网支持恶

劣环境下移动节点间的无线传输,具有广泛的应用前景.目

前,无线自组织网络已被广泛应用于环境监测、健康应用、灾

难救援、战场监控、音乐会、交通控制、移动计算、军事行动等

难以在网络中安装基站的应用领域[１Ｇ４].由于嵌入式传感器、

超大规模集成电路和无线电技术的飞速发展,无线传输的成

本也相对较低.然而,由于没有固定的基础建站设施,为了有

效地解决网络拓扑的变异性,减少冗余路由所带来的不必要

的能源消耗以避免信息冲突和广播风暴,Ephremides等[５]注



意到以往的无线网络路由算法都没有尝试使用与分组蜂窝网

络的物理主干基础设施类似的结构,于是在１９８７年他们引入

了虚拟骨干网的概念.虚拟骨干网是无线网络节点的一个子

集,网络中任意节点之间的每个操作请求都可以转化为虚拟

骨干网上的同源操作.在虚拟骨干网中,每个普通节点只需

要将消息发送到其所在虚拟骨干网中的周围节点即可,这些

周围节点将帮助它将这些消息转发到其目的节点.因此,虚

拟骨干网可以大大减少转发进程,一旦网络中使用了虚拟骨

干网,路由路径搜索空间将被限制在骨干网中,而不是整个网

络,从而可以得到更短的路由路径搜索时间、更小的路由表以

及更简单的路由维护.在无线自组织网络中,构建虚拟骨干

网的方法有很多,其中基于连通控制集的虚拟骨干网的构建

是现有无线传感器网络虚拟骨干网构建方法中的一种具有竞

争力的方法.

在均质无线网络中,现有的许多研究[６Ｇ８]都是利用单位圆

盘图来抽象二维欧几里德平面上的网络,用单位圆盘图上的

节点来代替路由器,节点的传输半径则代表路由器的传输半

径.然而,在研究山区[９]、海洋环境监测、海洋采样网络[１０]等

三维空间领域时,UDG模型并不适用.因此本文使用单位球

图来对三维 无 线 网 络 进 行 建 模.事 实 上,UDG 可 以 看 作

UBG的一个特例,即所有节点都被约束在同一个平面上,但

是 UBG的几何性质比 UDG更复杂,因此对 UBG 的最小连

通控制集(MinimumConnectedDominatingSet,MCDS)进行

近似分析要困难得多.注意到,在 UDG 和 UBG 中,节点的

传输半径都相同,因此可以通过在图中构造一个最小连通控

制集来解决在网络中寻找最小虚拟骨干(Minimum Vitual

Backbone,MVB)的问题.最小连通控制集问题已经被证明

是 NPＧ难问题,因此很多文献提出通过寻找一个 MCDS的近

似算法来解决该问题.这些近似算法一般分为两个阶段:第

一阶 段 构 造 一 个 极 大 独 立 集 (MaximalIndependentSet,

MIS),这个极大独立 集 同 时 也 是 一 个 控 制 集 (Dominating
Set,DS);第二阶段通过添加一些其他的点作为连接点,将控

制集里的点连通起来,构成一个连通控制集.为了分析连通

控制集近似比的性能,需要分解算法,并将每部分分别与最优

解进行比较.因此极大独立集与最优解的比值在求解最小连

通控制集问题中有着至关重要的作用.本文令 M 表示一个

极大独立集,|M|表示极大独立集 M 的大小.在单位圆盘图

中,文献[１１]证明其|M|≤３．８opt＋１．２,经过一系列算法以

及几何方法的改进,目前已有文献中最好的结果是|M|≤

３opt＋３[１２].在 单 位 球 图 中,Kim 等[１３] 证 明 其|M|≤

１０．９１７opt＋１．０８３以及算法近似比为１４．９３７,这是目前已知

最优的极大独立集的 上 界 和 最 优 的 CDS 的 算 法 近 似 比.

CDS算法的近似比即算法生成的连通控制集与最小连通控

制集的比值,该值越小,说明算法产生的 CDS越小,算法性能

更好,因此也称其为算法性能比.Gao等[１４]指出文献[１３]的

分析过程有一个错误,并对其进行了修正.优化算法近似比

的另一个方向是减少连接点的个数,在 UDG 中通常采用最

小斯坦纳树的方法.受此启发,本文在三维无线自组织网络

抽象出的 UBG模型下,运用类似的思想给出了一个关于连

通控制集 的 近 似 算 法,并 且 引 进 了 一 个 新 的 数 学 几 何 模

型———菱形十二面体,运用空间填充的方法进一步优化了极

大独立集 M 的上界|M|≤９．８０８０opt＋１０．５６２５,最终得到算

法近似比为１１．８０８０＋ln１１.

本文第２节给出一些基本的定义和概念;第３节计算在

UBG上极大独立集的改进上界;第４节提出一个基于最小斯

坦纳树方法的CDS构造算法并分析该算法的性质,求得 CDS
的近似比;第５节给出不同参数设置下的仿真结果;最后总结

全文并对展望未来.

２　定义及符号

给定一个单位球图G＝(V,E),E 表示图G 中的边集,V
表示图G 中的点集.对于V 中的任意两点u 和v,当且仅当

u和v之间的欧氏距离d(u,v)≤１时,存在边(u,v)∈E,此时

称v是u的邻点.因为本文考虑的网络模型是基于均质无线

网络,网络中的节点都具有相同的传输距离,所以G 中的每

一条边都是双向边,这意味着如果v是u的邻点,那么u同时

也是v的邻点.节点u的邻点集表示为N(u)＝{v|(u,v)∈

E,v∈V},N[u]＝N(u)∪u.对任意节点u∈V,令ru 表示节

点u的传输半径,在单位球图中,本文将每个节点的传输半径

都设置为１.ID(u)表示u的唯一识别符.

定义１(控制集)　对于给定的单位球图G＝(V,E)的一

个子集S,其被称为G的一个控制集,则对于任意节点u∈V,

要么u∈S,要么u在S 中至少存在一个邻点.

定义２(独立集(IndependentSet,IS))　对于给定的单位

球图G＝(V,E)的一个子集L,其被称为G 的一个独立集的

充分必要条件是对于任意两个节点u,v∈L,(u,v)∉E.

定义３(极大独立集)　L 是图G 的一个极大独立集,当

且仅当L 是G 的一个独立子集并且满足V 中的任意一点加

入到L 中都不可能形成一个新的独立集.

定义４(连通控制集)　给定一个单位球图G＝(V,E),子

集S被称为G 的一个连通控制集,则S 必须满足以下两个

条件:

(１)S是G 的一个控制集;

(２)由S导出的子图G[S]是连通的,即G[S]中的任意两

点之间都至少存在一条路径,使得两点之间可以相互传输

信息.

定义５(最小斯坦纳树问题STＧMSN)　给定一个单位球

图G＝(V,E)和一个V 的节点子集L,计算L 的一个有着最

小斯坦纳节点数目的斯坦纳树.

在本文算法中,图中给定节点子集中的点通常称之终端.

斯坦纳树是一棵树,它将所有终端节点连接起来,使每一片叶

子都是一个终端,但终端节点并不一定都是叶子节点.除了

终端之外,斯坦纳树中的每个节点都称为斯坦纳节点.最小

斯坦纳树问题在欧几里德空间和平面上的几何形式已经有了

广泛的研究,但是在单位球图和单位圆盘图中却很少有相应

的参考文献,这是因为并不是所有在欧几里德平面上的结论

都可以延伸到单位圆盘图,并且二维斯坦纳树的一些结论并

不适用于三维斯坦纳树.三维斯坦纳树问题求解的复杂性和

１５２易　梦,等:三维无线自组织网络中最小虚拟骨干的近似算法



难度远远超过了二维斯坦纳树问题,国内外也只有少量的研

究成果.Min等[１５]提出了一个关于STＧMSN 问题的３Ｇ逼近

求解方法,证明了该方法可以从欧几里德平面推广到单位圆盘

图.受此启发,本文进一步将STＧMSN问题推广到单位球图.

３　单位球图上极大独立集的一个优化上界

一般来说,在单位球图G＝(V,E)中,构造一个图G 的近

似最小连通控制集通常采用两步法:１)找到图G 的一个极大

独立集S,注意S也是图G的一个控制集;２)在S中添加一些

额外的节点作为连接点,从而获得图G的一个连通控制集.因

此极大独立集的上界对于求解CDS的近似比是非常重要的.

本节主要考虑单位球图G＝(V,E)中 MIS的优化上界.

令α(S)表示图G 中极大独立集S 的大小,opt表示图G 的

MCDS的大小.关于一个单位球图有多少个独立节点,文献

[１６]有以下结论.

引理１　假设G＝(V,E)是一个单位球图,那么对于任意

节点v∈V,以v 为 中 心 的 单 位 球 图 最 多 有 １２ 个 独 立 邻

点[１６].

在文献[１６]的基础上,Butenko等[１７]证明了在任意连通

的单位球图上有α(G)≤１１opt＋１ .随后,Kim 等[１３]采用数

学归纳法优化了文献[１８]中的结论,得到一个新的关于 MIS
的算法近似比,为１０．９１７,这是目前已知最优的结论.本节

提出了用菱形十二面体进行单位球图上的空间填充的方法

(如图１),得出了一个关于 MIS的更好的算法近似比,为

９．９９６８.

图１　在单位球图中的菱形十二面体

Fig．１　Rhomboiddodecahedronsinunitballgraph

引理２　假设G＝(V,E)是一个单位球图,那么α(G)≤
１０．９１７opt＋１．０８３[１３].

为了进一步优化单位球图中极大独立集的上界,从而减

小CDS的算法近似比,本文引进菱形十二面体[１９]的数学模

型来求解这个问题.如图２所示,令Di 和Dj 分别表示中心

为ei 和ej 的单位球(半径为１).如图３所示,Di
－

和Dj
－

表示中

心为ei 和ej、半径为１．５的球,d(ei,ej)＝１,B１＝Di∪Dj,

B２＝Di
－

∪Dj
－ .显然有以下结论.

引理３　假设G＝(V,E)是一个连通的单位球图,G
－
＝

(V
－,E

－)是另一个连通的球图,其有着与G相同的中心,但是每

个球的半径为１．５.令I＝{e１,e２,􀆺,eopt}是图 G 的一个

MCDS,A 表示图G
－
中被以中心为ei 的球所覆盖的区域,则有

A≤１４．１３７２＋６．８０６８(opt－１),opt表示图G 的最优 CDS的

大小.

图２　半径为１的单位球

Fig２　Unitballofradius１

图３　半径为１．５的单位球图

Fig３　Unitballofradius１．５

证明:假设Di
－
和Dj

－
表示两个互相连通且中心为ei 和ej、半

径为１．５的球,则有d(ei,ej)≤１.本文首先考虑d(ei,ej)＝

１的情况,令Vi 表示Di
－

的体积,Vji 表示Dj
－

－Di
－

的体积,则

Vi＝４
３π１．５３≤１４．１３７２.由图２可得:

Vji＝Vi－２×１
３πh２(３×１．５－h)

＝４
３π１．５３－２×１

３π１２(３×１．５－１)

≤６．８０６８
显然,当d(ei,ej)＜１时,Vji≤６．８０６８仍然成立.综上所

述,被单位球所覆盖的区域A 的值最大为１４．１３７２＋６．８０６８
(opt－１).

引理４　以半径为０．５的内切球的菱形十二面体的体积

为０．７０７１.
证明:令a表示菱形十二面体的边长,r表示它的内切球

半径,则菱形十二面体的体积V１２＝１６
９ ３a３,半径r和边长a

之间的关系为r＝ ６
３a.将r＝０．５代入,则V１２＝１６

９ ３a３＝

４ ２r３≈０．７０７１.
定理１　令S是一个连通的单位球图G＝(V,E)的一个

极大独立集,α(S)表示集合S 中的节点数目,则有α(S)≤
９．８０８０opt＋１０．５６２５,opt表示图G 的最优 CDS(MCDS)的

节点数目.
证明:根据引理３,需要计算在球图G中所能包含的半径

为０．５的球的最大数目,即 MIS的上界,计算如下:

α(S)≤１４．１３７２＋６．８０６８(opt－１)
４
３π×０．５３

≤１３opt＋１４

但是因为球与球之间有间隙,所以球并不能完全覆盖整

个球图区域,而对于每一个半径为０．５的球,有且只有一个菱

形十二面体(如图４)作为球的外接多面体单体.由文献[１９]
知,菱形十二面体是一种优良的空间无缝填充单体,１３个菱

形十二面体可以在空间里紧密相连,所以本文采用菱形十二

２５２ ComputerScience 计算机科学 Vol．４７,No．７,July２０２０



面体模型来替代球形进行求解.如果所有用来填充G
－

的菱

形十二面体都被G
－

覆盖,那么在G中就有了这样一个更精确

的 MIS上界:

α(S)≤１４．１３７２＋６．８０６８(opt－１)
０．７０７１ ≤９．６２６４opt＋１０．３６６８

图４　菱形十二面体

Fig４　Rhombohedraldodecahedron

注意到,当G的独立集中的一个节点u 位于某个单位球

的表面时,该节点对应在G
－

中就是以u为中心、半径０．５的

球.在这种情况下,以u为中心、半径为０．５的球为内切球的

菱形十二面体并不能完全被G
－

所覆盖,在区域外面的体积不超

过１
１４

(４２×０．５２－ ４
３π×０．５２),所以菱形十二面体在球图中

的有效填充体积不低于４ ２×０．５３－ １
１４

(４ ２×０．５３－ ４
３π×

０．５３).

因此,可以得到一个关于 MIS的更精确的新上界α(S):

α(S)≤ １４．１３７２＋６．８０６８(opt－１)

４ ２×０．５３－１
１４

(４ ２×０．５３－４
３π×０．５３)

≤１４．１３７２＋６．８０６８(opt－１)
０．６９４０

≤９．８０８０opt＋１０．５６２５

４　用斯坦纳树方法构造一个CDS

本文将在单位球图上构建一个新的贪婪算法 STＧCDS,

该算法分为两个阶段.第一阶段,基于每个节点的权值,采用

贪婪策略构造图G的极大独立子集L,同时保证L 中任意两

个互补子集之间最多距离两跳,单位球图上的极大独立集的

上界已经在本文的第３节求证完毕.第二阶段,采用最小斯

坦纳树的方法,用尽可能少的斯坦纳节点来连通L 中的终端

节点,从而得到图G的一个连通控制集.并且本文还证明了

该连通控制集与最优解的近似比为１１．９９６８＋ln１１.连通控

制集算法的性能比指算法生成的连通控制集与最小连通控制

集的比.本文在４．２节详细分析算法的性质,并证明算法的

性能比为１１．８０８０＋ln１１,这是目前已知在单位球图上构建

CDS的算法中产生的最优结果.

４．１　STＧCDS算法

在STＧCDS算法中,首先输入一个连通的原始球图G,如
果G不是连通图,则很有可能找不到作为连通点的斯坦纳节

点,导致最终找不到一个连通控制集,那么对于这个问题的研

究也就没有意义.在连通控制集的构造过程中,为了便于分

析,本文采取染色的方法来区别不同子集的节点,将图G 的

极大独立子集L 中的节点都染为黑色,L 的邻点集都染为灰

色,斯坦纳节点集B都染为蓝色.蓝色节点作为斯坦纳节点

可以连通极大独立集中的节点.
本文定义一个蓝黑分量为由蓝色和黑色节点组成且忽略

蓝色节点之间的连通性所导出的一个连通分量.W(δe(x),

δo(x),IDx)表示评估网络中节点x 重要性的一个权函数,

δe(x)表示x的有效度,δo(x)代表x的初始度,IDx 表示x 的

ID.节点的初始度表示在原始图G中节点的邻点数目;有效

度表示节点除已选为黑色邻点集中以外的邻点个数,即表示

节点在当前步骤中的重要程度.注意到,节点的有效度随着

算法的进行不断变化.

给定两个三维数组变量(δe(u),δo(u),IDu)和(δe(v),

δo(v),IDv),权 函 数 W:(δe,δo,ID)|→R 满 足 W (δe (u),

δo(u),IDu)＞W(δe(v),δo(v),IDv),当且仅当满足下列任意

一个条件时成立:
(１)δe(u)＞δe(v);

(２)δe(u)＝δe(v)且δo(u)＜δo(v);

(３)δe(u)＝δe(v),δo(u)＝δo(v)且IDu＞IDv.

STＧCDS算法的流程如图５所示.

图５　STＧCDS算法流程图

Fig．５　FlowchartofSTＧCDSalgorithm

算法１　STＧCDS
输入:一个连通的球图 G＝(V,E)

输出:图 G的一个连通控制集S

１．设置L＝Ø,H＝Ø,B＝Ø,S＝Ø,V１＝V,并将 V 中所有节点都染

成白色;

２．选择一个权值 W(δe(s),δo(s),IDs)最大的节点s∈V作为根节点;

３．将节点s染成黑色,s的邻点 N(s)染成灰色;

４．令L＝{s},H＝N(s),V１＝V－N[s]

５．WhileV１≠Ødo

６．　 选择一个权值 W(δe(y),δo(y),IDy)最大的节点y∈N(H)∩

V１;

７．　 将节点y染成黑色,y的邻点 N(y)染成灰色;
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８．　 令L＝L∪{y},H＝H∪N(y),V１＝V１－N[y]

９．Endwhile//L表示 MIS,即 DS

１０．Fori＝１２to２do

１１．　While能够找到一个节点u∈H 使得至少邻近i个黑色节点,并

且这些黑色节点属于不同的蓝黑分量do

１２．　将u染成蓝色

１３．　H＝HＧ{u},B＝B∪{u}

１４．　Endwhile

１５．Endfor//B表示斯坦纳节点,即连接点

１６．S＝L∪B//S表示CDS

１７．输出 S

４．２　算法STＧCDS的性能分析

引理５　假设L 是由STＧCDS算法生成的极大独立集,

那么L的任意一对互补子集L１,L２ 之间恰好相隔两跳.
证明:因为L１,L２ 是L 的任意一对互补子集,所以满足

L１∪L２＝L且L１∪L２＝Ø.为了不失一般性,假设L＝{v０,

v１,􀆺,vk},１≤j≤k,v０＝s,vj 是STＧCDS算法中第j次迭代

添加到L 中的点(算法１第５－９步).根据STＧCDS算法的

构造过程,vj 一定有一个邻点在集合H 中,而集合 H 是黑色

节点{v０,v１,􀆺,vj－１}的邻点集,所以一定存在某一个黑色节

点vi∈{v０,v１,􀆺,vj－１},０≤i≤j－１,与vj 恰好相距两跳.

总而言之,存在一个整数１≤j≤k,使得vj∈L１,{v０,v１,􀆺,

vj－１}∈L２ 或者vj∈L２,{v０,v１,􀆺,vj－１}∈L１,即L的任意一

对互补子集L１,L２ 之间恰好相隔两跳.

定理２　STＧCDS算法中生成的L是一个极大独立集,同
时也是图G的一个控制集,S是图G 的一个连通控制集.

证明:(１)首先,证明L 是一个极大独立集.根据定义３
可知极大独立集的定义,选定一个权值最大的点作为根节点,
放进L中并将它染成黑色,将它的邻点染成灰色,随后依次

在L的白色邻点中选择权值最大的点,重复以上过程直到没

有白色节点.在这个过程中可知,所有的黑色节点一定不相

连.本文采用反证法,假设有两个黑色节点x１,x２∈L 且存

在x１,x２∈E,为了便于分析,假设x１ 先于x２ 被选为黑色节

点,x１,x２ 初始时都为白色,则当x１ 被染为黑色时,由算法第

７步知 N(x１)中的所有节点都被染成灰色,所以x２∈N(x２)

也会被染成灰色,而灰色节点在算法中不可能再变成黑色,与
假设矛盾,因此L是一个独立集.而当算法的第一阶段运行

完毕之后,集合中所有的点不是黑色就是灰色,因为灰色节点

一定是某个黑色节点的邻点,所以不能再添加黑色节点到L
中,否则L就不是独立的,因此L是一个极大独立集.

(２)L 同时也是图G 的一个控制集.根据定义１和定义

３可知控制集和极大独立集的定义.在STＧCDS算法第一阶

段完成之后,每一个灰色节点都必定在L 中至少存在一个邻

点,即灰色节点被L中的点所控制,所以L是一个控制集.
(３)S是图G 的一个连通控制集.因为S是在L 的基础

上添加了一些斯坦纳节点,而L 已经被证明是一个控制集,

所以S也是一个控制集,只需要证明S的连通性即可.由引

理１知,一个单位球最多有１２个独立邻点,所以在 STＧCDS
算法的第二阶段,for循环从i＝１２到２,而每一个蓝黑分量都

是一个由斯坦纳节点连通的连通分量.初始时,每一个独立

的黑色节点实际上就是一个蓝黑分量,当一个灰色节点至少

临近i个蓝黑分量时,该灰色节点将被染为蓝色,归并到斯坦

纳点集合B中,这意味着每一个斯坦纳节点至少可以连通i
个连通分量.当循环结束时,整个集合S＝L∪B 已经成为一

个大连通分量,即连通控制集.

定理３　假设T∗ 代表基于给定的 MIS上STＧMSN问题

的一个最优斯坦纳树,集合B 是由STＧCDS算法生成的斯坦

纳节点集,则|B|≤(２＋ln１１)C(T∗ ),C(T∗ )表示T∗ 中斯坦

纳节点的数目.

证明:根据STＧCDS算法,生成的极大独立集表示为L,

如果L只包含一个节点,则C(T∗ )＝０,对于定理３的研究没

有意义,本文不考虑这种情况.因此,假设L 至少包含两个

节点,即C(T∗ )≥１,令|L|＝l,即l为黑色节点的数目,而蓝

色节点(斯坦纳节点)是在STＧCDS算法第二阶段由满足条件

的灰色节点转化而来,令{x１,x２,􀆺,xk}是按算法中出现的顺

序排列的蓝色节点,ai 表示节点{x１,x２,􀆺,xi}从灰色变成蓝

色之后蓝黑分量的数目.根据引理６知,一定存在一个节点

可以连通图G 的两个互补子集.而每个蓝黑分量都包含一

个邻近T∗ 中斯坦纳节点的黑色节点.所以,一定存在一个

斯坦纳节点xi 邻近至少 ai

C(T∗ )个蓝黑分量.故有:

ai＋１≤ai－ ai

C(T∗ )＋１ (１)

推导得:

ai ≤ai－１－ ai－１

C(T∗ )＋１

≤ai－１(１－ １
C(T∗ ))＋１

≤ai－２(１－ １
C(T∗ ))

２＋(１－ １
C(T∗ ))＋１

≤􀆺

≤a０(１－ １
C(T∗ ))

i＋∑
i－１

j＝０
(１－ １

C(T∗ ))
j (２)

从式(２)可以看出∑
i－１

j＝０
(１－ １

C(T∗ ))
j 是一个收敛到C(T∗ )

的几何级数,在h＝C(T∗ )ln a０

C(T∗ )(１≤h≤k)次迭代后,蓝

黑分量的数目为:

ah ≤a０(１－ １
C(T∗ ))

h＋C(T∗ )

≤a０e
－
C(T∗)ln

a０
C(T∗)

C(T∗) ＋C(T∗ )

≤２C(T∗ ) (３)

结合式(１)、式(２)和式(３)可得,对于任意i都有:

ai＋１－ai≤１－ ai

C(T∗ )≤１－２≤－１ (４)

ak≤ak－１－１≤􀆺≤ah－１－(k－h－１) (５)

进一步可以推导出:

ah＋１≤２C(T∗ ) (６)

因此:

k－h≤２C(T∗ ) (７)

注意,a０ 是初始的所有连接分量,由引理１得,单位球图

上任意一点最多有１２个独立邻点,所以每加入一个蓝色节点

最多可以连通１２个连通分量,也就是最多减少１１个连通分

量,因为它本身构成了一个新的更大的连通分量.因此:
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a０

C(T∗ )≤１１ (８)

h＝C(T∗ )ln a０

C(T∗ )≤C(T∗ )ln１１ (９)

综上:

k≤h＋２C(T∗ )≤(２＋ln１１)C(T∗ ) (１０)
本文中,STＧCDS算法生成的斯坦纳节点集|B|≤(２＋

ln１１)C(T∗ ),C(T∗ )表示T∗ 中斯坦纳节点的数目.
定理４　STＧCDS算法生成的图G＝(V,E)的连通控制

集(CDS)S的大小不超过(１１．８０８０＋ln１１)opt＋１０．５６２５,opt
表示G 的最优CDS的大小.

证明:由于本文算法采用两阶段 的 方 式,因 此 生 成 的

CDS由两部分构成:极大独立集L 和斯坦纳点集B.在算法

的第一阶段,根据定理 １,极大独立集|L|≤９．８０８０opt＋
１０．５６２５,opt表示G 的最优CDS的大小.

在第二阶段,本文采用贪婪近似的方法来解决在单位球

图上的最小斯坦纳节点的斯坦纳树问题,通过构造一个斯坦

纳树来连接极大独立集中的节点.由定理３可知,STＧCDS
算法中生成的斯坦纳节点集|B|≤(２＋ln１１)C(T∗ ),C(T∗ )
表示T∗ 中斯坦纳节点的数目,T∗ 代表基于给定的 MIS上

STＧMSN问题的一个最优斯坦纳树.因为 MCDS也可以连

接 MIS,所 以 STＧMSN 问 题 的 最 优 解 的 大 小 不 可 能 超 过

MCDS的大小,即C(T∗ )≤opt.因此在第二阶段,最多选取

(２＋ln１１)opt个斯坦纳节点来连通 MIS,即|B|≤(２＋ln１１)

C(T∗ )≤(２＋ln１１)opt.
综上所述,由STＧCDS算法生成的关于图G 的连通控制

集的上界为:

|S|≤|L|＋|B|
≤９．８０８０opt＋１０．５６２５＋(２＋ln１１)C(T∗ )

≤９．８０８０opt＋１０．５６２５＋(２＋ln１１)opt
≤(１１．８０８０＋ln１１)opt＋１０．５６２５

为了验证所提算法的结果和理论结果一致,本文通过一

个示例进一步说明,给出一个简单的单位球图G＝(V,E),

E＝{(v１,v３),(v２,v３),(v３,v４),(v４,v５),(v５,v６),(v５,v７),
(v５,v８),(v７,v９),(v８,v１０)},V＝{v１,v２,v３,v４,v５,v６,v７,v８,

v９,v１０},如图６所示.根据本文算法可得到图G的CDS大小

为７,S＝L∪B＝{３,４,５,７,８,９,１０},而实际通过枚举法得到该

图的 MCDS为{３,４,５,７,８},大小为５.显然,７＜(１１．８０８０＋
ln１１)∗５＋１０．５６２５,与定理４的理论结果一致.

图６　一个示例

Fig６　Asample

５　仿真分析

本节使用 MATLAB仿真来分析 STＧCDS算法的性能.
首先设定一个１００∗１００∗１００的三维虚拟空间,在这个空间

中随机生成 N 个无线节点,节点的位置是随机部署的,每个

节点都具有相同的传输半径R.如果这些生成的节点能够形

成一个连通图,则继续下一步,否则舍弃它们.在相同的参数

变化下,随机生成１０００个连通的单位球图,每一个图都按照

算法STＧCDS计算出一个 CDS,然后计算 CDS的平均大小.
图７是当 N＝３０,R＝３５时节点在空间里的一个随机分布图.

图７　一个连通图

Fig．７　Aconnectedgraph

由于网络节点的位置是随机部署的,当节点的传输半径

R过小或者节点数目N 太少时,很可能无法生成一个连通的

单位球图,也就无法进行下一步的研究工作.因此,本文设置

节点的最大传输半径R 分别为３０,３５,４０,４５,并将三维虚拟

空间的节点数目 N 控制为５０~１５０,间隔为１０.图８中每个

参数的最后一个数字３０,３５,４０,４５分别表示用于生成该图的

每个节点的最大传输范围.

图８　仿真结果

Fig．８　Simulationresults

图８表明随着网络密度即相同空间大小下网络节点个数

的增多,STＧCDS算法产生的 CDS随之增大.当网络中的节

点个数 N 相同时,随着传输半径的增大,CDS的平均尺寸减

小.这是因为在最大传输范围较大的情况下,一个 CDS节点

可以控制更多的其他节点,因此,构建一个 CDS所需要的节

点更少.此外,随着网络空间规模的增大,CDS的平均大小

应该与图８类似,因为需要更大的 CDS来控制其他节点.网

络越稀疏,CDS所包含的节点数量就越多;网络越密集,CDS
所包含的节点数量就越少.

结束语　本文研究了在三维同质无线自组织网络中关于

最小虚拟骨干的构造问题.这个问题可以抽象成单位球图上

的最小连通控制集问题,本文优化了 UBG上 MIS的上界,将
目前最好的近似比由１０．９１７减小到９．８０８０,并且提出了一

个近似算法STＧCDS,运用斯坦纳方法连通 MIS构造出一个

CDS,近似比为１１．８０８０＋ln１１,并通过仿真验证了该算法是

可行的.但是本文并没有考虑连通控制集的容错性以及在异

质无线网络中的应用.在未来的研究工作中,我们计划研究

如何在保证容错性的情况下进一步减小连通控制集的大小以

及连通控制集在异质无线网络中的应用.
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