
http://www．jsjkx．com

DOI:１０．１１８９６/jsjkx．１９１０００１７５

到稿日期:２０１９Ｇ１０Ｇ２７　返修日期:２０２０Ｇ０５Ｇ０８　　本文已加入开放科学计划(OSID),请扫描上方二维码获取补充信息.

基金项目:国家自然科学基金(６１６７２０２３);广西自然科学基金(２０１８GXNSFAA２８１３２６);广西可信软件重点实验室基金(kx２０１９１１)

ThisworkwassupportedbytheNationalNaturalScienceFoundationofChina (６１６７２０２３),NaturalScienceFoundationofGuangxi,China
(２０１８GXNSFAA２８１３２６)andFoundationofGuangxiKeyLaboratoryofTrustedSoftware(kx２０１９１１)．
通信作者:潘海玉(phyu７６＠１２６．com)

基于度量线性时态逻辑的近似安全性

蔡　泳 钱俊彦 潘海玉

桂林电子科技大学广西可信软件重点实验室　广西 桂林５４１００４
　(caiyong１７１０＠１６３．com)

　
摘　要　近年来,计算机系统的定量验证已经引起了学术界和工业界足够的关注,其中取值于度量空间的系统性质研究为定量

验证的发展开辟了一条新途径.在系统验证中常用线性时间属性来刻画系统的性质,而安全性作为线性时间属性中一类至关

重要的基础属性,能保证系统在运行过程中不会发生“坏”的事情,其在度量背景下的推广形式也应该得到关注.为此,文中研

究伪超度量空间上安全性的扩展问题,首先对已有的度量线性时态逻辑进行适当的补充,使其能充分地刻画度量背景下的线性

时间属性;然后引入距离阈值α,提出一种αＧ安全性的概念,从而将经典的安全性提升到伪超度量空间上;最后讨论度量线性时

态逻辑与αＧ安全性之间的关系.这些结论为取值于度量空间的系统的安全性验证提供了理论依据.
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Abstract　Inrecentyears,quantitativeverificationofcomputersystemshasattractedmuchattentionfromtheacademicandinＧ

dustrialcommunities,wherethestudyofsystemspecificationsovermetricspaceshasofferedanewresearchlineforthedevelopＧ

mentofquantitativeverification．Insystemverification,lineartimeattributeisoftenusedtodescribethepropertiesofthesystem,

andsecurity,asoneofthemostimportantbasicattributesoflineartimeattribute,canassertthatnothing“bad”happensduring
executionofsystems．Hencetheextensionofsafetypropertiesshouldalsobeconcernedinthecontextofmetrics．ThispaperinＧ

vestigatessafetypropertiesoverpseudoＧultrametricspaces．First,metriclineartemporallogic(MLTL)isusedtocharacterizelinＧ

earＧtimepropertiesinthecontextofmetricsmetrics．Then,thispaperliftsthenotionofsafetypropertiestopseudoＧultrametric

spaces,calledαＧsafetyproperties,byintroducingthedistancethresholdα．Finally,therelationshipbetween MLTLandαＧsafety

propertiesisdiscussed．Theseresultsprovideatheoreticalbasisfortheverificationofsafetypropertiesinthecontextofmetrics．

Keywords　Safetyproperty,Modelchecking,LinearＧtimeproperty,Lineartemporallogic,PseudoＧultrametricspace

　

１　引言

模型检测作为计算机系统验证中一种高度自动化的验证

技术[１],自提出以来其影响力从学术界辐射到了工业界,目前

已成功应用到不同的领域中.在计算机系统验证中,线性时

态逻辑[２](LinearTemporalLogic,LTL)用于刻画计算机系统

的性质,这些性质又被称为线性时间属性.这是迈向构建模

型检测理论重要的一步,现已得到了广泛的应用[３Ｇ９].而线性

时间属性中有两类备受关注的属性———安全性和活性,其中

对安全性的研究一直是系统验证中的焦点问题,是研究线性

时间属性的基础[１].

安全性保证系统在运行过程中不会发生“坏”事情,其形

式化的定义由 Alpern等[１０]给出.迄今为止,学术界对安全

性的研究已经取得了许多进展[１１Ｇ１４],并且已有许多有效的方

法可以对其进行验证[１].特别地,Sistla[１５]从 LTL角度对安

全性进行了刻画.

随着计算机系统的日趋复杂,许多实际的系统被赋予量

化的行为特征.显然,经典的线性时间属性已经难以精确描

述带有大量量化信息的系统行为.为此,人们对线性时间属

性包括安全性进行了扩展.Li等[１６]基于 Heyting代数将线

性时间属性推广到多值逻辑上,并给出安全性在该逻辑上的

形式化定义以及相应的验证方法.之后,Li等[１７]又研究了线



性时间属性在可能性测度下的推广形式.Katoen等[１８]基于

离散时间马尔可夫链研究了安全性的量化扩展问题.此外,

形式化验证领域中还有许多类似的推广工作,具体请见文献

[１９Ｇ２８].

线性时间属性在度量背景下的量化扩展也得到了重视.

Alfaro等[２９]将系统模型推广到度量空间上,利用线性距离和

分支距离来刻画迹包含、迹等价以及(互)模拟关系,并给出了

LTL在度量空间上一种定量的扩展形式.自然地,安全性在

度量背景下也应该得到相应的推广,然而这一研究至今仍未

受到关注.

本文研究伪超度量[３０Ｇ３２](PseudoＧultrametric)上安全性的

扩展问题.首先对文献 [２９]中的度量线性时态逻辑定义进

行补充;然后通过引入距离阈值α,将经典的安全性概念提升

到伪超度量空间上,称之为αＧ安全性;最后在度量线性时态逻

辑与αＧ安全性之间建立关系,从该逻辑角度对αＧ安全性进行

刻画,并表明经典安全性在LTL中的刻画形式是本文结论的

一种特殊情形.

２　预备知识

本节首先回顾一些概念与定义,这些内容主要来源于文

献[１,２９Ｇ３２].为了便于叙述,约定以下记号:N表示自然数

集;对于任意x,y∈[０,１],x∨y与x∧y分别表示 max(x,y)

与 min(x,y);设S为一个集合,S∗ (Sω)表示由S中的元素构

成的所有有限(无限)字符串的集合;给定λ∈S∗ ∪Sω,λ′∈

S∗ 与i∈N,λ′λ,|λ′|,λi 和λi 分别表示λ′和λ的连接、λ′的长

度、λ中第i＋１个元素,以及λ的后缀λiλi＋１􀆺;pref(λ)表示λ
的所有前缀构成的集合.

设X 为一个非空集合,称函数d:X×X→[０,１]为 X 上

的一个伪超度量,如果对于任意x,y,z∈X,则满足以下３个

条件:

(１)d(x,x)＝０;

(２)d(x,y)＝d(y,x);

(３)d(x,z)≤d(x,y)∨d(y,z).

二元组(X,d)表示一个伪超度量空间,在不致混淆时,

(X,d)简记为X.除非特别声明,否则本文讨论的集合 X 是

有限的.

设AP 为原子命题集,函数v:AP→X 称为AP 的一个赋

值.AP 在 伪 超 度 量 空 间 X 上 的 所 有 赋 值 的 集 合 记 为

V(AP).一个度量线性时间属性 (MetricLinearＧTimeProＧ

perty,MLTProperty)P 是(V(AP))ω 的一个子集,即 P⊆
(V(AP))ω.

命题距离PD 刻画赋值之间的关系,其定义为:

对于任意u,v∈V(AP),有:

PD(u,v)＝max
p∈AP

　d(u(p),v(p))

迹距离TD 刻画(V(AP))ω 中串之间的关系,定义为:

对于任意σ,ρ∈(V(AP))ω,有:

TD(σ,ρ)＝sup
i∈N

PD(σi,ρi)

线性距离D 刻画 MLT属性之间的关系,定义为:

对于任意P１,P２⊆(V(AP))ω,有:

D(P１,P２)＝sup
σ∈P１

　inf
ρ∈P２

TD(σ,ρ)

记D(σ,P１)为inf
ρ∈P１

TD(σ,ρ).

３　αＧ安全性

本节首先对文献[２９]中引入的度量线性时态逻辑的定义

做适当的补充;然后,将经典的安全性概念提升到伪超度量空

间上,定义一种近似安全性;最后,在度量线性时态逻辑与所

定义的近似安全性之间建立关系.

下面给出度量线性时态逻辑的语法定义,这是 LTL正范

式(PositiveNormalForm)[１]的一种定扩展形式.

定义１　给定原子命题集AP 与伪超度量空间X,AP 上

的度 量 线 性 时 态 逻 辑 (Metric Linear TemporalLogic,

MLTL)公式的语法递归定义如下:

φ∷＝true|false|M(p,c)|φ１∧φ２|φ１∨φ２|Xφ|Gφ|φ１Uφ２

其中,p∈AP,c∈X.

下面给出 MLTL公式在(V(AP))ω 上的语义解释.

定义２　设φ为一个 MLTL公式,φ在(V(AP))ω 上的语

义解释是一个映射‖φ‖:(V(AP))ω→[０,１],递归定义如下:

对于任意σ∈(V(AP))ω,有:

‖true‖(σ)＝１

‖false‖(σ)＝０

‖M(p,c)‖(σ)＝d(σ０(p),c)

‖φ１∧φ２‖(σ)＝min(‖φ１‖(σ),‖φ２‖(σ))

‖φ１∨φ２‖(σ)＝max(‖φ１‖(σ),‖φ２‖(σ))

‖Xφ‖(σ)＝‖φ‖(σ１)

‖Gφ‖(σ)＝inf
i∈N

‖φ‖(σi)

‖φ１Uφ２‖(σ)＝sup
i∈N
　inf

０≤j＜i
(‖φ１‖(σj)∧‖φ２‖(σi))

此外,根据 MLTL公式的定义,可以衍生出运算符F 和

W,它们分别被定义为:

Fφ＝trueUφ

φ１Wφ２＝(φ１Uφ２)∨Gφ１

相应地,可以得到它们在(V(AP))ω 上的语义解释,具体

内容如下.

引理１　对于任意σ∈(V(AP))ω,有:

(１)‖Fφ‖(σ)＝sup
i∈N

‖φ‖(σi);

(２)‖φ１Wφ２‖(σ)＝sup
i∈N

inf
０≤j＜i

(‖φ１‖(σj)∧‖φ２‖(σi))

∨inf
k∈N

‖φ１‖(σk).

证明:由定义２知(２)显然成立,以下为(１)的证明过程.

‖Fφ‖(σ)＝‖trueUφ‖(σ)

＝sup
i∈N

inf
０≤j＜i

(‖true‖(σj)∧‖φ‖(σi))

＝sup
i∈N

inf
０≤j＜i

(１∧‖φ‖(σi))

＝sup
i∈N

‖φ‖(σi)

给定一个 MLTL公式φ与阈值α∈[０,１],φ在α约束下

表示一个 MLT属性.

Lα(φ)＝{σ∈(V(AP))ω:‖φ‖(σ)＞α}

注１:(１)本文的 MLTL公式是在文献[２９]提出的度量线

性时态逻辑的基础上,增加了true、false以及运算符U 的定
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义,其中true在(V(AP))ω 上用于刻画(V(AP))ω 本身;根据

定义２,当α＜１时,Lα(true)＝(V(AP))ω.由于 LTL正范式

中的p和¬p在 MLTL中由 M(p,０)与 M(p,１)来刻画,且

MLTL不再使用经典情形中的¬算子,自然地,定义１中增

加了false用于刻画空集 Ø.同时,LTL中的算子U 作为一

种常用的运算符,也应该有相应的扩展.

(２)当伪超度量空间 X＝({０,１},d)且α取值为０时,

MLT属性即为经典的线性时间属性,此时 MLTL公式的语

义退化为LTL公式的语义,其中不出现时序运算符如 X,G
与U 的公式,称为命题逻辑公式.

接下来研究安全性在度量背景下的推广形式,首先简单

回顾一下经典安全性的定义.

定义３[１]　设P⊆(２AP)ω,称P 为一个安全性,如果对于

任意λ∈(２AP)ω\P,存在前缀λ
∧

∈pref(λ),使得对于任意λ′∈

(２AP)ω,有λλ′∉P,则λ
∧
被称为P 的一个坏前缀.

下面通过引入距离阈值α来定义一种近似安全性,这类

安全性是 MLT属性的一个子集,称之为αＧ安全性.

定义４　设阈值α∈[０,１],P 为AP 上的一个 MLT 属

性.称P 为αＧ安全性,如果对于任意σ∉P,存在前缀σ
∧
∈pref

(σ),使得对于任意σ′∈(V(AP))ω,有D(σ
∧
σ′,P)＞α,则σ

∧
被称

为P 的一个坏前缀.

注２:当伪超度量空间 X＝({０,１},d)时,对于一个０Ｇ安

全性P,由定义４知任意σ∉P 都存在前缀σ
∧
∈pref(σ),使得

对任意σ′∈(V(AP))ω 有D(σ
∧
σ′,P)＞０,即σ

∧
σ′∉P.因此,０Ｇ

安全性刻画了经典的安全性.

根据定义４,不同的αＧ安全性之间也有一定的关系,具体

内容如下.

命题１　给定一个αＧ安全性P,若α′∈[０,１]且α′≤α,则

P 也是一个α′Ｇ安全性.

证明:因为P 是一个αＧ安全性,由定义４知对于任意σ∉

P,存在前缀σ
∧
∈pref(σ),使得对于任意σ′∈(V(AP))ω,有

D(σ
∧
σ′,P)＞α≥α′.再根据定义４可得P 是一个α′Ｇ安全性.

特别地,(V(AP))ω 是一个１Ｇ安全性,此时根据命题１,对

于任意α∈[０,１],(V(AP))ω 也是一个αＧ安全性;对于空集

Ø,将它定义为一个特殊的αＧ安全性.

下面给出了一个伪超度量空间的实例.

例１　设[０,１]f 为[０,１]的一个有限子集,X１＝([０,１]f,

d１),其中d１ 被定义为:

对于任意x,y∈[０,１]f,有:

d１(x,y)＝
y∨(１－x), x＜y
０, x＝y
x∨(１－y), x＞y

{
本文证明d１ 满足伪超度量的３个条件.设x,y,z∈[０,

１]f,显然d１(x,x)＝０且d１(x,y)＝d１(y,x)成立.对于伪超

度量条件(３)的证明,分以下情形进行讨论:

(１)当x＝y时,有d１(x,y)＝０≤d１(x,z)∨d１(z,y).

(２)当x＝z时,有d１(x,y)＝d１(z,y).由此可得d１(x,

y)≤d１(x,z)∨d１(z,y).y＝z这一情形与此类似,故省略.

(３)当x＜y＜z时,有y∨(１－x)≤z∨(１－x),进而有

y∨(１－x)≤z∨(１－x)∨z∨(１－y),即d１(x,y)≤d１(x,

z)∨d１(z,y).y＜x＜z这一情形与此类似,故省略.

(４)当x＜z＜y时,有y∨(１－x)＝(１－x)∨y,进而有

y∨(１－x)≤z∨(１－x)∨y∨(１－z),即d１(x,y)≤d１(x,

z)∨d１(z,y).y＜z＜x这一情形与此类似,故省略.

(５)当z＜x＜y时,有y∨(１－x)≤y∨(１－z),进而有

y∨(１－x)≤x∨(１－z)∨y∨(１－z),即d１(x,y)≤d１(x,

z)∨d１(z,y).z＜y＜x这一情形与此类似,故省略.

综上所述,d１ 是[０,１]f 上的一个伪超度量,因此 X１ 是

一个伪超度量空间.

下面给出一个αＧ安全性的简单例子.

例２　设AP＝{p},V(AP)为AP 在X１ 上所有赋值的集

合,Psafe为AP 上的一个 MLT属性且表示“原子命题p被赋

予的值总是在[０,０．３)或(０．７,１]范围内浮动”.Psafe为０．７Ｇ
安全性.其原因如下:设σ∉Psafe,则存在k∈N使得０．３≤σk

(p)≤０．７.令ρ∈Psafe,必然有ρk(p)＜０．３或者ρk(p)＞０．７.

当ρk(p)＜０．３时,由PD 的定义知:

PD(σk,ρk)＝d１(σk(p),ρk(p))

＝σk(p)∨(１－ρk(p))

＞０．７
当ρk(p)＞０．７时,有:

PD(σk,ρk)＝d１(σk(p),ρk(p))

＝ρk(p)∨(１－σk(p))

＞０．７

不妨设σ
∧
＝σ０,􀆺,σk,然后将σ

∧
扩展为σ′∈(V(AP))ω.由

此可得:

TD(σ′,ρ)＝sup
i∈N

PD(σi′,ρi)

≥PD(σk,ρk)

＞０．７
因为X１ 是有限集[０,１]f 上的伪超度量空间,故:

D(σ′,Psafe)＝ inf
ρ′∈Psafe

TD(σ′,ρ′)＞０．７

换句话说,σ中存在前缀σ
∧,将σ

∧
扩展为σ′,有D(σ′,Psafe)＞

０．７,根据定义４可得Psafe是一个０．７Ｇ安全性.

接下来研究定义１与定义４之间的关系,实现从 MLTL
角度对αＧ安全性的刻画.首先给出αＧ安全性公式的概念,一

个αＧ安全性公式在α约束下描述一个αＧ安全性.

定义５　设φ为一个 MLTL公式,α∈[０,１].称φ为αＧ
安全性公式,如果Lα(φ)是一个αＧ安全性.

注３:注意到当伪超度量空间X＝({０,１},d)且α取值为

０时,αＧ安全性即为经典的安全性,自然地,此时的αＧ安全性公

式即为LTL安全性公式[１５].

定理１作为本文的主要结论,给出了 MLTL公式刻画αＧ
安全性的语法特征.

定理１　设AP 中的原子命题被赋值为伪超度量空间X
上的元素,p∈AP,c∈X 且α∈[０,１].true,false和 M(p,c)

是αＧ安全性公式,且如果φ１ 与φ２ 是αＧ安全性公式,则φ１∧

１１３蔡　泳,等:基于度量线性时态逻辑的近似安全性



φ２,φ１∨φ２,Xφ１,Gφ１ 和φ１Wφ２ 都是αＧ安全性公式.

证明:设φ为一个 MLTL公式,对φ采用结构归纳法来

证明定理１.

基础:当 φ＝true 时,由 定 义 ２ 知 对 于 任 意 σ∈
(V(AP))ω,有‖φ‖(σ)＝１.若α＝１,则根据Lα(φ)的定义可

得Lα(φ)＝Ø.若α＜１,则有Lα(φ)＝(V(AP))ω.因为 Ø 和

(V(AP))ω 都是αＧ安全性,所以φ是一个αＧ安全性公式.

当φ＝false时,由定义２知对于任意σ∈(V(AP))ω,有

‖φ‖(σ)＝０.根据Lα(φ)的定义可得Lα(φ)＝Ø.因为 Ø是

一个αＧ安全性,所以φ是一个αＧ安全性公式.

当φ＝M(p,c)时,设σ∉Lα(φ),由Lα(φ)的定义知‖φ‖
(σ)≤α.根据定义２,有d(σ０(p),c)≤α.令ρ∈Lα(φ),由

Lα(φ)的定义知‖φ‖(ρ)＞α,即d(ρ０(p),c)＞α.注意到d是

一个伪超度量,根据d(ρ０(p),c)≤d(σ０(p),ρ０(p))∨d(σ０

(p),c)可得d(σ０(p),ρ０(p))＞α.此时将σ０ 扩展为σ′∈
(V(AP))ω,因此有:

TD(σ′,ρ)＝sup
i∈N

PD(σi′,ρi)

≥PD(σ０,ρ０)

＝max
r∈AP

　d(σ０(r),ρ０(r))

≥d(σ０(p),ρ０(p))

＞α
换句话说,将σ０ 扩展为σ′,对于Lα(φ)中的串ρ,有 TD

(σ′,ρ)＞α.因为X 是有限的,故:

D(σ′,Lα(φ))＝ inf
ρ′∈Lα(φ)

TD(σ′,ρ′)＞α

根据定义４可得,σ０ 为Lα(φ)的坏前缀,Lα(φ)是一个αＧ
安全性.因此,φ是一个αＧ安全性公式.

归纳:当φ＝φ１∧φ２ 时,设σ∉Lα(φ),由Lα(φ)的定义知

‖φ‖(σ)≤α,即:

min(‖φ１‖(σ),‖φ１‖(σ))≤α
不失一般性,设‖φ１‖(σ)≤α,由Lα(φ１)的定义知σ∉

Lα(φ１).因为φ１ 是一个αＧ安全性公式,所以Lα(φ１)是一个αＧ

安全性,进而知σ中存在Lα(φ１)的坏前缀σ
∧,将σ

∧
扩展为无限

字符串σ′∈(V(AP))ω,有D(σ′,Lα(φ１))＞α.令ρ∈Lα(φ),

由Lα(φ)的定义知:

min(‖φ１‖(σ),‖φ１‖(σ))＞α
显然有‖φ１‖(ρ)＞α.再根据Lα(φ１)的定义可得ρ∈

Lα(φ１).注意到:

D(σ′,Lα(φ１))＝ inf
ρ′∈Lα(φ１)

TD(σ′,ρ′)＞α

故TD(σ′,ρ)＞α.换句话说,将σ
∧
扩展为σ′,对于Lα(φ)中的串

ρ,有TD(σ′,ρ)＞α.由此可得:

D(σ′,Lα(φ))＝ inf
ρ′∈Lα(φ)

TD(σ′,ρ′)＞α

根据定义４知,σ
∧
为Lα(φ)的坏前缀,Lα(φ)是一个αＧ安全

性.因此,φ是一个αＧ安全性公式.

当φ＝φ１∨φ２ 时,设σ∉Lα(φ),由Lα(φ)的定义知 max
(‖φ１‖(σ),‖φ２‖(σ))≤α,即‖φ１‖(σ)≤α且‖φ２‖(σ)≤

α,进而有σ∉Lα(φ１)且σ∉Lα(φ２).因为φ１ 和φ２ 都是αＧ安全

性公式,所以σ中存在Lα(φ１)和Lα(φ２)的坏前缀σ
∧
和σ

∧
′.不

失一般性,设|σ
∧
|≥|σ

∧
′|,则σ

∧
也是Lα(φ２)的坏前缀.将σ

∧
扩展

为σ′∈(V(AP))ω,有:

D(σ′,Lα(φ１))＞α

D(σ′,Lα(φ２))＞α
令ρ∈Lα(φ),根据Lα(φ)的定义可得 max(‖φ１‖(σ),

‖φ２‖(σ))＞α.不失一般性,设‖φ１‖(ρ)＞α,此时有ρ∈

Lα(φ１).注意到D(σ′,Lα(φ１))＞α,故 TD(σ′,ρ)＞α.由此

可得:

D(σ′,Lα(φ))＝ inf
ρ′∈Lα(φ)

TD(σ′,ρ′)＞α

根据定义４知,σ
∧
为Lα(φ)的坏前缀,Lα(φ)是一个αＧ安全

性.因此,φ是一个αＧ安全性公式.

当φ＝Xφ１ 时,设σ∉Lα(φ),由Lα(φ)的定义知‖φ１‖
(σ１)≤α,进而有σ１∉Lα(φ１).因为φ１ 是一个αＧ安全性公式,

所以σ１ 中存在 Lα (φ１)的坏前缀σ
∧,将σ

∧
扩展为 串σ′∈ (V

(AP))ω,有D(σ′,Lα(φ１))＞α.令ρ∈Lα(φ),由Lα(φ)的定义

知‖φ１‖(ρ１)＞α,进而有ρ１∈Lα(φ１).因为:

D(σ′,Lα(φ１))＞α

故TD(σ′,ρ１)＞α.注意到σ０σ
∧
∈pref(σ)且σ

∧
∈pref(σ′),故

σ０σ′也可视作σ０σ
∧

的一个扩展.由此可得:

TD(σ０σ′,ρ)＝TD(σ０σ′,ρ０ρ１)

≥TD(σ′,ρ１)

＞α

换句话说,σ中存在前缀σ０σ
∧,将σ０σ

∧
扩展为σ０σ′,对于

Lα(φ)中的串ρ,有:

TD(σ０σ′,ρ)＞α
由此可得:

D(σ０σ′,Lα(φ))＝ inf
ρ′∈Lα(φ)

TD(σ０σ′,ρ′)＞α

根据定义４知,σ０σ
∧

为Lα(φ)的坏前缀,Lα(φ)是一个αＧ安

全性.因此,φ是一个αＧ安全性公式.

当φ＝Gφ１ 时,设σ∉Lα(φ),由Lα(φ)的定义知,存在j∈

N,使得‖φ１‖(σj)≤α,进而有σj∉Lα(φ１).因为φ１ 是一个

αＧ安全性公式,所以σj 中存在Lα(φ)的坏前缀σ
∧,将σ

∧
扩展为

σ′∈(V(AP))ω,有D(σ′,Lα(φ１))＞α.令ρ∈Lα(φ),根据Lα

(φ)的定义可得‖φ１‖(ρj)＞α,进而有ρj∈Lα(φ１).因为 D

(σ′,Lα(φ１))＞α,所以 TD(σ′,ρj)＞α.不妨设σ
∧
′＝σ０,􀆺,

σj－１.注意到,σ
∧
′σ

∧
∈pref(σ),故σ

∧
′σ′也可视为σ

∧
′σ

∧
的一个扩

展.由此可得:

TD(σ
∧
′σ′,ρ)＝sup

０≤i＜j
PD(σi,ρi)∨sup

k∈N
PD(σ′k,ρj

k)

≥TD(σ′,ρj)

＞α

换句话说,σ中存在前缀σ
∧
′σ

∧,将σ
∧
′σ

∧
扩展为σ

∧
′σ′,对于

Lα(φ)中的串ρ,有:

TD(σ
∧
′σ′,ρ)＞α

因此,

D(σ
∧
′σ′,Lα(φ))＝ inf

ρ′∈Lα(φ)
TD(σ

∧
′σ′,ρ′)＞α
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根据定义４知,σ
∧
′σ

∧
为Lα(φ)的坏前缀,Lα(φ)是一个αＧ安

全性,故φ是一个αＧ安全性公式.

当φ＝φ１Wφ２ 时,设σ∉Lα(φ),根据Lα(φ)的定义可得inf
i∈N

‖φ１‖(σi)≤α且sup
i∈N

　inf
０≤j＜i

(‖φ１‖(σj)∧‖φ２‖(σi))≤α,故

存在k∈N,使得‖φ１‖(σk)≤α且对于任意０≤j≤k,‖φ２‖
(σj)≤α.因为φ１ 和φ２ 都是αＧ安全性公式,所以σk 中存在

Lα(φ１)与Lα(φ２)的坏前缀σ
∧
和σ

∧
′.不失一般性,设|σ

∧
|≥|σ

∧
′|,

则σ
∧
也是Lα(φ２)的坏前缀.将σ

∧
扩展为σ′∈(V(AP))ω,有:

D(σ′,Lα(φ１))＞α

D(σ′,Lα(φ２))＞α
令ρ∈Lα(φ),根据Lα(φ)的定义以及φ１Wφ２ 的语义解

释,我们分以下两种情形进行讨论:

(１)ρ满足inf
i∈N

‖φ１‖(ρi)＞α.此时,‖φ１‖(ρk)＞α成立,故

ρk∈Lα(φ１).注意到D(σ′,Lα(φ１))＞α,从而有TD(σ′,ρk)＞α.

不妨设σ
∧
″＝σ０􀆺σk－１,于是有TD(σ

∧
″σ′,ρ)≥TD(σ′,ρk)＞α.

(２)ρ满足:

sup
i∈N
　inf

０≤j＜i
(‖φ１‖(ρj)∧‖φ２‖(ρi))＞α

即存在k′∈N,使得:

inf
０≤j＜k′

(‖φ１‖(ρj)∧‖φ２‖(ρk′))＞α

若k′＞k,显然(‖φ１‖(ρk)∧‖φ２‖(ρk′))＞α成立.由

此知‖φ１‖(ρk)＞α,故ρk∈Lα(φ１).此时该情形与上一情形

类似,同理可得TD(σ
∧
″σ′,ρ)＞α.若k′＝k,则有‖φ２‖(ρk)＝

‖φ２‖(ρk′)＞α,由此知ρk∈Lα(φ２).注意到D(σ′,Lα(φ２))＞

α,故TD(σ′,ρk)＞α.由此可得:

TD(σ
∧
″σ′,ρ)≥TD(σ′,ρk)＞α

若k′＜k,已知０≤j≤k有‖φ２‖(σj)≤α,故‖φ２‖(σk′)≤

α.因为φ２ 为αＧ安全性公式,故σk′ 中存在Lα(φ２)的坏前缀

σ
∧
″,将σ

∧
″扩展为:σ″＝σk′􀆺σk－１σ

∧
′􀆺∈(V(AP))ω,有 D(σ″,Lα

(φ２))＞α.由‖φ２‖(ρk′)＞α知ρk′∈Lα(φ２),从而有TD(σ″,

ρk′)＞α.注意到σ
∧
″σ′＝σ０􀆺σk－１σ

∧
′􀆺,由此知 TD(σ

∧
″σ′,ρ)≥

TD(σ″,ρk′)＞α.

综上所述,σ中存在前缀σ
∧
″σ

∧,将σ
∧
″σ

∧
扩展为σ

∧
″σ′,对于

Lα(φ)中的串ρ,有:

TD(σ
∧
″σ′,ρ)＞α

因此

D(σ
∧
″σ′,Lα(φ))＝ inf

ρ′∈Lα(φ)
TD(σ

∧
″σ′,ρ′)＞α

根据定义４知,σ
∧
″σ

∧
为Lα(φ)的坏前缀,Lα(φ)是一个αＧ安

全性,故φ是一个αＧ安全性公式.

至此,定理１证明完毕.

当 MLTL公式退化为LTL公式时,可以得到推论１.该

推论已在文献 [１５]中被提出,是对经典安全性的刻画.

推论１　每个命题逻辑公式都是０Ｇ安全性公式,且如果

φ１ 与φ２ 是 ０Ｇ安全性公式,则φ１ ∧φ２,φ１ ∨φ２,Xφ１,Gφ１ 和

φ１Wφ２ 都是０Ｇ安全性公式.

下面给出一个 MLTL 公式实例来刻画例２中提出的

αＧ安全性.

例３　对于例２中的０．７Ｇ安全性Psafe,可以理解为原子

命题p被赋予的值总是与０．５保持一定的距离进行波动.使

用 MLTL公式描述该属性,设φ＝GM(p,０．５)且α＝０．７,此

时有:

Lα(φ)＝{σ:‖GM(p,０．５)‖(σ)＞０．７}

下面证明Lα(φ)＝Psafe.

首先采用反证法证明Lα(φ)⊆Psafe.设存在σ∈Lα(φ)且

σ∉Psafe.由σ∉Psafe知存在k∈N,使得０．３≤σk(p)≤０．７,进

而有d１(σk(p),０．５)≤０．７.由定义２知:

‖M(p,０．５)‖(σk)＝d１(σk(p),０．５)≤０．７
由此可得:

‖GM(p,０．５)‖(σ)＝inf
i∈N

‖M(p,０．５)‖(σi)≤０．７

根据Lα(φ)的定义知σ∉Lα(φ).这与已知σ∈Lα(φ)

矛盾.

下面证明Psafe⊆Lα(φ).设σ∈Psafe,则对于任意k∈N,

有σk(p)＜０．３或σk(p)＞０．７.由此可得d１(σk(p),０．５)＞

０．７.由定义２知:

‖M(p,０．５)‖(σk)＝d１(σk(p),０．５)＞０．７
换句话说,对于任意k∈N 都有‖M(p,０．５)‖(σk)＞

０．７.因此:

‖GM(p,０．５)‖(σ)＝inf
i∈N

‖M(p,０．５)‖(σi)＞０．７

根据Lα(φ)的定义可得σ∈Lα(φ).

结束语　本文研究了经典安全性的一种量化推广形式.

通过引入距离阈值α,基于伪超度量空间定义了一种αＧ安全

性;随后在 MLTL公式与αＧ安全性之间建立了关系.研究表

明,一个只使用∧,∨,X,G 和W 运算符的 MLTL公式,在α
约束下所表示的 MLT属性是一个αＧ安全性.本文的研究成

果为度量背景下系统的安全性验证提供了理论支撑.

在未来的工作中,我们将考虑计算机系统验证中另一类

备受关注的属性———活性,并研究其在度量背景下的推广形

式,以及它与 MLTL公式之间的关系.
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