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基于变粒度的大规模真值表快速知识约简

宋　波　闫继雄　陈泽华

(太原理工大学信息工程学院　太原０３００２４)
　

摘　要　在大规模逻辑电路的分析与设计中,直接由大规模真值表得到最简逻辑函数表达式的过程往往比较复杂.
针对此问题,提出了一种基于变粒度的大规模真值表快速知识约简算法.随着真值表的输入逻辑变量的粒度变化,通

过引入标记矩阵和启发式算子,对大规模真值表进行知识约简,从而得到最简逻辑函数表达式.最后,通过实例分析

并详述算法过程,且通过数据集进行对比实验,验证了该算法的快速性与有效性.
关键词　大规模真值表,逻辑函数,变粒度,知识约简

中图法分类号　TP３９３　　　文献标识码　A　　　DOI　１０．１１８９６/j．issn．１００２Ｇ１３７X．２０１８．０７．０２９
　

RapidKnowledgeReductionofLargeＧscaleTruthTableBasedonVariableGranularity
SONGBo　YANJiＧxiong　CHENZeＧhua

(CollegeofInformationEngineering,TaiyuanUniversityofTechnology,Taiyuan０３００２４,China)

　
Abstract　IntheanalysisanddesignoflargeＧscalelogiccircuits,theprocessofobtainingthesimplestlogicfunctionexＧ

pressionfromthelargeＧscaletruthtableisoftencomplicated．Aimingatthisproblem,arapidknowledgereductionalgoＧ
rithmbasedonvariablegranularityforlargeＧscaletruthtablewasproposedinthispaper．WiththechangeofthegranuＧ
larityoftheinputlogicalvariables,thesimplestlogicalfunctionexpressionisquicklyacquiredfromthelargeＧscaletruth
tablebyintroducingthemarkermatrixandtheheuristicoperator．Then,thealgorithmisdescribedindetailthroughan
example,anditscorrectnessisprovedmathematically．Atlast,thecomparativeexperimentsofdatasetsarecarriedout
tofurtherprovetherapidnessandeffectivenessoftheproposedalgorithm．
Keywords　LargeＧscaletruthtable,Logicfunction,Variablegranularity,Knowledgereduction

　

１　引言

在逻辑电路的分析与设计中,大规模真值表的化简具有

重要意义.传统的对真值表的化简方法主要包括公式法、卡
诺图法[１]、QＧM 算法[４]及其改进算法[５Ｇ９]、立方体算法[２]等.
其中,公式法化简需要灵活运用逻辑代数的公式与定理,且难

以编程实现;卡诺图法化简的逻辑函数具有方便、直观、容易

掌握等优点,但是带有试凑性,尤其当输入逻辑变量的个数大

于６时,画卡诺圈以及对圈的识别都会相当复杂;QＧM 算法

要求原始描述必须是最小项形式,该算法虽易编程实现,但是

其计算步骤繁琐且复杂度高[３];立方体算法中的星积运算求

质立方体的实质就是对 QＧM 算法的改进,尽管星积运算的效

率要高于 QＧM 算法,但是其依然不尽如人意[２].Espresso算

法[１０]是一种启发式的二级逻辑最小化方法,被广泛应用于逻

辑电路的优化.然而,传统的约简算法在处理带有无关项的

真值表时,复杂性急剧增加.
形式概念分析是一种基于形式背景进行数据分析和知识

获取的强有力工具[１１].对于基于决策形式背景[１２]进行规则

提取,李金海等[１３Ｇ１４]已经取得了较好的研究成果.从形式上

看,真值表可以看成特殊的决策形式背景,但又有所不同.真

值表中的０和１分别表示低电平和高电平,有明确的物理意

义;而决策形式背景中的０和１分别表示对象具有该属性和

对象不具有该属性.利用形式概念分析也可对真值表进行规

则获取,但必须首先将真值表转化为决策形式背景,文献[１５]
对此进行了初步探讨.

粗糙集理论是一种处理不确定性问题的数学工具,目前

已被广泛应用于科学工程领域[１６Ｇ１８]中.从本质上看,真值表

是一个决策信息系统,因此真值表的化简问题可以转化为决

策信息系统的最简决策规则的获取过程.对于决策信息系

统,众多学者在基于粗糙集理论的决策规则提取上取得了较

好的研究成果.代建华等[１９]提出了一种基于分类一致率的

规则提取算法,相比于传统的 LEM２算法,该算法提高了分

类精度;张清华等[２０]通过属性粒度由粗到细的变化,直接从

正面进行属性值约简,提高了规则提取的效率;陈德刚等[２１]

和李天瑞等[２２]针对数据集不断更新的特点,分别提出了增量

属性约简的方法,随后进行规则获取;梅长林等[２３]提出了一

种基于置信度的规则提取算法,尽管该算法提高了计算效率,
但其计算复杂度依然是指数级的.钱宇华等[２４]提出了一种



基于决策分析的悲观多粒度粗糙集模型,并讨论了悲观多粒

度与乐观多粒度之间的关系,极大地丰富了粗糙集的研究范

围及使用领域.传统的决策粗糙集模型是基于单个成本矩阵

提出的,没有考虑成本的多样性.杨习贝等[２５]针对上述模型

的缺点,提出了一种θ决策理论粗糙集模型.近年来,针对多

输入真值表化简的课题有一些新的方法被提出.文献[２６Ｇ
２７]分别针对多输入单输出、多输入多输出真值表提出并改进

了一种基于粒矩阵的真值表快速约简算法,提高了真值表约

简的效率,为真值表的约简提供了一种新的思路.
针对大规模真值表,为了减少文献[２６Ｇ２７]中的矩阵存储

规模及算法的搜索时间,本文通过定义标记矩阵以及启发式

算子,提出了一种基于变粒度的大规模真值表快速知识约简

算法,该算法进一步优化了真值表的化简过程,避免了大规模

矩阵的相乘运算,极大地提高了算法的执行率.

２　预备知识

定义１[２６Ｇ２７]　真值表是用来表示逻辑信号输入状态与输

出状态之间全部可能的表示形式,是输入与输出之间因果关

系的数学表达形式,将这种形式用表格表示,简称真值表.当

一个真值表中有多个输出时,称为多输入多输出真值表.

定义２[２６Ｇ２７]　若多输入真值表中每一个输入变量都以原

变量或反变量的形式作为一个因子在乘积项中出现且仅出现

一次,则称这样的乘积项为最小项;真值表中所有逻辑输出为

１的最小项之和,称为最小项表达式;真值表化简后所有输出

为１的输入变量乘积的和,称为逻辑函数的最简表达式.

定义３[２６Ｇ２７]　用一个四元组(U,A∪Y,V,f)定义真值

表,其中U 称为论域;A 表示真值表中的所有逻辑输入变量,
称为条件属性,用|A|表示逻辑输入变量的个数;Y 表示真值

表中所有的输出变量,称为决策属性;映射f:U→Va 是信息

函数,用来确定论域中每一个元素在属性a中的取值,Va＝
{０,１}表示输入变量a∈A 的值域.

定义４　对于任意输入逻辑变量A′⊆A,定义论域U 上

的不可分辨关系:

IND(A′)＝{(x,y)∈U×U|∀a∈A′,s．t．fa(x)＝fa

(y)} (１)
其中,IND(A′)表示论域U 上的不可分辨关系;U/IND(A′)
表示论域U 在不可分辨关系IND(A′)下的划分;U/IND(Y)
表示论域U 关于决策属性Y 的划分.

性质１　真值表中,必有U/IND(A)⊆U/IND(Y),真值

表是一个一致决策信息系统;真值表中的每一行都可以看成

一条逻辑规则.

定义５　对于真值表(U,A∪Y,V,f),不妨设U＝{u１,

u２,􀆺,ul},１＜l≤２|A|,条件属性 A′⊆A 对于论域U 产生

划分:

U/IND(A′)＝{X１,X２,􀆺,Xm},１≤m≤２|A| (２)

其中,对于任意Xi⊆U/IND(A′),定义Xi 为信息粒,即:

Xi＝(xi１,xi２,􀆺,xik),１≤k≤２|A| (３)

对于任意xij⊆Xi,有:

xij＝
１, uk∈xi

０, uk∉xi
{ ,１＜k≤l (４)

定义６　在单输出真值表(U,A∪Y,V,f)中,定义逻辑

输出为零的集合为Y０,条件属性粒矩阵为 Xm×l,标记矩阵为

X′m×l:

Y０＝{x|x∈U,y∈Y,f(x,y)＝０} (５)

Xm×l＝
△

X＝

X１

X２

⋮

Xm

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝

x１１ x１２ 􀆺 x１l

x２１ x２２ 􀆺 x２l

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

xm１ xm２ 􀆺 xml

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(６)

X′m×l＝
X′i．＝０i．, if∃j∈Y０,s．t．xij＝１
Xi．, otherwise{ (７)

集合Y０ 表示真值表中逻辑输出为零对应的论域元素集

合;条件属性粒矩阵Xm×l表示输入逻辑变量的不可分辨关系

矩阵;标记矩阵 X′m×l表示对Xm×l的标记,令SZ(i)＝０表示

X′m×l中第i行向量的和为零,SZ(j)≠０表示X′m×l中第j行向

量的和非零.
性质２　若SZ(i)＝０,则信息粒Xi 不能够区分逻辑输出

Y 中的部分１;若SZ(j)≠０,则信息粒Xj 能够区分逻辑输出

Y 中的部分１.
证明:不妨设在标记矩阵中,SZ(i)＝０与SZ(j)≠０同时

存在,由定义６可知,SZ(i)＝０表示X′m×l中行向量为０的行,
即Xm×l中输入逻辑变量的部分条件等价类不能够正确区分

逻辑输出中的１;SZ(j)≠０对应于Xm×l中输入逻辑变量的部

分等价类能够正确区分逻辑输出中的１,即该部分等价类不

会识别逻辑输出中的０.
证毕.
定义７　在标记矩阵X′m×l中,定义标记矩阵的区分值为:

He＝∑
n

k＝１
{k|SZ(k)≠０} (８)

其中,区分值 He表示能够正确识别逻辑输出中的１的个数.

３　基于变粒度的大规模真值表快速约简算法

区别于文献[２７]中的算法(记作算法２),本文中的变粒

度算法(记作算法１)是通过定义标记矩阵以及启发式算子,
直接从原始的真值表中获取逻辑规则,从而避免大规模矩阵

相乘,缩小算法的搜索空间.真值表的规模随输入逻辑变量

个数的增加呈指数增加,由于不存在矩阵相乘运算,本文算法

在处理大规模真值表时具有独特的优势.

３．１　算法描述

本节将详述本文算法的过程,如算法１所示.
算法１　基于变粒度的大规模真值表快速约简算法

输入:多输入真值表(U,A∪Y,V,f)

输出:最简逻辑规则

Step１　计算集合 Y０,初始粒度 w＝１;

Step２　计算标记矩阵 X′m×l;

Step３　找到所有标记矩阵 X′m×l中的SZ(k)≠０,并计算 He;

Step４　对 He由大到小排序,记录所有新识别的论域元素并置于规

则表中;

Step５　判断已识别的论域元素是否覆盖所有的逻辑输出为１所对

应的论域元素;

Step６　若已覆盖,转Step８;

Step７　若未覆盖,则 w＝w＋１≤|A|,转Step２;

Step８　输出所有最简逻辑规则,算法结束.

在执行算法１的过程中,若粗粒度(不妨设输入变量A０)
存在逻辑规则,则在计算细粒度下的逻辑规则时,无需再计算
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所有与A０ 组成的多属性粒矩阵Xm×l与标记矩阵X′m×l(根据

逻辑代数中的吸收律A０＋A０B０＝A０).

３．２　实例分析

本节将通过例１来具体说明算法１的执行过程.
例１　发光二极管一般用七段(a,b,c,d,e,f,g)字形显

示,如图１所示.表１给出某种七段译码器的功能表[８],输入

８４２１BCD码,当输出值为１时,对应的字段点亮;当输出为０
时,对应的字段熄灭,对应的字形显示如图２所示.

图１　七段字形

Fig．１　SevenＧsegmentdesignation

表１　七段译码器的真值表

Table１　TruthtableofsevenＧsegmentdecoder

U
LogicinputA

A３ A２ A１ A０

LogicoutputY
a b c d e f g

１ ０ ０ ０ ０ １ １ １ １ １ １ ０
２ ０ ０ ０ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ０
３ ０ ０ １ ０ １ １ ０ １ １ ０ １
４ ０ ０ １ １ １ １ １ １ ０ ０ １
５ ０ １ ０ ０ ０ １ １ ０ ０ １ １
６ ０ １ ０ １ １ ０ １ １ ０ １ １
７ ０ １ １ ０ １ ０ １ １ １ １ １
８ ０ １ １ １ １ １ １ ０ ０ ０ ０
９ １ ０ ０ ０ １ １ １ １ １ １ １
１０ １ ０ ０ １ １ １ １ １ ０ １ １

图２　十进制数字

Fig．２　Decimalnumber

本例仅以逻辑输出a字段为例(即Y＝{a}),来详细说明

算法１的计算过程.如表１所列,论域U＝{１,２,３,４,５,６,７,

８,９,１０},条件属性A＝{A０,A１,A２,A３},V＝{０,１}.

１)根据定义６中的式(５),求出Y＝{a}中输出为０的论

域元素集合Y０＝{２,５},置初始粒度w＝１,G１＝{A０,A１,A２,

A３},设对应的Xm×l分别为X０,X１,X２,X３,X′m×l为对应的标

记矩阵,则有:

　X０ ＝
１０１０１０１０１０
０１０１０１０１０１

æ

è
ç

ö

ø
÷⇒X０′＝

００００００００００
００００００００００

æ

è
ç

ö

ø
÷

　X１ ＝
１１００１１００１１
００１１００１１００

æ

è
ç

ö

ø
÷⇒X１′＝

００００００００００
００１１００１１００

æ

è
ç

ö

ø
÷

　X２ ＝
１１１１００００１１
００００１１１１００

æ

è
ç

ö

ø
÷⇒X２′＝

００００００００００
００００００００００

æ

è
ç

ö

ø
÷

　X３ ＝
１１１１１１１１００
００００００００１１

æ

è
ç

ö

ø
÷⇒X３′＝

００００００００００
００００００００１１

æ

è
ç

ö

ø
÷

在上述求取X１′的过程中,首先根据式(５)求出X１,由于在

矩阵X１ 中,第１行中的Y０ 列({Y０＝２,５},即第２列或者第５
列)中存在１,再根据式(７)将标记矩阵X１′中的第１行全部置０
(Xm×l与X′m×l的维数是相同的);由于在X１ 矩阵中,第２行的

Y０ 列都不是１,因此X１′中的第２行与X１ 中的第２行相等.

当w＝１时,逻辑输出a的规则提取过程如表２所列.

表２　w＝１的规则提取过程

Table２　Ruleextractionprocesswhenwequals１

X′w＝１ He Universeelements Rule
X１′ ４ {３,４,７,８} r１:A１＝１→a＝１
X３′ ２ {９,１０} r２:A３＝１→a＝１
X２′ ０ Ø Ø
X０′ ０ Ø Ø

由表２可知,在单粒度时有规则输出,覆盖论域元素{３,

４,７,８,９,１０},但未覆盖所有的逻辑输出为１的论域元素{１,

３,４,６,７,８,９,１０},故需要计算粒度为w＝２的情况.

２)当 w＝２时,G２ ＝{A０A１,A０A２,A０A３,A１A２,A１A３,

A２A３},易知在单粒度 A１,A３ 下存在逻辑规则,故无需计算

A０A１,A１A３,A１A２,A２A３ 的属性组合(根据算法说明),因此

只需计算G２′＝{A０A２}的情况:

　X０２＝

１０１０００００１０
０１０１０００００１
００００１０１０００
０００００１０１００

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

⇒X′０２＝

１０１０００００１０
００００００００００
００００００００００
０００００１０１００

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

当w＝２时,逻辑输出a的规则提取过程如表３所列.

表３　w＝２的规则提取过程

Table３　Ruleextractionprocesswhenwequals２

X′w＝２ He Universeelements Rule

X′０２ ５ {１,３,６,８,９}
r３:A０A２＝００→a＝１
r４:A０A２＝１１→a＝１

至此,逻辑输出Y＝{a}中的１已经被全部识别出,算法

终止.Y＝{a}的逻辑函数表达式为:Ya＝A１＋A３＋A０A２＋

A０A２.

同理,可分别计算出其余的输出逻辑函数表达式:Yb＝

A２＋A０A１＋A０A１;Yc＝A０＋A１＋A２＋A３;Yd＝A３＋A０A１＋

A０A２＋A１A２＋A０A１A２;Ye＝A０A１＋A０A２;Yf＝A３＋A０A１＋

A０A２＋A１A２;Yg＝A３＋A０A２＋A１A２＋A１A２.Ya~Yg 的逻

辑表达式与文献[２７]中的计算结果是一致的.

４　算法分析

本节首先通过正确性分析从理论上来证明本文算法的正

确性,然后通过复杂性分析来说明本文算法的复杂度,最后通

过数据集测试来进一步说明本文算法相较于文献[２７]的有效

性与快速性.

４．１　正确性分析

文献[２７]已证明算法２与卡诺图法等价,故下面只需证

本文算法(算法１)与算法２等价即可.
算法１在执行过程中首先找出Y０(即逻辑输出为０的论

域元素),然后在粒度变化过程中根据条件属性粒矩阵 Xm×l

得到标记矩阵X′m×l,因此标记矩阵中不存在使得逻辑输出为

０的论域元素.最后通过性质２找到覆盖逻辑输出为１的论
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域元素,其中定义启发式因子和逻辑代数的吸收律来加快算

法的收敛速度.算法２中定义了条件粒矩阵 X 与决策粒矩

阵Y,并寻找粒关系矩阵C＝XYT中NE(i)＝１(C中第i行非

零元素的个数),即寻找所有使得逻辑输出为１的论域元素,
直至覆盖所有的逻辑输出为１的论域元素.因此说明了算法

１与算法２等价.因为算法１与卡诺图法是等价的,所以证

明了算法１的正确性.

４．２　复杂性分析

在多输入真值表(U,A∪Y,V,f)中,算法２计算了粒度

为w 的条件粒矩阵Xw 与粒关系矩阵Cw 的时间复杂度分别

为 O(|U|􀅰Cw
|A|)和 O(２􀅰|U|􀅰Cw

|U|),决策粒矩阵Y 的复杂

度为 O(|U|),规则提取的时间复杂度为 O(|U|􀅰|A|),故整

个算法２在最坏情况下的时间复杂度为 O(|U|２􀅰|A|􀅰

２|A|);QＧM 算法[４](记作算法３)的时间复杂度为 O(３|A|􀅰

|U|);Espresso算法[４](记作算法４)的时间复杂度为 O(|U|２􀅰

|A|２􀅰２|A|).算法１中计算粒度为 w 的条件粒矩阵Xw 的

时间复杂度为 O(|U|􀅰Cw
|A|),标记矩阵 X′m×l的时间复杂度

为 O(Cw
|A|),集合Y０ 的时间复杂度为 O(|U|),规则提取的时

间复杂度为 O(|U|􀅰|A|),故整个算法１在最坏情况下的时

间复杂度为 O(|U|􀅰|A|􀅰２|A|).
通过算法１、算法２、算法３和算法４的时间复杂度分析

易知,算法１、算法２和算法４的时间复杂度是以２为底的指

数级,而算法３的时间复杂度是以３为底的指数级,因此算法

１、算法２和算法４相对于算法３更具优势.但是本文算法

(算法１)的复杂度比算法２、算法４的时间复杂度更低,且本

文算法中定义了集合Y０ 和标记矩阵,避免了大规模矩阵相

乘,同时定义了启发式因子,进一步减少了算法的搜索时间.

４．３　实验测试

本节通过实验来进一步说明本文算法相对于算法２、算
法３和算法４的优越性.本次实验环境为:CPU 为Intel(R)

Core(TM)i５Ｇ７３００HQ,主频为２．５GHz,内存为８GB,操作系

统为 Windows１０,编程环境为 Matlab２０１４a.
数据集采用随机生成的方法获取,由于真值表的知识约

简在工业上要求正确率为１００％,本文已经证明了其正确性,
因此本次实验仅对比真值表的约简时间,实验结果如表４所

列,规则提取时间与输入逻辑变量的个数的关系如图３所示.

表４　实验结果

Table４　Experimentalresults

Dataset |U| |A| |Y０|
Runningtime/s

算法１ 算法２ 算法３ 算法４
Dataset１ ４２６ ９ ４３ ０．３８９ ０．８１２ ２．６０６ ０．７２９
Dataset２ ７８０ １０ ７８ ０．６７３ １．０７８ ２４．６２８ １．８７９
Dataset３ ２０００ １１ ２００ ２．３１２ ３．３６９ ８６．７５４ １６．４８７
Dataset４ ２７００ １２ ２７０ ６．７５２ １３．３１３ ２７０．０８４ ５８．３５９
Dataset５ ３５００ １３ ３５０ １４．１０３ ２１．７９６ ６０６．４４６ １５０．３１５
Dataset６ ５４００ １４ ５４０ ５１．４２５ ９３．９９３ ２３１４．９２６ ３７８．６３９
Dataset７ ６７００ １５ ６７０ １０８．３６６ １７９．７１２ ８６２６．１０９ １４４６．８２８
Dataset８ ７８００ １６ ７８０ ２０６．７０１ ３１０．５３７ １００５２．８９８ ５６４９．６５８
Dataset９ ８４００ １７ ８４０ ５６６．０４４ ９４９．１３８ ２９２０５．６１７ 􀆺
Dataset１０ ９５００ １８ ９５０ ７０９．７２２ １０５４．７９３ ３２３８１．０５７ 􀆺
Dataset１１ １２０００ １９ １２００ ２３２３．０２８ ３６６７．７４２ １０７４６０．６９７ 􀆺
Dataset１２ １５０００ ２０ １５００ ４７０２．１１６ ７３６６．１７１ － 􀆺
Dataset１３ １８０００ ２１ １８００ １５６４６．４４２ ２７９９０．８７３ － 􀆺
Dataset１４ ２１０００ ２２ ２１００ １８１０９．５２３ ４９１８５．６３４ － 􀆺

图３　规则提取时间与输入逻辑变量个数的关系

Fig．３　Relationshipbetweenruleextractiontimeandnumber

ofinputlogicalvariables

表４中,Dataset１－Dataset１４表示人工生成的数据集,

且数据集中存在无关项;|U|表示数据集的论域个数,是从

|A|个逻辑变量的输入变量的全部可能输入(２|A| 种 可 能 输

入)中随机选择的个数;|A|表示输入逻辑变量个数;|Y０|表

示逻辑输出中为０的个数;“－”表示内存溢出;“􀆺”表示无法

处理.

算法４在LogicFriday[２８]软件上实现,该逻辑优化软件

支持的最大输入逻辑变量的个数为１６,采用 LogicFriday中

的“Exact”获取最简逻辑规则.

由图３的实验对比结果可知,在保证算法正确性的同时,

随着数据集的论域个数和逻辑输入变量个数的增加,算法１－
算法４的运行时间都有所增加,而且当输入逻辑变量的个数

达到１９时,传统的 QＧM 算法相对于算法１、算法２、算法４而

言,规则获取的时间开销非常大,甚至存在内存溢出的情况.

算法４尽管在一定程度上优于 QＧM 算法,但是时间开销依然

很大,而算法１相对于其他算法在规则获取时间上更具优势.

因此,对于大规模真值表,本文算法(算法１)相对于现有算法

是有效的且可行的.

结束语　针对数字逻辑电路中大规模真值表的知识约简

问题,提出了一种基于变粒度的多变量真值表知识约简算法.

该算法首先从真值表中求得逻辑输出为０的论域元素集合,

然后根据粒度变化求出条件粒矩阵,并且通过定义标记矩阵

与启发式算法减少算法的搜索时间,同时避免了大规模矩阵

相乘,提取了所有的最简逻辑规则.本文从理论证明、实例分

析和复杂性分析方面说明了本文算法的正确性和有效性,同
时通过对比实验,验证了本文算法相对于文献[２６Ｇ２７]中算法

的快速性与有效性.但本文算法也存在不足之处:随着输入
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逻辑变量的增加,算法的复杂度会呈指数级上升.在下一步

的研究工作中,可以考虑多变量的逻辑输出,将并行计算引入

算法中,通过增加节点数来并行处理多变量输出,以进一步提

高算法的执行效率.
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