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摘　要　归结是自动推理中简洁、可靠且完备的推理规则.标准矛盾体分离规则是归结原理的一个重要延拓.基于命题逻辑

的标准矛盾体分离演绎推理,对标准矛盾体的性质进行进一步研究,提出了两类特殊标准矛盾体———完全标准矛盾体和最小标

准矛盾体,得到了相应的性质和定理.这些性质定理主要描述了:１)各类标准矛盾体的本质特征;２)完全标准矛盾体中添加子

句后另添加文字的策略及子句非扩充性的变化规律;３)完全标准矛盾体添加子句及相关文字后,其最小标准矛盾体呈现出的规

律;４)最小标准矛盾体可扩充为完全标准矛盾体.这些结论使完全标准矛盾体与最小标准矛盾体能通过添加新子句或相关文

字完成互相转换.这一性质为标准矛盾体演绎理论进一步应用于计算机求解提供了一定的理论支撑.
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Abstract　Resolutionisasimple,reliableandcompletereasoningruleinautomaticreasoning．ContradictionisanimportantextenＧ
sionoftheprincipleofresolution．Basedonthedeductivereasoningofthecontradictionofthepropositionallogic,thispaperstuＧ
diesthenatureofthecontradiction,putsforwardtheconceptofthecompletecontradictionandthesmallestcontradictionand

gainsrelatedpropertiesandtheorems．Themaincontentsofthesepropertiesandtheoremsareasfollows:１)Characteristicsof
eachspecialcontradiction;２)StrategiesforaddingliteralsandnonＧextendedchangesofclauseswhenaddingaclausetothecomＧ

pletecontradiction;３)Thelawofthesmallestcontradictioninthecompletecontradictionwhenaddingclauseandrelatedliterals;

４)Smallestcontradictioncanbeextendedtocompletecontradiction．TheseconclusionsenablecompletecontradictionandSmallest
contradictiontobeconvertedtoeachotherbyaddingnewclausesorrelatedliterals．Thispropertyprovidesacertaintheoretical
supportforthefurtherapplicationofdeductivereasoningofcontradictiontocomputersolving．
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１　引言

归结是著名的推理规则,适用于自动化[１],在自动化演绎

五十多年的发展中发挥了重要作用[２Ｇ４].经验及分析研究是

提高基于归结的自动化演绎效率的两个主要方向,这两方向

的研究产生了许多归结的变体及对归结的改进策略[２Ｇ９].需

要注意的是,这些变体及策略是基于二元归结的推理规则,且
有效改进了基于归结的 ATP系统的效率和功能.

二元归结的过程可看作用两个父本子句产生新子句,该
新子句是两父本子句删除互补对后将剩余子句析取的结果.

二元归结有以下特征:１)基于两子句互补对的删减规则;２)整
个归结演绎过程,每一次演绎仅涉及两个子句.二元归结推

理方法虽然简单高效,但仍存在很多未能解决或无法有效解

决的实际问题,如 TPTP[１０](定理证明的数千问题)所示问

题.自动演绎的效率和多功能性取决于推理规则和技术,而
这些规则和技术可能会超越纯粹的归结演算,尤其会超越二

元归结演算[３,１１Ｇ１２].

基于上述情况,文献[１３]建立了基于标准矛盾体分离的

动态多子句协同自动演绎理论(以下简称标准矛盾体分离演

绎理论),为上述问题提供一种有效的解决方案[１４Ｇ１５].在标准



矛盾体分离演绎理论中,其在命题逻辑及一阶逻辑中的可靠

性及完备性已经得到证明.但标准矛盾体的性质没有被充分

挖掘;在不影响标准矛盾体矛盾性的前提下,删除或添加文字

的策略没有被充分研究.
基于此,研究之初以具体的命题逻辑中标准矛盾体的实

例为对象(故本文提到的标准矛盾体是指命题逻辑中的标准

矛盾体),探究其可能具有的结构特征.得到一些特征后,在
探究这些特征具有的性质及添加文字策略时,发现可进一步

抽象,于是得到了完全标准矛盾体的定义.在探究了大量标

准矛盾体例子后,发现标准矛盾体的矛盾性仅由标准矛盾体

中部分子句决定,于是我们提出最小标准矛盾体并探究相关

性质.
因完全标准矛盾体与最小标准矛盾体的部分性质是相关

的,故把它们放在一起介绍.

２　完全标准矛盾体和最小标准矛盾体

定义１[１３](标准矛盾体)　设有子句集{B１,B２,􀆺,Bn},

若对任意文字pi∈Bi,i∈{１,２,􀆺,n},文字集{p１,p２,􀆺,pn}

存在互补对,称该子句集是标准矛盾体.
定义２　设有标准矛盾体{B１,B２,􀆺,Bn},任取文字p,

若{B１∪{p},B２,B３,􀆺,Bn}不是标准矛盾体,则称B１是该标

准矛盾体的非扩充子句.
标准矛盾体中一般不考虑下列情况:１)子句中含有同一

变量的相同或互补文字;２)标准矛盾体中存在两子句 B 和

B′,且有B＝B′.

引理１　设B１是标准矛盾体Σ＝{B１,B２,􀆺,Bn}的非扩

充子句,则存在{B２,B３,􀆺,Bn}的文字集{q２,q３,􀆺,qn}满足:

任取q∈B１,~q∈{q２,􀆺,qn}.

证明:取p∉B１,则{B１∪{p},B２,B３,􀆺,Bn}不是标准矛

盾体,故存在文字集{q１,q２,􀆺,qn}(qi∈Bi,i＝２,３,􀆺,n)不
存在互补对,因Σ是标准矛盾体,故q１＝p,即{p,q２,􀆺,qn}不
存在互补对.任取文字q∈B１,因Σ 是标准矛盾体,故{q,

q２,􀆺,qn}存在互补对.由{p,q２,􀆺,qn}不存在互补对知

{q２,􀆺,qn}不 存 在 互 补 对.由q 的 任 意 性 可 得 上 述 引 理

成立.
定义３　设有标准矛盾体Σ,若Σ 的任意子句是其非扩

充子句,则称Σ是完全标准矛盾体.

引理２　设有完全标准矛盾体Σ＝{B１,B２,􀆺,Bn},任取

Σ的子句Bi和Bj,i≠j,则存在文字q∈Bi使得~q∈Bj.
证明:(反证)因完全标准矛盾体的性质与子句的顺序及

有限数n无关,故只需证i＝１,j＝２成立.假设任给B１的文

字q,~q不在B２中.考虑B１的非扩充性,设Ω１＝{Λ１
１,Λ１

２,􀆺,

Λ１
m}是子句集{B２,B３,􀆺,Bn}中所有不存在互补对的文字集

的集合.令ξ１＝{q|∀Λ∈Ω１,q∈Λ},显然ξ１≠Ø,否则与B１不

可扩充矛盾.进一步,B１＝{q|~q∈ξ１}.另一方面,设Ω２＝
{Λ２

１,Λ２
２,􀆺,Λ２

n}是子句集{B３,􀆺,Bn}中所有不存在互补对的

文字集.令ξ２＝{q|∀Λ∈Ω２,q∈Λ}.下证ξ１＝ξ２,由Ω１和Ω２

的定义知ξ１⊇ξ２.若ξ１⊉ξ２,则由ξ１和ξ２的定义知:或ξ１多出一

个文字是B２中某个文字,由B１＝{q|~q∈ξ１}知这与B２和B１

假设矛盾;或ξ１多出的一个文字q与B２无关,即q∉B２.不难

得知q∈ξ２,这与ξ２的定义及q的定义矛盾,即ξ１＝ξ２成立.同

理,在上述假设下考查B２ 的非扩充性,按照上述推理可得

B２＝{q|~q∈ξ２}.综上可得B１＝B２,这将与B１和B２是非扩

充子句矛盾.故假设反面成立,即存在B１的文字q,使得~q
在B２中.

定理１　设有完全标准矛盾体Σ＝{B１,B２,􀆺,Bn},Bi是

Σ 中任意子句,则存在{B１,B２,􀆺,Bi－１,Bi＋１,􀆺,Bn}的文字

集{q１,q２,􀆺,qi－１,qi＋１,􀆺,qn}满足:任取该文字集中文字qj

有~qj∈Bi.

证明:由引理２不难得知上述定理成立.文字集{q１,

q２,􀆺,qi－１,qi＋１,􀆺,qn}称为Bi的特征文字集.

定义４(最小标准矛盾体)　设有标准矛盾体Σ１,若Σ１中

的子子句集Σ２是标准矛盾体,且子句数少于Σ２的Σ１的子子句

集不构成标准矛盾体,则称Σ２是Σ１的最小标准矛盾体.

定理２　最小标准矛盾体的每个子句可扩充为非扩充子

句.

证明:设有标准矛盾体Σ 的最小标准矛盾体Σ１＝{B１,

B２,􀆺,Bn},对Bn而言,存在Σ１的文字集{q１,q２,q３,􀆺,qn}使
得{q１,q２,q３,􀆺,qn－１}不存在互补对;否则任给Σ１的文字集

{q１,q２,􀆺,qn},若{q１,q２,􀆺,qn－１}存在互补对,则Σ１不是Σ
的最小标准矛盾体,与假设矛盾.因此,Bn至多可添加文字

~q１,~q２,~q３,􀆺,~qn－１.同理,B１,B２,􀆺,Bn－１可通过上

述方法得证.
推论１　每个最小标准矛盾体可扩充为完全标准矛盾体.
定理３　完全标准矛盾体是其自身的最小标准矛盾体.

证明:(反证)设有完全标准矛盾体Σ＝{B１,B２,􀆺,Bn},

若存在Σ中n－１个子句集Σ１是标准矛盾体,不妨设Σ１中不

含B１,由定理１知,存在B１的特征文字集{q２,q３,􀆺,qn},由文

字间所属关系知该文字集是Σ１的文字集,但该文字集不存在

互补对,故矛盾.综上,定理得证.
定理４　设完全标准矛盾体Σ＝{B１,B２,􀆺,Bn},子句

Bn＋１仅含文字p１,将Bn＋１添至Σ 构成标准矛盾体Σ１＝{B１,

B２,􀆺,Bn,Bn＋１}.若满足B１,B２,􀆺,Bn中每个子句都不含有

文字p１,则Σ２＝{B１∪{~p１},B２∪{~p１},􀆺,Bn∪{~p１},

Bn＋１}是完全标准矛盾体.

证明:先证Σ２是标准矛盾体.(反证)若Σ２不是标准矛盾

体,则存在其文字集{q１,q２,􀆺,qn,p１}不存在互补对,则qi≠
~p１,i＝１,２,􀆺,n,否则与假设矛盾.故qi∈Bi,i＝１,２,􀆺,

n.因{B１,B２,􀆺,Bn}是标准矛盾体,故{q１,q２,􀆺,qn}存在互

补对,故{q１,q２,􀆺,qn,p１}存在互补对,与假设矛盾,即假设

的反面成立.

再证Σ２的每个子句是非扩充子句.(反证)任给子句Bi,

i∈{１,２,􀆺,n},若存在文字q∉Bi∪{~p１},使得Σ２中子句

Bi∪{~p１}添加文字q后的子句集Σ３是标准矛盾体.因Σ是

完全标准矛盾体,由定理 １知,存在Bi的特征文字集{q１,

q２,􀆺,qi－１,qi＋１,􀆺,qn}.由q的定义知,{q１,q２,􀆺,qi－１,q,

qi＋１,􀆺,qn,p１}是Σ３的文字集,但不存在互补对,故矛盾.若

存在文字q∉Bn＋１使得Σ２中子句Bn＋１添加文字q后的子句集

Σ４是标准矛盾体,由q的定义知Σ４的文字集{~p１,~p１,􀆺,

~p１,q}不存在互补对,与假设矛盾.综上,定理得证.

定理５　设有完全标准矛盾体Σ＝{B１,B２,􀆺,Bn},子句

Bn＋１仅含文字p１,将Bn＋１添加至Σ构成标准矛盾体Σ１＝{B１,

B２,􀆺,Bn,Bn＋１}.
若满足条件:
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１)B１,B２,􀆺,Bm１
中每个子句含有文字p１;

２)Bm１＋１,Bm１＋２,􀆺,Bm２
中每个子句含有文字~p１;

３)Bm２＋１,Bm２＋２,􀆺,Bn是除条件(１)和条件(２)外的其他

子句.
则下列结论成立:

１)Σ２＝{B１∪A１,B２∪A２,􀆺,Bm１ ∪Am１
,Bm１＋１,Bm１＋２,􀆺,

Bm２
,Bm２＋１∪{~p１},Bm２＋２∪{~p１},􀆺,Bn∪{~p１},Bn＋１}

是标准矛盾体,其中A１,A２,􀆺,Am１
是任意子句;

２)Bm１＋１,Bm１＋２,􀆺,Bm２
,Bm２＋１∪{~p１},Bm２＋２∪{~p１},􀆺,

Bn∪{~p１}是Σ２的非扩充子句;

３)Σ５＝{Bm１＋１,Bm１＋２,􀆺,Bm２
,Bm２＋１ ∪{~p１},Bm２＋２ ∪

{~p１},􀆺,Bn∪{~p１},Bn＋１}是Σ２的最小标准矛盾体.

证明:１)任 取Σ２ 的 文 字 集 Δ＝ {q１,q２,􀆺,qm１
,qm１＋１,

qm１＋２,􀆺,qm２
,qm２＋１,qm２＋２,􀆺,qn,qn＋１}.若 存在qi＝ ~p１,

i＝m２＋１,m２＋２,􀆺,n,因qn＋１＝p１,则已存在互补对;否则

qi∈Bi,i＝m２＋１,m２＋２,􀆺,n.此时文字集Δ１＝{p１,p１,􀆺,

p１,qm１＋１,qm１＋２,􀆺,qm２
,qm２＋１,qm２＋２,􀆺,qn}是Σ的文字集,故

存在互补对.因qn＋１＝p１及由Δ１与Δ文字间的关系知Δ 存在

互补对,故命题成立.综上,定理得证.

２)(反证)若存在i∈{m２＋１,m２＋２,􀆺,n},存在文字

q∉Bi∪{~p１}使得Σ２中子句Bi∪{~p１}添文字q后的子句

集Σ３是标准矛盾体.因Σ是完全标准矛盾体,由定理１知:存
在Bi的特征文字{q１,q２,􀆺,qm１

,qm１＋１,qm１＋２,􀆺,qm２
,qm２＋１,

qm２＋２,􀆺,qi－１,qi＋１,􀆺,qn}.由q的定义知Σ３的文字集{q１,

q２,􀆺,qm１
,qm１＋１,qm１＋２,􀆺,qm２

,qm２＋１,qm１＋２,􀆺,qi－１,q,

qi＋１,􀆺,qn,qn＋１}不存在互补对,故矛盾.若存在i∈{m１＋１,

m１＋２,􀆺,m２},存在文字q∉Bi使得Σ２中子句Bi添文字q 后

的子句集Σ４是标准矛盾体,因Σ是完全标准矛盾体,由定理１
知,存在Bi的特征文字集{q１,q２,􀆺,qm１

,qm１＋１,qm１＋２,􀆺,qi－１,

qi＋１,􀆺,qm２
,qm２＋１,qm２＋２,􀆺,qn}.故文字集Δ３＝{q１,q２,􀆺,

qm１
,qm１＋１,qm１＋２,􀆺,qi－１,q,qi＋１,􀆺,qm２

,qm２＋１,qm２＋２,􀆺,qn,

qn＋１}是Σ４的文字集,由其文字间关系知Δ３不存在互补对,故
矛盾.综上,定理得证.

３)由１)的证明不难得知Σ５是标准矛盾体.设Σ５的子句

数为m,且m１＜m,下证任取Σ２中m１个子句构成子句集不构

成标准矛盾体.由标准矛盾体的性质知仅需证当m１＝m－１
成立即可.设Σ２中m－１个子句构成的子句集为Σ６.①若Σ６

不含子句Bn＋１,因Σ是完全标准矛盾体,故子句集{B１∪A１,

B２∪A２,􀆺,Bm１ ∪Am１
,Bm１＋１,Bm１＋２,􀆺,Bm１

,Bm１＋１∪{~p１},

Bm１＋２∪{~p１},􀆺,Bn∪{~p１}}不是标准矛盾体,由Σ６与上

述子句集的关系知,Σ６不构成标准矛盾体.②Σ６含有子句

Bn＋１,则 在Bm１＋１,Bm１＋２,􀆺,Bm２
,Bm２＋１ ∪ {~p１},Bm２＋２ ∪

{~p１},􀆺,Bn∪{~p１}中至少存在一个子句不在其中.若

存在i∈{m１＋１,m１＋２,􀆺,m２}使得Bi不在Σ６中,由定理１知

存在Bi的特征文字集Δ１ ＝{q１,q２,􀆺,qm１ ,qm１＋１,qm１＋２,􀆺,

qi－１,qi＋１,􀆺,qm２
,qm２＋１,qm２＋２,􀆺,qn}.取Σ６的文字集Δ２ 满

足:Bn＋１中文字取p１;其他子句的文字取为下标相同的文字集

Δ１中的文字.不难得知Δ２不存在互补对,故矛盾.若存在

i∈{m２＋１,m２＋２,􀆺,n}使得Bi不在Σ６中,与上述证明过程

类似,可找到Σ６的文字集Δ３不存在互补对,故矛盾.

定理６－定理８的考虑的情况是定理４和定理５中Bn＋１

文字数为多元及复合的情形,故仅给出定理的结论,其证明过

程可参考定理４和定理５的证明.需要注意的是,因为标准

矛盾体的任意文字集存在互补对,故某子句中文字数越多,则
该子句对其他子句中文字的限制越强.

定理６　设有完全标准矛盾体Σ＝{B１,B２,􀆺,Bn},子句

Bn＋１含有多个文字,将Bn＋１添加至Σ 构成标准矛盾体Σ１＝
{B１,B２,􀆺,Bn,Bn＋１}时,若Bn＋１中存在文字p１,p２满足pj∉
Bi,i＝１,２,􀆺,n,j＝１,２,则有下列结论:

１)B１,B２,􀆺,Bn是Σ１的非扩充子句;

２)Σ是Σ１的最小标准矛盾体.

定理７　设有完全标准矛盾体Σ＝{B１,B２,􀆺,Bn},子句

Bn＋１仅含有文字p１,p２,􀆺,pk,将Bn＋１添加至{B１,B２,􀆺,Bn}

构成标准矛盾体Σ１＝{B１,B２,􀆺,Bn,Bn＋１}.若满足条件:

１)B１,B２,􀆺,Bm１
含有Bn＋１中除p１外的所有其他文字;

Bm１＋１,Bm１＋２,􀆺,Bm２
含有Bn＋１中除p２外的所有其他文字;􀆺;

Bmk－１＋１,Bmk－１＋２,􀆺,Bmk
含有Bn＋１中除pk外的所有其他文字.

２)Bmk＋１,Bmk＋２,􀆺,Bmk＋１
含有Bn＋１中所有文字.

３)Bmk＋１＋１,Bmk＋１＋２,􀆺,Bn是除条件１)和条件２)外的其他

子句.

则有下列结论:

１)Σ３＝{B１∪{~p１},B２∪{~p１},􀆺,Bm１ ∪{~p１},

Bm１＋１∪{~p２},Bm１＋２∪{~p２},􀆺,Bm２∪{~p２},􀆺,Bmk－１＋１∪
{~pk},Bmk－１＋２∪{~pk},􀆺,Bmk ∪{~pk},Bmk＋１∪A１,Bmk＋２∪
A２,􀆺,Bmk＋１ ∪Amk＋１－mk＋１,Bmk＋１＋１,Bmk＋１＋２,􀆺,Bn,Bn＋１}是标准

矛盾体,其中A１,A２,􀆺,Amk＋１－mk＋１是任意子句;

２)B１∪{~p１},B２∪{~p１},􀆺,Bm１ ∪{~p１},Bm１＋１ ∪
{~p２},Bm１＋２∪{~p２},􀆺,Bm２ ∪{~p２},􀆺,Bmk－１＋１∪{~pk},

Bmk－１＋２∪{~pk},􀆺,Bmk ∪{~pk},Bmk＋１＋１,Bmk＋１＋２,􀆺,Bn是Σ３

的非扩充子句;

３)若Bmk＋１＋１ ≠B１,则 {B１ ∪ {~p１},B２ ∪ {~p１},􀆺,

Bm１ ∪{~p１},Bm１＋１ ∪ {~p２},Bm１＋２ ∪ {~p２ }􀆺,Bm２ ∪
{~p２},􀆺,Bmk－１＋１∪ {~pk},Bmk－１＋２ ∪ {~pk},􀆺,Bmk ∪
{~pk},Bmk＋１＋１,Bmk＋１＋２,􀆺,Bn,Bn＋１}是Σ３的最小标准矛盾

体,否则Σ１是Σ３的最小标准矛盾体.

定理８　设有完全标准矛盾体Σ＝{B１,B２,􀆺,Bn},子句

Bn＋１仅含有文字p１,p２,􀆺,pk,pk＋１,将Bn＋１添加至Σ构成标

准矛盾体Σ１＝{B１,B２,􀆺,Bn,Bn＋１}时,若满足条件:

１)B１,B２,􀆺,Bn中每个子句都不含文字pk＋１;

２)B１,B２,􀆺,Bm１
中每个子句都含有文字p１,p２,􀆺,pk;

Bm１＋１,Bm１＋２,􀆺,Bn是其他可能情况的子句.
则有下列结论:

１)Σ４ ＝ {B１ ∪ {~pk＋１},B２ ∪ {~pk＋１},􀆺,Bm１ ∪
{~pk＋１},Bm１＋１,Bm１＋２,􀆺,Bn,Bn＋１}是标准矛盾体;

２)B１ ∪{~pk＋１},B２ ∪{~pk＋１},􀆺,Bm１ ∪{~pk＋１},

Bm１＋１,Bm１＋２,􀆺,Bn是Σ４非扩充子句;

３)若Bm１＋１≠B１,则Σ４是其自身的最小标准矛盾体,否则

Σ是Σ４的最小标准矛盾体.

结束语　本文基于命题逻辑,提出了完全标准矛盾体和

最小标准矛盾体的概念,证明了相关定理及性质.内容可概

括如下:１)完全标准矛盾体和最小标准矛盾体的特征及相互

之间的关系;２)完全标准矛盾体添加新子句及向其相关子句

添加相关文字后,其非扩充子句(完全性)的变化规律;３)完全
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