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摘　要　描述逻辑和形式概念格都是以概念为基础的形式系统,它们都有各自的优缺点,近年来人们开始将两者结合起来,取

长补短.文中将形式概念分析的方法引入描述逻辑,研究了循环描述逻辑系统 FL０ 在最大不动点语义下有限模型的有穷基.
在形式概念分析中,属性有限的形式背景都存在 DuguenneＧGuigues基,文章将循环 FL０ 的最大不动点模型作为描述背景,将

FL０ 概念作为属性,定义了描述背景下的属性蕴含,证明了循环描述逻辑系统FL０ 的最大不动点模型也存在有穷基底.
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１　引言

描述逻辑是一种面向对象的形式化工具,是一阶逻辑的

可判定性子集[１],与其他形式化工具相比,其具有推理机制,

能实现知识之间的自动推理.因此,它成为近年来人工智能

研究的热点.在过去的几十年里,研究者们研究了描述逻辑

的推理机制问题,得到了一系列推理算法并在实际应用中运

行良好,如描述逻辑系统 KRIS(１９９１)、FaCT(１９９８)等.随

着研究的深入,其应用也越来越广泛,在语义 Web[２Ｇ３]、本体

(ontology)[４]、数据库[５Ｇ６]和软件工程[７]等领域都有很好的应

用.当然描述逻辑最杰出的应用还是在语义 Web方面,由于

其良好的形式化语义和可靠、完备的推理算法,使它成为了

Web本体描述语言的逻辑基础,目前通用的本体语言 OWL
都是以描述逻辑为基础的.

形式概念分析是２０世纪８０年代初由德国 Wille教授提

出的,作为一种形式化方法,它为数据分析提供了有效的工

具.形式概念分析是一种成熟的数学模型,其特点是小而全,

能非常清晰地处理信息.给定一个特定的形式背景,它能自

动地搜寻出所有的形式概念构成一个形式概念格,层次非常

清晰.因此,形式概念分析被应用到了许多领域,如 Neuss,

Kent等[８]将形式概念分析应用到数字图书馆和文献检索方

面,Deogun,Raghavan,Sever等将其用于数据挖掘及知识发

现方面,得到了一些新的挖掘算法.

描述逻辑和形式概念分析都是以概念为基础,但在概念



的获取上却有着显著的不同.在描述逻辑中,概念是由原子

概念和原子角色符号在构造子的帮助之下递归形成,概念都

解释成域的子集,但是概念的形成与解释域没有关系,描述语

言含有角色符号,能描述域中个体之间的关系.在形式概念

分析中,概念都与一个特定的形式背景相关,不同的形式背景

形成不同的概念.所谓的形式背景,其实就是一个三元组

K＝‹G,M,I›,其中G 是个体(对象)的集合,M 是属性的集

合,I是G×M 上的关系,即I⊆G×M.最简单的形式背景就

是一个二维表,它的行代表属性,列代表个体也称为对象.形

式概念分析中的概念就是一个二元组(A,B),A 是G 中具有

属性集B 中所有属性的个体的集合,称作概念的外延;B是A
中所有个体的所有共同属性构成的集合,称作概念的内涵.
正是由于这些差异,使得它们各有优缺点.描述逻辑具有强

的表达能力和推理机制,能描述域中个体之间的关系,但是却

很难全部找出一个给定域上的所有概念,形式概念分析能给

出一个域上的所有概念,但却受限于表达力,而且概念依赖于

具体的背景,不具有通用性.近年来研究者们开始尝试在它

们之间取长补短,发挥其各自的优势.具体如下:用描述语言

来定义形式背景中的属性,利用描述语言丰富的构造子来弥

补形式背景中属性表达力弱的缺点,如 Prediger和 Stumme
在１９９９年将描述逻辑引进概念信息系统(ConceptualInforＧ
mationSystem),其数据分析工具为形式概念分析(FCA),利
用描述语言来弥补属性表达力弱的不足[８];２００７年Stumme
等将描述逻辑与形式概念分析结合形成一种称作关系概念分

析的形式系统[９].另一方面,将形式概念分析的方法引入描

述逻辑的研究中,来处理一些构建描述逻辑知识库的问题,如

Baader在１９９５年利用形式概念分析中的属性探测算法给出

了描述逻辑系统中一个概念组关于交运算的层次计算[１０];

１９９６年Stumme扩充了Baader的结果,并给出了描述逻辑系

统中一组概念关于交和并运算的层次计算[１１];２０００年Baader
等使用属性探测算法给出了描述逻辑系统中一个概念组的最

小公共包含概念的层次计算[１２];２００６年 Rudolph将描述逻辑

结合形式概念分析提出了一种新的方法———关系探索(RelaＧ
tionExploration),并将此方法应用到描述逻辑系统 FLε中,

得到了FLε的一个完备知识模型[１３];２００８年 Baader利用形

式概念分析中的属性探测算法给出了描述逻辑系统 eL有限

模型的有穷基[１４];２０１０年 Tang等利用形式概念分析中的属

性探测算法给出了循环描述逻辑系统 FLε有限模型的有穷

基,为构建一个完备非冗余的描述逻辑知识库提供了理论基

础[１５].本文在前人的基础上研究了循环描述逻辑系统 FL０

最大不动点语义下有限模型的有穷基问题,解决了 Baader在

文献[１４]中提出的FL０ 有限模型的有穷基存在性问题,具其

有理论和现实意义.

２　预备知识

定义１[１]　描述语言FL０ 含构造子交 ,全称量词∀,FL０

中概念递归地定义如下:C,D→⊥| |P|A B|∀r．A,其中

P 是原子概念,r是角色.

定义２[１]　二元组I＝(Δ,􀅰I)是一个模型,其中Δ为解

释域,是一个非空集合,􀅰I 是解释函数,它将概念解释成Δ
的子集,将角色解释成Δ上的关系,具体如下:

(１)(⊥)I＝Ø;

(２)( )I＝Δ;
(３)(P)I＝PI⊆Δ;
(４)(r)I＝rI⊆Δ×Δ;
(５)(C D)I＝CI∩DI;
(６)(∀r．C)I＝{d∈Δi|∀e(d,e)∈rI→e∈CI}.

定理１[１]　C D 当且仅当对于所有的解释I,有CI⊆

DI,C≡D 当且仅当C D 且D D.

FL０ 术语集公理(Tbox)就是有限条形如C≡D 或C D
的式子,前者称为包含公理,后者称为等价公理.若Tbox中

任意概念都不直接或间接地引用自己,则称它是非循环的,否
则称之为循环的Tbox.例如:Momo＝Man ∀haschild．MoＧ
mo,Momo同时出现在等式两端,就是一个循环定义.

Nebel在文献[１６]中指出,不含循环定义的描述逻辑系

统的解释(模型)是唯一确定的,而循环的情况不唯一.目前

公认的是最大不动点语义、最小不动点语义和描述语义３种.
本文只考虑最大不动点语义.

定义３[１]　模型I被称为一个循环TboxT 的最大不动

点模型当且仅当存在一个原始解释J,I∈int(J)并且I是

OT,J的最大不动点.
不是每一个循环的描述逻辑 Tbox 都有最大不动点模

型,Tarski的不动点定理告诉我们:完备格上的单调映射一

定存在不动点.文献[１]指出,若描述语言中不含构造子非

(¬),OT,J在Int(J)上就是单调的.由定义１可知,描述语言

FL０ 不含非,因此循环的 FL０ＧTbox 一定具有不动点模型.

Baader在文献[１７]中还指出循环的FL０ＧTbox同时具有最大

不动点模型和最小不动点模型.

定义 ４[１７]　A,B 是 循 环 FL０ＧTbox 中 的 两 个 概 念,

A gfp,TB 当且仅当对于任意的最大不动点模型I 都有AI⊆

BI 成立.

Baader[１７]还指出一个循环的 FL０ＧTbox可以表示成一部

自动机,其中概念表示成自动机的状态,初始概念是可接受状

态,角色符号作为自动机的接受语言的字母.在最大不动点

语义解释下概念A,B 之间的包含关系可以用自动机接受语

言间的包含关系来刻画.

定理２[１７]　T 是一个循环的 FL０ＧTbox,A 是T 的概念,

AT 是T 对应的自动 机 表 示,I 是 T 的 最 大 不 动 点 模 型,

∀d∈I,d∈AI 当且仅当∀e∈dom(I),若(d,e)∈WI,则有

e∈PI,对任意的P 和任意的W∈L(A,P)成立.

定理３[１７]　T 是一个循环 FL０ＧTbox,AT 是T 对应的自

动机表示,A,B 是T 中的两个概念,A gfp,TB 当且仅当L
(B,P)⊆L(A,P)对任意的P 成立.

定义５[１８]　形式背景(G,M,I)是由对象集G、属性集 M
以及关系I 组成.(g,m)∈I或gIm 表示对象g 具有属性

m.在X⊆G和Y⊆M 上定义一对对偶算子:

X′＝{m∈M|∀g∈X,gIm}

Y′＝{g∈G|∀m∈Y,gIm}

X′表示X 中所有对象共同属性的集合,Y′表示具有Y 中所有

属性的对象构成的集合.
定义６[１８]　(G,M,I)为一个形式背景,如果二元组(X,

Y)满足X′＝Y,且Y′＝X,则称(X,Y)是(G,M,I)的一个形式

概念,简称概念,其中 X 称为概念 的 外 延,Y 称 为 概 念 的

内涵.
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定理４[１８]　(G,M,I)是一个形式背景,X,X１,X２⊆G,Y,

Y１,Y２⊆M,则有:
(１)X１⊆X２⇒X２′⊆X１′;
(１′)Y１⊆Y２⇒Y２′⊆Y１′;
(２)X⊆X″;(２′)Y⊆Y″;
(３)X′＝X‴;(３′)Y′＝Y‴;
(４)X⊆Y′⇔Y⊆X′⇔X×Y⊆I.
定义７[１８]　蕴含式Y１→Y２ 在(G,M,I)中成立,当且仅

当∀o∈G,o∈Y′
１,则有o∈Y′

２,即Y１′⊆Y２′.Y１→Y２ 在(G,

M,I)中不成立,当且仅当∃o∈G,o∈Y１′\Y２′.

定义８[１８]　设T⊆M,若Y１⊈T 或Y２⊆T(Y１⊆T→Y２⊆
T),则T 与Y１→Y２ 相关.L是一个蕴含式的集合,若T 与L
中每一个属性蕴含都相关,则称T 与L相关.

由定义 ７可知,Y１ →Y２ 在(G,M,I)中成立当且仅当

Y１′⊆Y２′,即Y２⊆Y１″成立.蕴含式集合L中的每一个蕴含都

成立,称L在(G,M,I)中是可靠的.对任意属性集Y,由定理

４可知Y⊆Y″,则蕴含Y→Y″在(G,M,I)中恒成 立,因 此

L∶＝{Y→Y″|Y 是任意属性集}是可靠的.记Imp(K)为(G,

M,I)中成立的蕴含式构成的集合,显然有 L⊆Imp(K),Im

p(K)在很多时候是一个非常大的集合,而真正让人们感兴趣

的是它的生成集.

定义９[１８]　L是一个蕴含式集合,若 M 的每一个与L相

关的子集都与Y１→Y２ 相关,则称Y１→Y２ 可由L生成.若蕴

含式集合L１ 中的每一个蕴含都可以由L生成,则称L是L１ 的

生成集.若Imp(K)可以由集合L生成,则称L是完备的.

定义１０[１８]　若(G,M,I)的蕴含式集合 L中的每一个蕴

含都不能由其真子集生成,则称L是非冗余的.
定义１１[１８]　属性集Y 被称为形式背景(G,M,I)的伪内

涵,当且仅当Y≠Y″且其任意的真子集Q 都有Q″真包含于

Y″.
定理５[１８]　形式背景(G,M,I)中的蕴含式集合 L∶＝

{Y→Y″|Y 是伪内涵}是可靠的、完备的和非冗余的.
定义１２[１８]　蕴含式集合L被称为形式背景(G,M,I)的

DuguenneＧGuigues基当且仅当它是可靠的、完备的和非冗余的.

文献[１８]指出,任给一个属性集有限的形式背景,都可以

通过属性探测算法找出它的 DuguenneＧGuigues基.

３　描述逻辑系统FL０ 的有穷基

定义１３[１４]　描述背景是一个二元组‹L,Δi|i∈I›,L 是

FL０ 所有概念的集合,i＝(Δi,􀅰i)是L的一个解释(模型),其
中Δi 是解释域,它是一个非空的有限集.L 相当于形式背景

中的属性集,Δi 相当于对象集.

在给定的描述背景‹L,Δi›下,可以类似地定义两个对偶

算子,对任意的f⊆L,X⊆Δi:
(１)fi＝{x∈Δi|∀fk∈f,x∈fi};

(２)Xi＝{f∈L|∀x∈X,x∈fi}.
任意的概念集fk ∈f⊆L,在解释i＝(Δi,􀅰i)下都有

fi
k⊆Δi,因此fi⊆Δi.反过来,对于给定的 X⊆Δi,却不一定

存在概念集f,使得X＝fi.由于描述语言对概念交封闭,在
描述背景中所有的概念集f 都可以用一个概念 f＝ fi,

fi∈f表示.为了陈述的方便,给出了几个要用到的定义和

定理:

定义１４[１９]　E是描述逻辑系统L 中的概念,I是它的一

个模型,x∈dom(I),E被称为是x 基于模型I 的最具体概念

当且仅当满足条件:(１)x∈EI;(２)∀F∈L,若x∈FI,则

E F.

E是x 基于模型I的最具体概念就是满足条件(１)最小

的概念.Distel在文献[１９]中指出,非循环的FL０,εL系统不

一定都存在基于模型的最具体概念,而在有循环定义并且基

于最大不动点语义的情况下是存在的,并且有如下定理.
定理６[１９]　I是循环FL０ＧTboxT 的最大不动点模型,AI

是模型I的自动机表示,AT 是T 的自动机表示,对任意的

x∈dom(I)都存在基于模型I的最具体概念E,并且有L(E,

P)＝L(x,P),对任意的初始概念P 成立.
定义１５[１]　L 是一个描述逻辑系统,A,B 是L 中的概

念,E 被 称 为 A,B 的 最 小 公 共 包 含 当 且 仅 当 满 足 条 件:

１)A E,B E;２)∀F∈L,若A F,B ;,则E F.此时记

E＝lcs(A,B).

Baader在文献[２０]中指出,循环的FLN系统存在最小公

共包含概念,是FLN的子系统,因此在循环的 FL０ 中概念的

最小公共包含也是存在的.

在基于模型最具体概念和最小公共包含概念都存在的情

况下,可以定义:Xi＝lcs{Cx∈L|∀x∈X,Cx 是x 基于模型i
的最具体概念},这样就完成了形式背景到描述背景的转换.

定理７[１４]　描述背景‹L,Δi›,X,Y⊆Δi,概念C,D∈L,
则有:

(１)X⊆Y⇒Xi Yi;
(２)C⇒Ci⊆Di;
(３)X⊆Xii;
(４)Cii C;

(５)X≡Xiii;
(６)C≡Ciii;
(７)X⊆Ci⇒Xi C.

定义１６[１４]　在描述背景‹L,Δi›中,f１,f２∈L,f１→f２ 成

立当且仅当fi
１⊆fi

２ 成立,此时称f１→f２ 在‹L,Δi›中有效,蕴
含式集合A是有效的当且仅当A中的每一个蕴含式是有效的.

由定理１可知,对任意的模型I,若AI⊆BI,则A B,因
此A→B 是有效的.反之则不然,由定义７可知,A→B 在

‹L,Δi›中有效,只需Ai⊆Bi 即可,并不代表在任意模型中都

成立.
定义１７[１４]　蕴含式f１→f２ 是可以由蕴含式集合A 导

出当且仅当对任意的背景‹L,Δi›,若A 中的每一个蕴含式在

‹L,Δi›中有效,则f１→f２ 也在‹L,Δi›中有效.若蕴含集B
的每一个蕴含式都可以由A 导出,则称A 导出B.

定义１８[１４]　蕴含式集合A 被称为背景‹L,Δi›的一个有

穷基,当且仅当A 是有穷的并且满足以下性质:
(１)可靠性:A 在‹L,Δi›中是有效的;
(２)完备性:‹L,Δi›中所有有效的蕴含式都可以由 A

导出;
(３)非冗余性:A 的任意真子集都不具备完备性.

定理８[１４]　若f１→f２ 在‹L,Δi›中有效,则它可以由集合

{f１→fii
１}导出,由形式概念分析的知识可知,f１→fii

１ 在任意

背景中都是有效的,这样只要掌握了集合{f→fii|f∈L},也
就掌握了‹L,Δi›中所有有效的蕴含式.但是L 中的概念有
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无穷多个,人们希望能找到它的一个有限子集,使得它能被这

个子集导出.

定义１９[１４]　D⊆L 被称为背景‹L,Δi›的一个支配集当

且仅当对于任意的 f∈L 存在f
－

∈D,使 得 f f
－
,fi ＝f

－
i

成立.

定理９[１４]　D⊆L 是背景‹L,Δi›的支配集,则蕴含式集

合A＝{f→fii|f∈D}是‹L,Δi›的可靠完备集.

由定理９可知,只要找出循环 FL０ 描述背景的一个有限

支配集,就找到了一个兼具有限性、可靠性和完备性的蕴含式

集合,然后在此基础上去找它的一个非冗余子集,也就找到了

该背景下的一个有穷基.

对于任意的循环 FL０－TboxT,可以构造一个非循环的

T′来逼近它.如:

T:

B＝P ∀r．B,

T′:

B０＝P ∀r． ≡P;

B１＝P ∀r．B０≡P ∀r．P;

B２＝P ∀r．B１≡P ∀r．P ∀r．(∀r．P);

　⋮

Bk＋１＝P ∀r．Bk.

T′中所有的被定义概念形成一条“Ｇ降链”,即:B０ B１

B２ 􀆺 Bk Bk＋１成立,并且T′中任意的Bk 都有B Bk.

定理１０　对于任意的FL０ 循环定义B,都可以在非循环

的FL０ 中找到一族概念{Bk|k∈N},并且使得B Bk.

证明:对于循环FL０－TboxT 中的概念B,可以通过上述

示例的过程找到一组概念B０,B１,􀆺,Bk 构成T′,将T 表示

成一部自动机AT,记它的接受语言集合为L(B,P).由定理

２可知,∀d∈I,∀P 若d∈BI 则有对每一个的 Wk∈L(B,

P),∀e∈I:(d,e)∈(Wk)I 都有e∈PI 成立,由定义１可知

d∈(∀Wk．P)I,当Wk＝ε时,d∈PI.由T′的构造过程可以

知道每一个Bk 都可以表示成某些∀Wk．P 的交,因此,∀d∈

BI,则有d∈(Bk)I,从而有B Bk.证毕.

定理１１　对于任意的FL０ 循环定义B,都可以在非循环

的FL０ 中找到概念U,使得Bi＝Ui,i是最大不动点模型.

证明:由定理１０可知,对任意的循环定义B 都存在一族

非循环的概念{Bk|k∈N}使得B Bk,并且{Bk|k∈N}构成

一族“Ｇ降链”.对于给定的模型i,由于Δi 有限,则p(Δi)也

有限,记p(Δi)＝{D１,D２,􀆺,Dm},其中 Di⊆Δi.由于 T′是

非循环的,因此,每一个Bk 在模型i下的解释Bi
k 是Δi 的一

个确定的子集,即Bi
k∈p(Δi)＝{D１,D２,􀆺,Dm},因此,可以

将T′中所有的概念分成m 类,记作[f１],􀆺,[fm ],∀Bk∈
[fh]当且仅当Bi

k＝Dh⊆Δi,１≤h≤m.很容易验证这是一个

等价分类,那么任意的Bk∈T′一定唯一属于[f１],􀆺,[fm]中
的一类.由于循环FL０ＧTboxT 一定具有最大不动点模型i,

则有Bi＝Dl∈p(Δi).因此,在 T′ 中一定存在U,使得Ui＝

Bi＝Dl.证毕.

蕴含式集合{B→Bii}在任何背景下都是可靠的和完备

的,但却不一定有限.记O＝{Bi|B 是 FL０ 的循环定义,i是

gfp 模型},K＝{U|U∈C,Ui＝X,∀X∈O},由于Δi 有限,从
而集合O,K都是有限的.定义蕴含式集合Ω＝{P→Pii|P∈

NPrim ∪{ }}∪ {(∀r．U)→ (∀r．U)ii|r∈Nr,U ∈K}∪
{(U１ U２→(U１ U２)ii|U１,U２∈K},很显然Ω 是一个有限

集,并且{B→Bii}可以由Ω导出.

定理１２　蕴含式集合{B→Bii}可以由Ω导出.

证明:每一个概念B 都是 FL０ 中的概念,施归纳于公式

的形成过程:
(１)当B∈NPrim ∪{ }时,P→Pii∈Ω,显然P→Pii可以由

Ω 导出.
(２)当B＝∀r．V 时,由归纳可知V→Vii是可以由Ω 导出

的.令j是使得Ω 成立的模型,则有Vj⊆(Vii)j.由定义２
可知,Bj＝(∀r．V)j＝{x∈Δj|∀y(x,y)∈rj→y∈Vj},则

Bj⊆{x∈Δj|∀y(x,y)∈rj→y∈(Vii)j}.取U∈K,Ui＝Vi,

由定理７可知Vii U,则Bj⊆{x∈Δj|∀y(x,y)∈rj→y∈

Uj}＝(∀r．U)j.由Ω的构成可知(∀r．U)→(∀r．U)ii∈Ω,

由假设可知 ∀r．U→(∀r．U)ii 在j 中成立,则(∀r．U)j ⊆
((∀r．U)ii)j,则有Bj⊆(∀r．U)j⊆((∀r．U)ii)j,而((∀r．
U)ii)j＝({x|∀y(x,y)∈ri→y∈Ui}i)j＝({x|∀y(x,y)∈
ri→y∈Vi}i)j＝((∀r．V)ii)j＝(Bii)j,则有Bj⊆(Bii)j,由定

义１６和定义１７可知B→Bii可以由Ω 导出.
(３)当B＝V１ V２ 时,由归纳可知V１→Vii

１,V２→Vii
２ 可由

Ω导出,对任意使得 Ω 有效的模型j,有(V１)j⊆(Vαii１)j,

(V２)j⊆(Vii
２)j.Bj＝Vj

１∩Vj
２⊆(Vii

１)j∩(Vii
２)j,令Ui

１＝Vi
１,

Ui
２＝Vi

２,则Vii
１ U１,Vii２ U２,则(Vii

１)j⊆Uj
１,(Vii

２)j⊆Uj
２,则

Bj⊆Uj
１∩Uj

２.又由于(U１ U２)→(U１ U２)ii∈Ω,则Bj⊆

Cj
１∩Cj

２⊆((C１ C２)ii)j＝((Ci
１∩Ci

２)i)j＝((Vi
１∩Vi

２)i)j＝
((V１ V２)ii)j＝(Bii)j.由定义１６和定义１７可知B→Bii可

以由Ω 导出.

综合(１)－(３),{B→Bii}可以由Ω导出.证毕.

由定理１２可知,Ω是一个有限的、可靠的和完备的蕴含

公式集,则可以由Ω得到循环FL０ 描述背景的一个有穷基.

定理１３　任意的循环 FL０ 描述背景i都存在一个有穷

的、可靠的和完备的蕴含式集合作为其有穷基.

证明:由定理１２可知,Ω 的一个极小真子集就是背景i
的有穷基Ω∗ ,具体步骤如下:１)令Ω∗ ＝Ω;２)对任意的蕴含

式U→V∈Ω∗ ,若U→V 能被Ω∗/{U→V}导出,则令Ω∗ ＝
Ω∗/{U→V};否则,Ω∗ ＝Ω∗ .由于Ω 有限,在有限步内一定

可以得到一个Ω的一个极小真子集Ω∗ .证毕.

结束语　本文将形式概念分析的方法引入描述,逻辑研

究了循环描述逻辑系统 FL０ 在基于最大不动点语义下有限

模型的有穷基问题,证明有限的 FL０ 的gfp 模型存在有穷

基,这为构建描述逻辑知识库提供了强有力的理论依据和技

术支持.在实际应用当中,人们更关注如何设计有效的算法

来计算一个有限的FL０ 系统的gfp模型的有穷基,可以从有

穷基出发,在一个具体域上构建一个本体.本文的后续工作

就是设计计算有穷基的算法.
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