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摘　要　柱形代数分解是广泛应用于求多项式系统实数解的一种计算方法.不同的变元序对其计算时间有显著影响.已有选

序算法多基于启发式的经验算法,准确率不高.少数基于机器学习的方法使用的数据集较小,且基于复杂人工特征.文中在随

机生成大量多项式系统与所有序计算时间标注的数据基础上,提出一类新的多项式显性表示特征和一种新的分级神经网络.
首先根据最差序计算时间将数据集划分成４个不同计算难度的子集并分别建立预测最优序的分类模型,其次建立预测最长计

算时间的回归模型,最后根据回归模型预测最长计算时间并据其自动选择相应难度分类模型预测最优变元序.实验结果表明,
显性特征的性能优于复杂人工特征,且在困难问题上分级神经网络所预测最优序的性能约为经验选序算法的３倍.
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Abstract　Cylindricalalgebraicdecomposition(CAD)isawidelyusedapproachforcomputingtherealsolutionsofpolynomial
systems．Thechoiceofvariableorderinghasasignificantimpactonitscomputationtime．MostofexistingorderingselectionalgoＧ
rithmsarebasedonheuristicempiricalalgorithms,whoseaccuracyarenothigh．Afewapproachesbasedonmachinelearninguse
smalldatasetsandarebasedoncomplexhumancharacteristics．Inthispaper,onthebasisofrandomlygeneratingalargesetof

polynomialsystems,whicharetaggedwithtimingsobtainedbyapplyingdifferentorderingsforcomputingCAD,anewkindof
explicitrepresentationfeatureandanewhierarchicalneuralnetworkareproposed．Firstly,accordingtothecomputationtimeof
CADwiththeworstordering,thedatasetisdividedintofoursubsetswithdifferentcomputationdifficulties,andtheclassification
modelsareestablishedrespectively．Secondly,aregressionmodelforpredictingthelongestcomputationtimeisbuilt．Finally,the
longestcomputationtimeispredictedaccordingtotheregressionmodel,basedonwhichaclassificationmodelwithrightcompuＧ
tationdifficultyisautomaticallyselectedtopredicttheoptimalvariableordering．Experimentalresultsshowthattheperformance
ofexplicitfeaturesisbetterthanthatofcomplexhandcraftedfeatures,andtheperformanceoftheoptimalorderingpredictedby
hierarchicalneuralnetworkondifficultproblemsisabouttwotimesbetterthanthatofanempiricalalgorithm．
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　　很多科学和工程问题都可以转化为代数方程求解[１Ｇ３].

因此,研究出高效的计算机代数方程求解工具具有重要意义.

柱形代数分解(CylindricalAlgebraicDecomposition,CAD)是

计算机代数中求解半代数系统的一种重要方法[４].在使用柱

形代数分解方法时,需要输入一个变元序.研究表明,变元序

的选择对使用柱形代数分解求解半代数系统的时间有重要

影响[５].

机器学习是人工智能的一个分支.机器学习通过大量数

据的训练,发现数据的内在规律,从而提高分类和预测的准确

性.数据的表示对机器学习的性能有重要影响.当数据集足

够大时,深度学习可以从数据中学习数据的表示,从而提升模

型的性能[６].目前,机器学习被广泛应用于推荐算法、计算机

视觉、物联网等计算机应用领域,同时也与医学、材料、经济学

等领域形成交叉应用学科.在计算机数学中,机器学习应用

也非常广泛,如 Mall等[７]提出用单层 ChebysＧhev神经网络

求解椭圆偏微分方程,Lample等[８]用机器学习求解符号微积



分问题,并且模型性能明显优于符号数学工具.

机器学习的发展为解决柱形代数分解变元择序提供了新

的解决方案.在 QEPCAD、Reduce、Mathematica、Maple等中

实现的柱形代数分解软件包基于传统经验算法实现变元择

序,这些方法往往对某一类问题效果较好,而很难适用于所有

问题.基于 Chen等[９]在 Maple软件包 ReguＧlarChains中实

现的柱形代数分解,Huang等[１０]提出使用机器学习选择启发

式算法,England等[１１]用机器学习算法根据计算时间直接预

测变元序,我们在之前的研究中[１２]使用支持向量机的方法根

据胞腔个数直接预测变元序.实验表明,在给定数据集上,机

器学习方法在解决变元择序问题上比传统经验择序算法效果

更好.

不同于已有的研究,本文的数据集(２８２８０２)远大于以往

研究的数据集(６１１７,３２６８０).对比已有的研究发现,当数据

集较小时手工设计的特征明显优于数据的自然特征.一种自

然的想法是当数据集足够大时,使用深度学习的方法直接从

数据中学习特征.但本文第３节实验表明,直接使用多项式

系数得到的特征效果并不理想.对已有研究中使用的手工特

征进一步分析发现,这些特征和系数大小无关,只依赖于多项

式项的信息.受此启发,本文在多项式的显性特征(多项式系

数特征)的基础上衍生出基于多项式项的特征,即不考虑系数

大小,只考虑系数零或非零.

同时,对数据集进一步分析发现,大部分样例的最坏序计

算时间小于１０s,属于相对容易的问题,而我们更关心困难样

例最佳序的选择.为了解决样本均衡问题,本文提出了一种

分级神经网络:首先根据最坏变元序(最长计算时间)将数据

集划分成不同子类,对每一子类建立预测最佳变元序(最短计

算时间)的分类模型,其次建立回归模型预测最大计算时间.

预测时,利用回归模型划分问题难度,自动选择相应分类模

型,预测最优变元序.实验结果表明,在不同问题难度的数据

集上分级神经网络上都明显优于 maple命令SuggestVariabＧ
leOrder(SVO)实现的经验选序算法.分级神经网络在预测

问题难度的同时能有效预测最优变元序,在困难数据集上所

选序计算CAD的时间只有传统择序算法SVO 的１/３.

本文第１节简要介绍了柱形代数分解择序问题;第２节

介绍本文实验数据的生成、特征选择和数据预处理;第３节介

绍分类神经网络对比实验,包括不同特征选择方法的实验结

果及对比分析;第４节介绍分级神经网络的结果及对比实验.

１　柱形代数分解简介

１９７３年,G．E．Collins提出了柱形代数分解方法[１３],随后

大量学者对其进行了改进[１４Ｇ２０].柱形代数分解是将有序的

实空间Rn 分解成有限个连通的半代数子集,并且所有子集

呈柱形排列,其对任意的１≤k＜n,Rn 上的两个子集A 和B
在Rk 上的投影完全相同或不相交[１３].

在使用CAD时,变元序的选择会影响 CAD的计算时间

和效率[２０].例如,给定多项式系统:

f＝
２３x３

２Ｇ３６x３
３－５１x１x２＋５

５７x１x３＋３３x２
２＋１７x２x３－９１x２

３＋２９{ (１)

使用Chen等[９,２１]在 Maple软件包RegularChains中实现

的CylindricalAlgrbraicDecompose,当输入的序为x１＞x３＞x２

时,胞腔个数为１５５,计算时间为０．５２s;当输入的序为x２＞

x３＞x１ 时,胞腔个数为２１４７,计算时间为１３７．５３s.

图１对本文数据集中最佳变元序和最差变元序的计算时

间做了比较分析.

(a)全局图

(b)局部图

图１　变元序计算时间

Fig．１　Computingtimeofvariableorders

从全局图中可以看出,大部分数据最优序与最差序的时

间差较小;从局部图可以看出,随着最差序计算时间的增长,

最佳变元序与最差变元序的时间差也变大.

２　实验数据

２．１　数据生成

本文的数据集是通过数学软件 Maple生成,其中用 ReguＧ

larChains工具包用来计算多项式系统调用 CAD计算的实际

计算时间[２１].多项式系统的结构如下:

F＝
∑
４

m＝１
Cxa

１xb
２xc

３＋D

∑
４

m＝１
Cxa

１xb
２xc

３＋D
{

０≤a＋b＋c≤３,－１００≤C≤１００,－２００≤D≤２００

(２)

为在有限时间内得到大量数据,将每个变元序的最大计

算时间限制为９００s.三变元多项式的变元序为(x１,x２,x３),

(x１,x３,x２),(x２,x１,x３),(x２,x３,x１),(x３,x１,x２),(x３,x２,

x１).

在一个具有５个节点、每个节点配置２个IntelE５Ｇ２６２０

CPU(６核)、６４GB内存的计算机集群上,１５个进程并行计

算,运行１７天９小时后总共得到２８２８０２条有效数据.

２．２　特征选择

在机器学习实验中,数据特征的选择会直接影响机器学

习模型的上限,因此,特征选择的方法在机器学习中尤为重

要.在文献[９]中,手工设计的基于多项式图结构的特征的效
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果优于多项式系数特征的效果,本文实验中引用了这两种特

征.实验过程中,手工设计的特征都是基于多项式的项,因此

本文在多项式系数的基础上衍生出多项式项的０１特征.

(１)基于多项式图结构的特征

在文献[９]中提出了一种基于多项式图结构的特征提取

方法,该方法一共提取了多项式的１０种特征:

１)和{xi|i＝１,２,３}出现在同一多项式中{xj|j≠i}的

个数;

２){xi|i＝１,２,３}出现的多项式的个数;

３){xi|i＝１,２,３}在所有多项式中次数(degree)的最

大值;

４){xi|i＝１,２,３}在每个多项式中最大次数之和;

５){xi|i＝１,２,３}作为主变元在每个多项式中的首项系

数次数的最大值;

６){xi|i＝１,２,３}在每个多项式中所属单项个数的最

大值;

７){xi|i＝１,２,３}在所有多项式中所属单项次数的最

大值;

８){xi|i＝１,２,３}在所有多项式中的次数之和;

９){xi|i＝１,２,３}作为主变元在每个单项式中的首项系

数次数之和;

１０){xi|i＝１,２,３}在所有多项式中所属单项次数之和.

基于此特征选择方法,本文数据集提取的特征一共３０
个,后文将使用此特征选择的方法称为 GraphFeatures(GF).

(２)基于多项式系数的特征

根据本文实验数据的多项式结构,补入多项式中的缺项,

并根据字典序升序排列,将所有单项的系数作为特征.本文

多项式项的系数(稠密表示)一共有４０个,因为是显性特征,

因此称为CoefficientsFeatures(CF).

(３)多项式项的０１特征

由于多项式项的系数差异性较大,在一定程度上过于突

出单项的重要性,因此在多项式系数特征的基础上衍生出了

基于多项式项的０１特征.将多项式项的系数用０１表示,其

中系数不为０的表示为１,其余的表示为０.相对于依赖经验

而人为设计、手动提取的３０个特征,０１表示的项的特征能更

好地表述多项式结构.由于特征表示为 ０、１,因此称其为

OneＧhotFeatures(OHF).

给定多项式:

f＝
６１x３

１＋９４x１x２
２＋８１

－９３x３
１－５８x１＋２１x３－６１{ (３)

在上述多项式的基础上,根据上述３种特征选择方法提

取的特征分别如下:

GraphFeature:２,１,１,２,１,１,３,２,１,６,２,１,０,１,０,２,１,

１,３,３,１,８,２,１,０,１,０,４,１,１.

CoefficientsFeatures:８１,０,０,０,０,０,０,０,０,０,０,０,０,０,

０,９４,０,０,０,６１,－６１,２１,０,０,０,０,０,０,０,０,－５８,０,０,０,０,

０,０,０,０,－９３.

OneＧhotFeatures:１,０,０,０,０,０,０,０,０,０,０,０,０,０,０,１,

０,０,０,１,１,１,０,０,０,０,０,０,０,０,１,０,０,０,０,０,０,０,０,１.

２．３　数据预处理

由于实验数据中多项式变元序的个数固定为６个,因此

将问题划分为多分类问题.根据不同变元序的计算时间,将

计算时间最短的变元序标记为最优变元序,并只标记一个最

优变元序.由于部分数据中存在计算时间超时的变元序,因

此将这部分变元序的计算时间设定为两倍时间上限１８００s.

为提高神经网络的训练速度,在训练之前,先将数据用zＧ

score方法进行归一化(OHF不需要归一化),将其中４/６的

数据作为训练集,１/６的数据作为验证集,１/６的数据作为测

试集.实验中,根据验证集的效果对网络模型和参数进行调

整,以获取最优模型,最后用测试集测试模型泛化效果.本文

的实验结果均基于测试集.

３　分类神经网络

分级神经网络分为非线性回归网络和分类神经网络两部

分.文中首先直接使用分类神经网络对不同特征选择方法做

了对比实验,得到其中最优的特征选择方法,然后用该特征选

择方法进行分级神经网络实验.

３．１　分类神经网络结构

BP神经网络是一种逆误差方向传播算法,核心是利用梯

度搜索技术,通过信号的向前输出和误差的反向输出不断调

整网络参数,以达到最小误差[２２].在BP神经网络中,隐含层

的层数和节点个数的选取会影响神将网络的训练效率和训练

精度.一般来说,隐含层过于简单会降低网络容错性,造成

“欠拟合”;隐含层过于复杂虽然会提高网络精度,但容易造成

“过拟合”.

本文用于分类的BP人工神经网络结构如图２所示.

图２　分类神经网络结构

Fig．２　Classificationneuralnetworkstructure

网络包含三层隐含层,隐含层节点个数用试凑法进行调

试.在实验过程中需要根据具体模型在验证集上的准确率作

相应调整,最终发现大部分模型使用１２８∗２５６∗５１２节点个

数的三层隐藏层网络结构效果最好.

３．２　模型评估标准

在使用神经网络的方法直接预测最优变元序时,对于一

个多项式系统模型预测结果只有一个最优序,但在实际数据

中一个多项式系统可能有多个最优序.为了有效评估模型的

实际预测效果,实验中测试准确率的计算方法如下:

Accuracy＝
∑
D

n＝１

|R∩P|
|R|
D

(４)

其中,D 为全部测试集大小,R 为实际标签,P 为预测标签.

当预测序为多个实际最优序中的一个时就将模型预测结果标

记为＋１.将测试集中所有预测为正确的样例个数除以测试

集大小便得到最终测试集中模型预测的准确率.
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３．３　分类模型的训练与测试

在实验中,首先使用 DF进行实验,获取最优模型(Model

forCoefficientsFeatureＧs,MＧCF).然后在测试集上将测试结

果与实际最优时间(bestvariableordertime,BVOＧT)、SVO
所选最优序的计算时间作比较,结果如表１所列.

表１　原始数据集对比实验

Table１　Comparisonexperimentationoforiginaldataset

BVOＧT SVO MＧCF

Averagetime/s ０．９９８ ４．３３ ５．５９

Accuracy/％ １００ ４７．３０ ５８．３１

实验结果表明,用 DF直接进行实验时,最终在测试集上

预测变元序的平均计算时间多于SVO方法的平均计算时间,

说明直接使用数据自然特征的效果较差.

在实验中通过多数据进行分析观察后发现数据的计算时

间的分布情况很不均衡,大量数据的最大计算时间较短,因此

根据多项式的最大计算时间进行分段,划分为(０,１０s],(１０s,

６０s],(６０s,６００s],(６００s,１８００s]４个时间区间,划分后的数

据分布如表２所列.

表２　数据分布

Table２　Datadistribution

Time/s (０,１０] (１０,６０] (６０,６００] (６００,１８００]

Count ２１０５６１ ３８５４０ １３０６１ ２０６４０

根据４个时间区间,将数据集重新划分为４个部分,并重

新划分训练集、验证集、测试集.

对比分析不同特征表示的数据发现,当使用 GF表示数

据时存在大量特征相同的数据.因此在基于 OHF表示的基

础上对数据进行清洗.清洗完成后,数据集大小由２８２８０２减

少为２３３１４５.

根据４个时间区间,重新将用 OHF表示的数据集进行

划分,在保证数据集相同的条件下,使用 OHF,CF和 GF分

别建立机器学习模型进行对比(ModelforOneＧhotfeatures,

MＧOHF;ModelforCoefficientsFeatures,MＧDF;Modelfor

GraphFeatures,MＧGF),对不同特征选择方法和实际平均计

算时间、SVO的平均计算时间进行比较.除此之外,文中还

用全部数据集(２３３１４５)的 OHF建立模型(MＧOHFＧTotal)进

行比较.实验结果如图３所示.

图３　基于不同特征的手动分类神经网络

Fig．３　Manualneuralnetworkclassificationbasedondifferent

features

与经验择序算法SVO相比,分类神经网络的预测序计算

CAD的平均计算时间均明显更短.从整体来看,在划分时间

区间后,MＧOHF、MＧCF、MＧGF３种方法在(０,６００s]区间内的

平均时间相差不大,但是在(６００s,１８００s]区间内 MＧOHF的

平均计算时间明显更短,说明基于多项式项的特征(OHF)优

于手工提取的多项式的特征(GF).

当特征选择方法为 OHF时,相比于用全部数据集直接

实验(MＧOHFＧTotal),在(６００s,１８００s]区间内,划分时间区间

的方法(MＧOHF)的平均计算时间减少１０s,说明划分时间区

间的方法在预测难度较大的问题时性能有极大提升.

４　分级神经网络

上述实验结果表明,OHF特征选择方法优于其他两种特

征选择方法,同时应当根据不同的时间区间进行分别建模.

本节提出一种分级神经网络,通过第一级的回归模型自动选

择针对不同时间区间的分类模型;然后通过二级分类模型预

测最佳变元序.

４．１　非线性回归模型

在分级神经网络结构中首先通过非线性回归算法建立回

归模型预测多项式的最大计算时间.非线性回归模型结构

如图４所示.

图４　非线性回归网络结构

Fig．４　Nonlinearregressionnetworkstructure

首先根据最大计算时间建立非线性回归模型,预测多项

式的最大计算时间,然后根据４个时间区间进行分箱处理,得

到多项式系统的计算难度,最后就可以根据计算难度选择相

应的分类模型.

为了和不采用分级神经网络的 OHF实验进行对比,在

分级神经网络的实验中,使用与 OHF实验相同的训练集、验

证集和测试集.在使用线性回归模型预测多项式系统的最大

计算时间后,将预测时间进行分箱处理,分别划分到４个时间

区间内,分箱的准确率为７８．８５％.

４．２　分级神经网络结构

在分类神经网络和非线性回归网络的基础上,本文提出

了能同时预测多项式计算难度和最优变元序的分级神经网

络.网络结构如图５所示.

分级神经网络的训练与测试的完整过程如下:１)生成多

项式组,计算CAD使用不同序的计算时间,得到初始数据集;

２)根据最大计算时间划分４个时间区间,将数据集分成４部

分;３)利用特征工程,得到数据的特征表示;４)得到最大计算

时间的完整数据集;５)建立预测最大计算时间的回归模型;

６)根据第２)步划分的４个数据集和数据的特征表示,以最短

计算时间为标准标记数据标签,得到４个子数据集;７)用 BP
人工神经网络分别建立预测的最有序的分类模型;８)根据特

征工程,得到新多项式组的特征表示;９)用回归模型预测新多

项式组的最大计算时间;１０)根据最大计算时间,得到新多项

式组应选择的分类模型;１１)用对应的分类模型,预测新多项

式组的最优变元序;１２)用CAD和新多项式组的最优变元序,

得到对应的计算结果.
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图５　分级神经网络结构

Fig．５　Hierarchicalneuralnetworkstructure

４．３　分级神经网络训练与测试

采用分级神经网络可以预测多项式系统的计算难度,并
根据难度自动选择最佳的分类神经网络.分类神经网络

(MultiＧclassclassificatＧionneuralnetwork,MNN)与分级神经

网络(HiＧerarchicalneuralnetwork,HNN)及 MＧOHFＧTotal
的实验对比如图６所示.

图６　分级神经网络对比实验

Fig．６　Hierarchicalneuralnetworkcomparisonexperiment

上述４个实验预测序中计算时间超时的样例个数如表３
所列.

表３　计算超时的样例个数

Table３　Numberoftimeoutexamples

方法 SVO MＧOHFＧTotal MNN HNN
数量/个 ５８ ２４ １３ １４

在４个时间区间内,基于神经网络的方法所用时间均明

显比SVO方法时间短.对于较困难问题(６００s以上),根据

不同时间区间建模的 MNN和 HNN方法在困难问题上明显

好于直接使用所有数据建模的 MＧOHFＧTotal方法,并且预测

序中计算时间超时的样例个数明显少于SVO和 MＧOHFＧToＧ
tal.采用分级神经网络 HNN的优点在于可以实现自动划分

问题难度并预测最优变元序,而且性能和手动划分时间区间

建模的 MNN方法不相上下.当最大计算时间低于６００s时,
最优变元序的平均计算时间均低于５s;当最大计算时间大于

６００s时,平均计算时间达到１３s左右.
在实际应用中,当计算时间低于５s时所需要的计算资源

较少,等待时间较短;当计算时间平均大于１３s时,计算资源

增多,且等待时间增长,而人们往往无法接受长时间的等待.
结束语　目前,柱形代数分解变元择序多采用传统的经

验选择算法.本文随机生成大量数据,利用神经网络建立机

器学习模型预测变元序.通过对数据集和已有特征选择方法

进行分析比较,发现了数据中隐藏的一些关键信息,并据此提

出一种新的衍生显示特征,在此基础上提出了一种新的分级

神经网络预测变元序.实验结果表明该方法解决困难问题的

速度远快于传统的经验算法.未来,我们拟将该方法推广到三

变元以上的多项式系统,并将其应用于半代数系统的求解中.
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