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一 种基于 QR分解 的增量式核Ntis]分析法 
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(浙江工业大学计算机学院 杭州310023) 

摘 要 针对非线性 系统在线学习的效率问题，提 出了一种基于 QR分解的增量式核判别分析法。该算法充分利用 

基于QR分解的核判别分析法的先降维后提取特征的思想，将核空间映射到低维空间进行计算，减少了构造核矩阵的 

计算量，降低了核矩阵的存储空间。同时引入增量计算的思想，有效地解决了在线学习中冗余计算的问题。在TE过 

程数据和ORL人脸库上的仿真实验证明了该算法在特征提取上的有效性，其相比批量式算法有更高的效率优势。 
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Abstract To improve the online learning efficiency of nonlinear system，an incremental kemel decomposition analysis 

method via QR decomposition was developed．This algorithm maps the kemel space to a lower dimension space before 

performing feature decomposition to reduce the amount of calculation and the s~rage space of the kernel matrix．Then 

this algorkhm solves the problem of redundant computation by combining the idea of incremental computation．The ex- 

periments on TE process and ORL data set show this algorithm is effective On feature decomposition as well as more ef_ 

ficient than the batch one． 
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1 引言 

日益复杂的工业系统和人脸识别系统中普遍存在着非线 

性问题。近年来，非线性问题逐渐成为研究热点。核方法的 

出现大大推动了非线性过程研究的发展[1 ]。核 Fisher判别 

分析法(Kernel Fisher Discriminant Analysis，I(】m  )是将核 

学习的思想引入到经典降维算法 FDA中所产生的一种非线 

性特征提取方法，其基本思想是通过一个非线性映射，将原空 

间中的数据映射到一个高维的核空间中，然后在这个高维核 

空间中进行线性 Fisher判别分析_4 ]。KFDA方法虽然在非 

线性特征提取方面有着不错的效果，但是存在两个主要问题， 

第一是构造核矩阵K的计算量非常大，第二是当训练样本数 

量很大时，核矩阵 K的存储空间会变得非常大[6]。 

复杂的非线性过程往往还面临在线学习问题，在实际应 

用中，采集一组完整且有代表性的数据经常是昂贵和费时 

的_7]。在很多应用的初始阶段只有少量可供使用的样本数 

据，而随着时间的推移，新增样本会陆续呈现，需根据新的训 

练数据及时更新最佳投影矩阵。如果采用传统批量式的非线 

性特征提取方法，每次新样本到来都需要重新构造核矩阵K， 

并且需要将新样本与原有样本一起重新进行一次完整的投影 

矩阵计算，这严重影响了特征提取的效率。因此本文提出了 

一 种专门针对非线性系统在线学习效率问题的增量式非线性 

特征提取方法。这种方法有效地提高了更新投影矩阵的效 

率，同时减少了核矩阵K的存储空间，更适用于非线性过程 

在线监控。 

基于QR分解的核判别分析(Kernel Discriminant Analy- 

sis via QR Decomposition，KDR／QR)是由Xiong等人提出 

的[8]。它是一种利用核思想对非线性数据进行特征降维的方 

法 。该方法的主要思想是，首先根据核方法将样本原始空间 

中的类间散度矩阵 和总体散度矩阵s 映射到高维核空间 

中，然后在高维核空间中以类间散度矩阵 最大为目标再 

将 S 和 S 映射到一个低维空间中，并在低维空间中应用 

Fisher判别分析求取低维空间的最佳投影矩阵，再利用 QR 

分解求得原始空间的最佳投影矩阵。 

KDR／QR的优势是将核空间H映射到一个低维空间L 

后再进行判别分析，减小了特征分解的规模从而提升了特征 

提取效率。本文提出的基于QR分解的增量式核判别分析法 

(Incremental Kernel Discriminant Analysis via QR Decompo— 

sition，II<I)R／QR)利用了这种先降维后特征提取的思想，在 

增量过程中充分利用低维空间L降低构造核矩阵K的规模， 
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减少核矩阵 K的存储空间。 

本文第 2节概述了小波去噪的原理以及基于QR分解的 

核判别分析法 KDR／QR；第 3节提出了一种基于qR分解的 

增量式核判别分析法IKDR／QR，并分析了增量式方法与批 

量式方法的算法复杂度，从理论上证明 了IKDR／QR的性能 

优势 ；第 4节通过在 TE过程数据和 ORL人脸库上的仿真实 

验从识别率和计算性能两个角度验证了算法的有效性；最后 

对本文工作进行总结和展望。 

2 相关工作 

基于 QR分解的核判别分析法 KDR／QR首先以核空间 

H中类间散度矩阵S 最大为目标，将 和S 映射到一个 

低维空间 。设映射 西将数据 “从原始空间映射到更高维 

的核空间H 中，记高维空间中的 n为 西(口)，于是有核空间 H 

中的质心矩阵C 为： 

一 [ ，⋯， ]一[ 若 (啦)，⋯，音墨西(n z)](1) 
于是有， 

一  E ( ) 一 (R E (R ) )( ) 

一  ( ) (2) 

其中， 为对质心矩阵 进行QR分解后的Q矩阵。 一 

E (R。) ，E是一个cXc维的矩阵，其第i列为： 

(o，⋯ ，0，】，0，⋯ ，o) + ( 1， 2，⋯ ， ) (3) 

其中。c为样本类别数 ， 为第 i类样本的样本个数，，z为样本 

总数。对于任意正交矩阵y有： 

trace(Y~ y)≤tr~ce( )一trace(Qg"~ ) 

一￡ cP( (( ) ( )：￡ fP(宦 ) (4) 

由此可见 trace( )是 trace(Y~．s6y)的上界，根据迹的特 

性以及矩阵 Q中列的两两正交性有 ： 

trace(( ) )=trace(( ) ( ) ) 

~-trac ( ) (5) 

由式(5)可 以看 出，当到矩阵 取 Q 时，￡ ce(yr y) 

取得上界。因此可以以 作为投影矩阵将 和 S 映射到 

一 个 以类间散度矩阵 S 最大为 目标的低维空间，则有低维 

空间类间散度矩阵B。=(( ) Q。和低维空间总体散度矩 

阵 一( ) 。 

设矩阵A。：[ (n1)，西(口2)，⋯， (口 )]，则有 一 

A M，其中M 是一个 Xc矩阵，其第 i列为(o，⋯，o， ，⋯， 

÷，0，⋯，o) 。设K为核矩阵，其中K(i， )一(中(ai)， 

(铂)>，则有 

(C。) C 一  ̂KM (6) 

对于核空间 H 中的类间散度矩阵 S 有 S 一(H ) 研  

一 ( N) r( N)，其中 N的第 i列为((o，⋯， ，⋯，o) 一 

(” -．， ) )，因此有， 

B。一( ) =( ) ( ) 

一 Ⅳr( ) ( ) 一ⅣrM KM( ) (7) 

其中， 为对 进行 qR分解的 R矩阵，有( ) 一 
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(R ) r ，R。可 以通过对 ( ) 进行 Cholesky分解得 

到[ 。同样地，对 于总体散度矩阵有 一(研 ) = 

1 

(A。E) A E，其中E=I一÷eeT，则有： 

：( ) 

=(Q ) H (H ) 

=  (A0) ( (R )一 

=  (A0) A。M( ) 

= F KM<R )～ (8) 

对( + I)一 特征分解得到 c个特征向量 ( } 。 

设 一[ ， ，⋯， ]，最终的投影矩阵G可以按如下公式 

计算 ： 

=  一  (R。)一 (9) 

对于一个给定的样本 ，其进行 投影降维后有： 

(G )T西( )一 ( )T((R西)一 )T( )T ( ) 

一 (V ) ((R )一 ) MrK (1O) 

其中，K ∈Ⅱ ，K (i)一< (啦)，西(-z))。 

3 基于 QR分解的增量式核判别分析法 

对于在线学习问题，传统降维方法局限于每次训练都需 

对所有样本数据进行一次完整的降维操作，该过程包含很多 

冗余的计算，影响求取最佳投影矩阵的效率。增量式计算的 

思想是直接根据新 的样本，对前一次 的降维结 果进行更 

新 。]。依据式(7)和式(8)可以看到，矩阵 、 都是 Cx C 

的矩阵，而 和 S 都是d×d的矩阵，d是样本在核空间中 

的维度，一般 d远大于c。因此在增量式训练过程中反复地 

更新 和S 是费时的，而本文提出的增量式方法将直接选 

择在低维空间L中对矩阵B 、 进行更新。 

IKDR／qR算法过程就是在新的数据样本插入原有样本 

空间后采用更高效的方法更新R 、核矩阵K以及低维空间 

中的类间散度矩阵B。和总体散度矩阵 。当新的样本数 

据插入后，对于任意变量X，更新后的x记为x。 

3．1 更新类间散度矩阵 

根据式(7)有 伊 ： ( )～，我们选择直接更 

新其中 霞厨 部分，而不是重新构造核矩阵 K。记 K(i， ) 

一 < (n )，q~(ai)>为 ( )，对于矩阵MrKM 有， 

M!KM= 

1 ∑ 西(d 
，) 

，J
∈ 1 

—

1
— ∑ 西(＆ ) 

％  ai
，J
∈ 1 

—

1
— ∑ 西(口 ) 

n1 fai∈ 1， cc 

1 ∑ (口
“) 

，J
∈ 

(11) 

可以看到 MrKM 是一个 C×c矩阵，设 Aj为矩 阵 

KM中的第i行第J列的对应项，则Ad为第i类样本与第 

类样本核关系的和。设新插入 的样本数据 z属于第 t类， 

≤c。随着新样本数据的到来，原始样本空间结构产生了两种 

改变：1)原始空间中的样本与新的样本形成新的核空间关系 

K 一(西(国)，西( ))；2)影响了第 t类样本的类内空间结构。 

因此求取更新后的 r 包括两个步骤 ： 

1)更新 M KM 中非t类样本与t类样本的核关系 



 

一 ÷  ∑，一西(哟) 
t。it ’口Jt t 

一丽1 再~ct +ai∑Ecp ％” 
一  + 

。 善。 ) (12) 
其中， ≤c， ≠t。 

2)更新 A KM 中t类样本的类内关系 

一 西 (ao) 

一

南 ( )+2。乏西 )+ 嚣)) 
=  车 + 车 。i∑Ect (％)+ { 中( ) 

(13) 

由式(12)、式(13)可以看到A 和A 是前一次增量计算 

的结果，所以更新 KM需要重新计算的部分只有新插入 

的样本 与原始样本之间的核空间关系，这就避免了大量 的 

重复计算。同时根据式(7)，对 运用 Cholesky分解即 

可求得更新后的 。 

3．2 更新总体散度矩阵 

根据式(8)有 一 霞 ( )～，其中 =r一音eaT，同 
样我们也．选择直接更新 ，对于 KM 有： 

KM 一 

1 ∑ (口 
1) 

rll ∈ 1 

∑ ag(n ) 
1 aiE c1 

∑ 西( ) 
72c。fEcc 

∑ (n ) 
nc E c 

(14) 

KM是一个 Xc矩阵，其中 为第i个样本与第J类样 

本核关系的和。因此随着新的样本 z的插入，矩阵KM也产 

生了两种改变：1)每个样本与 t类样本的核空间关系；2)插入 

代表新样本 与每类样本核空间关系的向量。 

1)更新每个样本与 t类样本的核关系 

根据公式，需要更新 KM 中的A ，户≤c，夕≠t。 

1 

瓦一÷ 西( ) 
7 ’ ‘t 

一

南 ‘蠢 ( 
一  A + 西(n舡) (15) 

2)插入代表新样本 核空间关系向量 

计算新样本 X与每类样本的核关系，并插入 KM矩阵 

中，则有： 

1 1 

蔚 一(⋯；二 ∑ 中(＆“)，⋯，二 ∑ 西(Ⅱ )；⋯) (16) 
冗1。 ∈ 1 冠c。{E- f 

可见更新后的定~M是一个( +1)×c的矩阵，插入的向 

1 1 

量[_二_∑西(n )，⋯，二 ∑ 西(口 )]即为 z样本与每类样本 
1 ai 1 c 。it 

的核空间关系。 

通常情况下核方法构造核矩阵 K计算量非常大，从式 

(11)、式(14)中可以看到，Ⅱ(DR／QR算法只需要在第一次计 

算投影矩阵时构造完整的核矩阵 K，而在之后的增量计算中 

只需更新两个规模更小的矩阵，且在第一次计算中训练样本 

数较少 ，需要构造的核矩阵 K规模并不大。表 1总结了 IK— 

DR／QR算法的完整流程。 

表 1 增量式核判别分析算法 IKDR／QR的流程 

输入：前一次增量计算中的矩阵M~rKM，KM，每类样本的数量 ni(i一1，2， 
⋯

，c)，新插入的样本x 

输出：最佳投影矩阵G 

1．更新矩阵M'rKM： T~ MTKM 

2．更新矩阵R ：良m— Cholesky(．M3"~M) 

3．更新低维类间散度矩阵B ：豆 一 T研T (R )一1 

4．更新矩阵KM：丽 一 KM 

5．更新低维总体散度矩阵1 ：千∞一ET良丽(囊 )一1 

6．计算低维最佳投影矩阵 ：J( )一a鼍 x嚣 
7．计算更新后的最佳投影矩阵G：G一( (Re)一1v母 

3．3 算法复杂度比较 

IKDR／QR与 KDR／QR在算法性能上的差距主要体现 

在更新核矩阵K 的方式上，KDR／QR直接构造核矩阵 K后 

再计算矩阵KM 以及矩阵砑r ，其算法复杂度为 O(nz+ 

2nc)，其中 C为样本类别数，n为样本总数 。I王<DR／QR直接 

根据新样本调整矩阵KM以及矩阵 ，其算法复杂度为 

O(2n+c)。因为增量式计算中与新插入样本不同类的数据对 

之间的核空间关系无需重复计算，故计算量小于批量式方法。 

对于空间复杂度 ，KDR／QR要存储完整的核矩阵 K，需 

要一个 nX 的矩阵。而 IKDR／QR需要存储矩阵 KM 以及 

矩阵 KM，需要一个 c×(，z+1)的矩阵。通常样本总数 

要远大于样本的类别数C，因此，在减少存储空间方面，增量 

式方法较批量式方法更有优势。 

4 仿真实验 

4．1 在 TE过程上的实验 

4．1．1 数 据预 处理 

Eastman化学公司开发的 Tennessee Esatman过程模拟 

器提供了一个实际工业过程的仿真平台 ]，近年来被广泛用 

于验证各种故障检测与诊断方法，成为一种国际上通用的标 

准仿真模型。TE过程包括 5个主要操作单元、4种气体进 

料、2个气液放热反应生成的2种主产品、2个衍生放热反应 

生成的2种副产品等，过程机理复杂，变量较多，包括阶跃、随 

机变化、慢漂移、粘滞和恒定位置等多种数据故障类型[1 。 

TE过程 的仿真数据可 以从 http：／／depts．washington． 

edu／eontrol／下载得到。仿真数据包括15组不同类别的故障 

数据，每组故障数据包含 301个样本和 51种故障测量值，构 

成4515×51的数据集[”]。 

在仿真实验中，首先利用小波变换软阈值法l_1 对样本数 

据进行小波去噪__1 ，这里采用三层小波分解，并将小波重构 

后的信号作为原始样本输入算法。 

4．1．2 分类性 能 实验 

分类性能实验选择 KF【)A算法以及KDR／QR算法在不 

同数量的训练数据下比较降维效果以反映在线学习问题中训 

练样本数量的变化对算法性能的影响。从每类样本中选择 

20、5O、100、200个样本作为 4组实验的训练样本，并选择每 

类5o，共 750个样本作为测试数据。核函数分别选用高斯核 
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⋯  一  
每类训练样本数 每类训练样本数 

图 1 高斯核分类性能实验结果 图2 多项式核分类性能实验结果 

从图1、图2中可以看到，对于 2种不同的核函数，RDR／ 

QR相比 KF【)A有着更好 的降维效果。随着训练样本的增 

多，KFDA的降维效果慢慢接近KDR／QR，但是在训练样本 

较少时KDR／QR的优势明显。这一优势特别适用于在线学 

习中初始训练样本较少的情况，由于本文提出的 IKDR／QR 

每一次更新投影矩阵的计算都建立在前一次计算上，初始的 

训练效果会影响到后续的增量结果，因此 KDR／QR适合增量 

化。 

4．1．3 在线学习实验 

这一部分将分析比较 IKDR／QR与Ⅺ)R／QR在线学习 

问题上的算法性能，包括特征提取效果和计算速度两方面。 

在线学习问题的特点是初始训练数据较少，随着训练的进行 

会有新的样本到来，因此我们从每类样本中选取 2O个，共 

300个作为初始训练样本，同时选取每类 8O个样本，共 1200 

个作为待插入样本。核函数选择高斯核函数，其他数值与 

4．1．2节实验数值一致，将 1200个样本依次插入训练样本 ，实 

验结果如图 3、图 4所示。 

训练样本数 

图3 特征提取效果比较 

训练样本数 

图 4 训练时间比较 

从图 3可知，增量式算法 IKDR／QR与批量式算法 

Ⅺ)R／QR的识别正确率相近，这证明了 IKDR／QR算法在非 

线性系统在线学习过程中对样本空间特性的有效保持，其在 

逐次更新的过程中相比进行完整降维计算的批量式方法没有 

损失较多的信息。另一方面，从图4中可以看出随着新插入 

的样本数量增多，IKDR／QR算法的时间开销一直维持在一 

个较低水平，而批量式方法每次计算投影矩阵的耗时快速递 

增，并且随着训练样本的增加，增量式方法在速度上的优势越 

来越显著。为了更好地反映出IKDR／QR在计算效率上的优 

越性，表 2记录了插人新的训练样本后训练时间开销的变化。 

由表可知，当插人 150个样本时，两者训练时间的差距只有 

0．5秒，而当插入 1200个样本时，两者训练时间的差距达到 

了 16．6秒。 
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表 2 训练时间开销(秒) 

4．2 在 ORL人脸数据库上的实验 

ORL人脸数据库口6]由剑桥大学 AT&T实验室创建。 

该人脸库中共有 4O个人的不同姿态和表情的 400个人脸 图 

像，每个人 10幅，图片的规格是 112×92的灰度图像。ORL 

数据库中的实验数据经过预处理后分为 4O个类，每类包含 

1O个样本 ，共 400个样本，每个样本大小为 1×1024。 

KFDA算法与KDR／QR算法的比较：本实验以每类的5 

个样本作为训练样本，其余的5个样本作为测试样本，这样训 

练样本和测试样本总数均为200。选用的核函数为高斯核函 

数，核参数 取400。实验结果如表3所列。 

表 3 KFDA算法与 KDR／QR算法在 ORL人脸库上不同降维 

维度下的识别率比较 

降维维度 2O 25 30 35 4O 

KFDA 0．705 0．725 0．765 0．830 0．865 

KDR／QR 0．730 0．755 0．805 0．865 0．870 

从表 3可知，降维维度一致的情况下，I<I)R／QR较KFDA 

有更好的降维效果。当降维维度为 35时，Ⅺ)R／QR的识别 

率已经趋于稳定且高于任何降维维度下KFDA的识别率。 

IKDR／QR算法与KDR／QR算法的比较：本实验主要比 

较这两种算法在人脸识别增量学习问题上的算法性能。实验 

先随机选择每类 3个样本作为首次训练样本，然后每类增加 

1个样本作为新增训练样本，将余下的作为测试样本。实验 

结果如图 5、图 6所示。 

图 5 ORL识别性能比较 图 6 ORL时间开销比较 

从图 5中可以看出，IKDR／QR和它的批量形式有着同 

样的识别正确率，这证明了IKDR／QR算法在增量式计算过 

程中对样本空间特性的有效保持，其在逐次更新的过程中相 

比进行完整降维计算的批量式方法没有损失较多的信息。此 

外，从图6中可以看出随着新插入的样本数量增多，I王<I)R／ 

QR算法的时问开销一直维持在一个较低水平 ，而批量式方 

法每次计算投影矩阵的耗时快速递增。 

结束语 本文提出了一种基于 QR分解的增量式核判别 

分析法，其充分利用了基于 QR分解的核判别分析法中的先 

降维后提取特征的思想，将核空间映射到低维空间进行计算， 

有效地解决了在线学习中冗余计算的问题，减少了构造核矩 

阵的计算量，降低了核矩阵的存储空间，使得算法更适用于复 

杂的非线性工业设备系统在线学习。在TE过程数据和0RL 

人脸库上的仿真实验证明了该算法在特征提取上的有效性， 

其相比批量式算法有较大的效率优势。由于本算法是在每类 

样本的训练样本数一致的前提下实现的，而实际应用中很难 



保证这一前提，因此算法存在一些问题有待进一步研究，即一 

些类别的多样本性，一些类别的无样本性。这些问题导致空 

间结构信息的不平衡，影响特征提取效果。 
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