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基于分辨函数的极大团搜索算法 

黄治国 李 娜 

(河南工程学院软件学院 郑州451191) (中南民族大学计算机科学学院 武汉430074) 

摘 要 寻找极大团是几何图论极为重要的基础研究问题之一。将分辨函数模型与极大团性质结合，定义了顶点的 

极大团分辨函数、顶点关于某项点子集的布 尔映射函数，得到了一些与极大团相关的重要性质与定理，证明了图的极 

大团搜索问题可快捷自然地转换为相对简单的分辨函数表达式约束，为设计极大团搜索算法提供了一种有效的理论 

依据与求解途径。进而引入约简树构造方法设计了基于分辨函数的极大团搜 索算法，最后通过给定无向连通图实例 

说明了算法的可行性与有效性。 
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Abstract Finding maxima1 clique of a graph is a fundamental problem in graph theory．By combining discernibility 

function with maximal clique，the discernibility function of maximal clique over the vertex and the Boolean mapping 

function of the ve~ex with respect to any vertex set were defined，and some characteristics and theorems relative to 

mammal clique were obtained，then a fact was proved that the problem of finding all maximal cliques in a graph can be 

naturally expressed as relatively simple constraints of discernibility function expression．Furthermore，discernibility 

function-based algorithm was designed for finding all mammal cliques in a graph by introducing the method of reduction 

tree constructing．The theoretical derivation and simulation instance show that this algorithm  is feasible and effective in 

practice． 
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1 引言 

图论是以图为研究对象的一个重要数学分支，图论中的 

图由若干点及两点间连线构成，通常用来描述某些事物及事 

物之间的某种特定关系[13。寻找极大团是图论中极为重要的 

基础性研究问题之一，广泛应用于人工智能、数据挖掘、生物 

信息学、计算语义学等诸多科学领域l_2 ]。 

分辨函数概念最早 由 Skowron与 Rauszer提出r5]，用于 

描述对象间可分辨关系和刻画条件属性对保持系统信息分辨 

能力的影响。分辨函数模型将属性约简求解转换为布尔逻辑 

表达式约束，证明该表达式的等价极小析取范式所有蕴含项 

与全体约简一一对应，为求取信息系统全体属性约简提供了 

一 种有效途径l_6。]。 

为实现分辨函数合取范式向其极小析取范式的等价转 

换，文献[8]通过二分策略与运用启发式信息扩展结点，设计 

了一种构造约简树求取全体属性约简的有效算法，该约简树 

从根结点到叶结点的全体路径构成的析取范式与信息系统分 

辨函数等价，其极小析取范式所有蕴含项即为信息系统全体 

属性约简。 

以上研究为图的极大团搜索提供了有益启示。本文将分 

辨函数引入极大团求解，证明了图的极大团搜索问题可快捷 

自然地转化为相对简单的分辨函数表达式约束。首先定义了 

顶点相容类与极大团分辨函数、顶点关于某顶点子集的布尔 

映射函数，然后给出了一些重要的性质与定理证明，并结合约 

简树构造方法设计了基于分辨函数的极大团搜索算法，最后 

通过某无向连通图实例说明了该算法的可行性与有效性 。 

2 极大团与分辨函数 

2．1 极大团 

定义 1 给定无 向图G：( ，E)，V与 E分别为 G的顶 

点集与边集。若 j V， 使得顶点集 v，导出的子图G = 

(、， ，E，)为完全图，则称V，为图G的团；若一j CV  ̂ C 

使得顶点集 导出的子图为完全图，则称 为图G的极 

大团。 
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定义2 对于V．z∈V，顶点．3C的相容类 TOL( )定义为： 

丁‘OL( )一{Y：y∈V／＼(y— V(so，v)∈E)} 

由定义 2可知，TOL(z)是 由顶点 及其全部邻接点构 

成的顶点集合。 

定义3 给定某顶点z∈V，其包含于 TOL(z)的全体极 

大团构成的集合MC(cc)定义为： 

MC(x)一{X：X为极大团^X T’0L(z)) 

性质 1 若 V为图G一( ，E)的一个极大团，则必存 

在某顶点 ：rEV使得 X 7 ( )。 

性质 1表明，分别针对图 G一( ，D 中每一顶点 ∈V搜 

索包含于丁DL( )的极大团集合MC(x)，收集汇总后便可得 

到图 G的全体极大团。 

2．2 分辨矩阵与分辨函数 

Skowron与Rauszer首次提出分辨矩阵概念体现对象间 

相互关系，并进一步定义分辨函数刻画条件属性对于保持系 

统信息分辨能力的影响，为信息系统全体属性约简求取建立 

了一种规范精确的数学模型。 

信息系统是分辨函数模型的基础数据结构。信息系统形 

式化表示为一四元组 1S=(U，A，V，P>。其中，U一{ 1，⋯， 

}为非空有限论域；A=CUD为非空有限属性集，C和D分 

别为条件属性集和决策属性集，决策 D≠D时信息系统称为 

决策信息系统，简称决策系统；V— U ， 为属性a的值 

域；l0：U×A—V为映射函数，使得 fD(五，Ⅱ)∈ ( ∈U，a∈ 

A)。 

定义4 给定属性集R A，不可分辨关系 jND(R)定义 

为 1ND(R)一{(z。， f)∈U×U：V口∈R—lD(z ，口)=p(xj， 

口)}。 

根据定义 4可知，不可分辨关系 1ND(R)为满足 自反、对 

称与传递特性的等价关系。由此可得论域 【，关于不可分辨 

关系IND(C)与 1ND(D)导致的商集分别为 U／IND(C)： 

{X1，⋯，Xlu／~qD(oI)和 u／iND(D)={D1，⋯，DIU／IND(D)I}。 

属性约简具有多种不同的准则，约简准则体现了属性约 

简过程中必须遵循的标准与原则[9 。各准则均可通过相应 

的分辨矩阵进行描述，文献[11]依据其共性提出了普适分辨 

矩阵概念。文献ElZJ详细地比较分析了目前已有的各种约简 

准则，针对相容决策系统将其归为两类，针对不相容决策系统 

将其归为 6类。以下是结合上述研究给出的分辨矩阵定义。 

定义 5 给定决策系统 DS=(U，A，V，p>与信息分辨特 

性 p，分辨矩阵 M 是一个 IU／1ND(C)I× IU／IND(C)I的矩 

阵，矩阵中每一元素定义为： 

r{a1口∈CAP(Xi，n)≠10(X “)}， 

q一．《 X与x，关于J9可分辨 l
o， otherwise 

分辨矩阵满足对称性且对于 1≤ V ≤ f U／IND(C)I均有 

矗：D，因此可仅选取其下三角元素来表示矩阵。 

定义6 给定决策系统 DS=(U，A，V，f0>及其上的分辨 

矩阵M，其分辨函数 DE(M)定义为： 

DF(M)：A{V(％)：1≤ < ≤ItJ／iND(C)I，C ≠O} 

其中，V(c )表示 q中所有元素的析取 ，̂ {V(q)：1≤ < 

≤IU~1ND(C)l，C ≠ )表示对 1≤ < ≤ 1 U／IND(C)l(即 

矩阵下三角元素)且不为空的全体V(％)间作合取。运用布 

尔逻辑分解律与吸收律，将形式为合取范式的分辨函数转换 

为与之等价的极小析取范式，极小析取范式中所蕴含的析取 

项与决策系统属性约简一一对应。 

3 基于分辨函数的极大团搜索算法 

分辨矩阵与分辨函数概念为信息系统全体属性约简求取 

建立了一种规范精确的数学模型。将性质 1与分辨函数概念 

结合，同样可为设计图的极大团搜索算法提供有益启示。本 

节将阐述与之相关的定义、性质与定理证明，并给出基于分辨 

函数的极大团搜索算法描述。 

3．1 基于分辨函数的极大团搜索原理 

定义 7 对于V ∈V，其极大团分辨函数定义为： 

DF(sc)一 A{(z V z )：z ，zf∈TOL(z)A(zf TOL 

(z )V蜀 TOL(x1))} 

其中，(国V f)为Xi与zf的简单析取式，DF(x)即为满足条 

件 ，刁∈ (z)̂ (五∈TOL(xDV∞∈TOL(x~))的所有 

(五V刁)的合取范式。 

定义8 给定非空顶点集x ，V ∈V关于x的布尔 

映射函数定义为： 

⋯ f0 ∈X 

出 11 z龟x 
由定义8可得，DF(x)关于 x V的布尔映射函数为ax 

(DF(z))一 A{Ox( )V ( )：Xi，Jci∈TOL( )A(五 

TOL(xj)V 链TOL(x~))}。 

性质2 给定V ∈V且{( V刁)：z{，乃∈TOL( )A 

(xi TOL(xj)V习 TOL( ))}≠D，则对 VXEMC(z)可 

得a仇 ( )一x(DF(．z))一1。 

证明：若((五V刁)：五，刁∈TOL(x)̂ (五硭TOL(x~)V 

TOL(五))}≠0，则对于包含于 DF(x)中的任意简单析 

取式(scl V )可得Xi TOL(x~)V zJ TOL(x1)，也就是说 

同时属于 TOL(z)的两元素 五与 乃 不可能同属于任意极大团 

X(XE  ̂(z))，即 与为中至少其中之一属于TOL( 一x， 

故恒有a吼( )一x(蕊V zJ)一1。对蕴含于 DF(x)中的任意简 

单析取式(蕊V而)均可得a吼( )x(xi V而)=1，因此aⅡJL( )一x 

(DF(z))：1。 

若{(翰V刁)：z ，乃∈TOL(x)A( {硅TOL(x~)V 

TOL(五)))一D，则对 V五， ，∈TOL(z)有 ．2Ci∈TOL(z )̂  

而∈TOL(x~))，故 TOL(x)中仅存在一个极大团即TOL(x)。 

此种情形下无需讨论，因此后续部分若不作特殊说明均表示 

在{( V )： ，zJ∈TOL( )A(sc TOL(乃)V乃 TOL 

(矗)))≠0情形下分析讨论。 

性质 3 给定 VX，Y V且X y，若ax(DF( ))=1，则 

(DF(z))一1。 

证明：若 (DF(z))=1，则对蕴含于 DF(z)中的任意简 

单析取式(xlV而)均有 盈∈XV为∈X，又 X y，故可得 ∞ 

∈YV力∈y，因此对蕴含于DF( )中的任意简单析取式(xl 

V乃)均可得ay(xl V妨)一1，故有ay(DF( ))=1。性质 3得 

证 。 

定理 1 给定 V ∈V且 {(丑V乃)：Xi，习∈TOL( )A 

( TOL(x~)V zj TOL(x~)))≠D，XEMC(x)当且仅当 

x同时满足以下两个条件： 

(1)aⅡ儿( )一X(DF(z))一1； 

(2)VyE ( )一X，Oroc~ )～(xUt })(DF(sc))一O。 
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证明：先证必要性。 

若 X∈MC(z)，即 X是包含于 TOL(z)中的极大团，由 

性质 2可得a丌】L( x(DF(z))=1，条件 1成立。 

既然{(Xl Vxi)：xi，xj∈TOL(z)̂ (z ∈TOL( f)V ， 

TOL(x1))}≠0，那么对VX∈MC(z)一定有 丁( (z)一x 

≠0，则对VyE TOL( )一x必定存在y ∈x使得( Vy )为 

DF(x)中的一项简单析取式。由 Y ∈X可推出Y (TOL 

(z)一(X U{y)))，又因 y (TOL( )一 (X U{y)))，故 

3~OL( )一(xU{y})(yV )=O。又因(．yVy )为 DF(x)中的一项 

简单 析 取 式 (对 应合 取 范 式 中某 合 取项)，故 可得 

0TOL(x)一(xU[yD(DF(z))一O，条件 2成立 。 

再证充分性。 

首先证若条件(1)3ml )x(DF( ))一1为真，则对V“，口 

∈X有u∈丁0L( )AvE )L( )成立。运用反证法假设 uE 

了观 ( )A vff了’0lL(“)不成立 ，即 “∈TOL( )V TOL( ) 

成立 ，那么(“V )定为 DF(x)中的一项简单析取式 (对应一 

合取项 )，叉 因 u，tJ∈X，故 a倒 )一x(“V )一o，因而有 

a弛 ( )一x(DF(z))=O，这与条件(1)a W)』．(x)--x(DF(z))=1矛 

盾，故假设不成立。因此若3mL( x(DF(z))=1为真，则对 

V U，VEX有u∈了观 ( )̂ vETOL(“)成立 ，即条件(1)保证 

X是图中的一个团。 

然后证明 X∈MC(x)即 X同时也是极大团。运用反证 

法假设X不是极大团，则应从顶点集 了砚 (z)一X中取若干 

顶点(至少要取一个顶点)加入才能使x成为极大团，假设应 

选取的顶点集合为 y(yc了’0L(z)一X)，即 XUy为一包含 

于 ToL( )的极大团，则由性质 2可得a ( )一(x (DF(z)) 

一 1。现取 VY∈TOL(z)一X可知 (TOL(z)一(XUy)) 

(丁0L(z)一(XU{y})，由性质 3可得0TC~．( )一(XU( })(DF(z)) 

= 1，这与条件(2)矛盾，故假设不成立，x一定是极大团。充 

分性得证。 

定理 2 对Vz∈V且 {(矗Vxi)：x ， ，∈了观 (_z)̂ (麓 

TOL(xj)Vz 硭TOL(x1))}≠0，令 DE'( )：(̂ X1)V⋯ 

V(̂ )是 与 DF(x)等价的极小析取范式，则 MC(x)= 

{丁观 ( )一X1，⋯，TDL(z)一 )。其中 X ^X ≠O(1 

≤ ≤ )̂，̂ X 是由x 中所有元素构成的简单合取式。 

证明： 

(1)先证 MC(x) {T0L(z)一X “，了DL( )一X̂ }。 

对 VXEMC(x)，即X是包含于TOL(z)的任意极大团， 

由定理 1可得3TOE( )一x(DF(z))一1。既然 D ( )一(AX1) 

V⋯V(A )是与 DF(x)等价的极小析取范式，则a吼(曲一x 

(D (z))一3zoc( )一x((̂ X1)V⋯ V(A Xh))= 一31r~< )一x 

(̂ 墨 )V⋯ V a硎 (I)一x(̂ X̂ )=1，即存在 X(1≤ ≤ )̂使得 

)L( )一X。 

对于VX∈MC(x)，由定理 1可知对 VyE丁OL( )一X 

可得OTOL( )一(XU{ ))(DF( ))=O成立 ，又 D (z)是与 DF(x) 

等价的极小析取范式，故对 Vy∈了’0lL( )一X可推导得出 

O'／DL( )一(xU{ ))(DK (z))=OTOL( )一(XU{ ))((̂ X1)V⋯ V(̂  

))一O，即对于 VX∈MC(z)，VyEm L(z)一X均有X 

TOL( )一(xU{y))(1≤ ≤矗)。与结论 X TOL( )一X 

联立可得 y∈X ，即对 Vyff m L( )一X可推导得出y∈X ， 

故 了、oL(z)一X X 。 

总结以上陈述，对VXEMC(x)必存在 (1≤ ≤ )使得 
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X 丁OL(-z)一X且 丁OL )一X 即X 一TOL(x)一X。 

也就是说，对VXEMC(x)必存在X(1≤ ≤ )̂使得X= L 

( )一X ，即MC(z) {m L(z)一x1，⋯，m L( )一 )。 

(2)再证{了砚 ( )一X1，⋯，TOL(x)一X }̂ MC(z)。 

令 ：TOL(z)一五，对 V ∈{Y ，⋯， }可得 

OTOL( )一 ( (z))=a墨(̂ X1)V⋯ V(̂ X̂ )一1。对 VyE 

TOL(x)一Yi— 可得a眦( )一( u㈨ (DF ( ))一 一(y}(̂  

X1)V⋯V(̂ )。又因DF ( )是与 DF(x)等价的极小析 

取范式，故对 VXj∈{X “， }(1≤ ≤ ，̂ ≠ )均有 X — 

≠D。若 ，则由yEX 可得x』一(Xi一{Y})≠ ；若 

yE ，则由 y∈X 同样可得 X』一 (X 一{y))≠0。因此 

3TOL( )一( u{ ))(D ( ))一a墨一 (̂ X1)V⋯ V(̂ X̂ )一0。 

对VYi∈{Y1，⋯，ŷ)均有OTOL(x)一Yi( (z))一1，对 Vy∈ 

TOL(x)一Yi均有a眦 (x)-(Yiu{ })(DF'( ))：O，据定理 1可知 

∈MC(x)。对 V ∈{Y --， }均有 y!∈MC( )，故{y ， 

⋯
，Ŷ ) MC( )，即{l观 ( )一X 一，1砚 (z)一 ) MC 

( )。 

总结(1)(2)陈述可得，若 DF (z)：(h墨)V⋯V(A 

墨)是与DF(x)等价的极小析取范式，则包含于 TOL(z)的 

全体极大团集合 MC( )一{ L( )一X1，⋯，丁0L( )一 

X }̂。 

3．2 基于分辨函数的极大团搜索算法 

定理 2为设计基于分辨函数的极大团搜索算法提供了有 

效的理论依据与求解途径。定理 2表明，仅需针对每一顶点 

z∈V生成其极大团分辨函数 DF(z)，将此函数转换为与之 

等价的极小析取范式 DK(-z)一(̂ x )V⋯V(̂ X̂ )，则包 

含于 丁’OL(z)中的极大团集 MC(x)一{丁。L(z)一X1，⋯， 

7OL(x)一X̂ }，对每一顶点 ∈V收集包含于 m L(z)的极 

大团汇总后便可得到图的全体极大团。运用此定理设计基于 

分辨函数的极大团搜索算法流程见算法 1。 

算法 1 基于分辨函数的极大团搜索算法 

输入 ：图G一(V，E) 

输出：图G的全体极大团 

L All max_eli=O； 

2．for Vx∈V 

3． compute TOI (x)； 

4． generate DF(x)； 

5． transform DF(x)toDF (x)一(AX1)V⋯ V(AXb)； 

6． MC(x)一0； 

7． forj=1 to h 

8． MC(x)一MC(x)U{(TOL(x)一 )} 

9． endfor 

10． All_max_eli=All
_ max eliU MC(x)； 

11．endfor 

12．output A1l
_

m ax
_
eli 

算法 1中All_max_cli为一全局变量，其初值为空，用于 

存储图的全体极大团。算法第 3—4行针对V ∈ 计算其相 

容类 TOL(z)、生成其极大团分辨函数 DF(x)(对应一合取范 

式)，算法第 5行将 DF(x)转换为与之等价的极小析取范式 

DF'( )，算法第 6—9行收集包含于 TOL(x)中的极大团集 

MC(x)，随后将MC(z)加人All_max_cli，算法运行结束，All 

—

m ax
_ cli取值即为图G的全体极大团集合。 



4 实例分析 

为验证算法 1的可行性与有效性，本节以文献[13]中给 

出的已知无向连通图为实例(见图1)，依据算法流程计算给 

定图的全体极大团。 

图 1 无向连通图实例 

针对任意顶点 ∈V计算其相容类 I观 ( )，见表 1。 

表 1 VxGV的相容类 

)【，s相容类TDI ()【) 

1，2 

1，2，3，7 

2，3，4，5，6，7 

3，4，5，6 

3，4，5，6 

3，4，5，6，7 

2。3，6，7 

依据定义 7可计算得到任意顶点 的极大团分辨 函数 

DF(x)及其极小析取范式 DF (z)，见表 2。 

表 2 Vz∈V的极大团分辨函数 DF(x)与D (z) 

依据定理 2可对任意顶点z∈V计算得到包含于其最大 

相容类 TOL( )中的极大团集 MC(x)，见表 3。 

表 3 Vz∈V的极大团集MC(x) 

算法 1运行结束，可得到图G的全体极大团All—max_cli 

= ({1，2}，{2，3，7}，{3，4，5，6}，{3，6，7}}。 

结束语 寻找极大图是图论中极为重要的研究问题之 

一 ，广泛应用于涉及图方法建模的诸多科学领域。借鉴分辨 

函数模型将信息系统约简求取问题转换为布尔逻辑表达式约 

束的方法，本文将分辨函数与极大团性质结合，定义了顶点的 

极大团分辨函数、顶点关于某顶点子集的布尔映射函数，通过 

分析相容类与极大团特性得到了一些重要性质与定理，证明 

了图的极大团搜索问题同样可快捷自然地转换为相对简单的 

分辨函数表达式约束，为设计极大团搜索算法提供了一种有 

效的理论依据与求解途径。 

进而引入约简树构造方法，以实现极大团分辨函数(对应 

某合取范式)向其极小析取范式的等价转换，并在此基础上设 

计了基于分辨函数的极大团搜索算法。该算法针对图中每一 

顶点计算其相容类，生成其极大团分辨函数并转换为等价的 

极小析取范式，将此极小析取范式中各析取项对该顶点相容 

类取补即得到与该顶点相关的极大团集合，收集汇总与每一 

顶点相关的极大团集便得到图的全体极大团集合。最后将该 

算法应用于某给定元向连通图实例，说明了算法的可行性与 

有效性。 
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