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摘　要　约束优化问题广泛存在于科学研究和工程实践中,其对应的约束优化进化算法也成为了进化领域的重要研究方向.
约束优化进化算法的本质问题是如何有效地利用不可行解和可行解的信息,平衡目标函数和约束条件,使得算法更加高效.首

先对约束优化问题进行定义;然后详细分析了目前主流的约束进化算法,同时,基于不同的约束处理机制,将这些机制分为约束

和目标分离法、惩罚函数法、多目标优化法、混合法和其他算法,并对这些方法进行了详细的分析和总结;接着指出约束进化算

法亟待解决的问题,并明确指出未来需要进一步研究的方向;最后对约束进化算法在工程优化、电子和通信工程、机械设计、环

境资源配置、科研领域和管理分配等方面的应用进行了介绍.
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Abstract　Constrainedoptimizationproblemsexistwidelyinscientificresearchandengineeringpractice,andthecorresponding
constrainedevolutionaryalgorithmshavebecomeanimportantresearchdirectioninthefieldofevolutionarycomputation．TheesＧ
sentialproblemofconstrainedevolutionaryalgorithmishowtoeffectivelyusetheinformationofinfeasibleandfeasiblesolutions
andbalancetheobjectivefunctionandconstraintstomakethealgorithmmoreefficient．Firstly,thispaperdefinestheproblemof
constraintoptimization．Thenitanalyzesthecurrentmainstreamconstraintevolutionalgorithmsindetail．Atthesametime,based
ondifferentconstrainthandlingmechanisms,thesemechanismsaredividedintoconstraintandobjectiveseparationmethods,penaＧ
ltyfunctionmethods,multiＧobjectiveoptimizationmethods,hybridmethodsandsoon,andthesemethodsareanalyzedandsumＧ
marizedcomprehensively．Next,itpointsouttheurgentproblemsthatneedtobesolvedaswellastheresearchdirection．Finally,

theapplicationofconstrainedevolutionaryalgorithminengineeringoptimization,electronicandcommunicationengineering,meＧ
chanicaldesign,environmentalresourceallocation,scientificresearchandmanagementallocationareintroduced．
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１　引言

在实际科学和工程应用中通常存在限制条件较多且难以

求解的问题,这类问题称为约束优化问题(ConstrainedOptiＧ

mizationProblems,COPs).因此,对这类广泛存在的问题进

行研究具有一定的实际意义.最初,求解约束问题的算法通

常是基于梯度信息的,如简约梯度法、投影梯度法和内点惩罚

函数法等.这些算法往往只适用于约束条件简单的问题,对

可行域不连续和不可导等问题的求解性能则较差.

进化算法是一种模拟自然进化过程的全局优化方法,它

采用选择、交叉、变异等操作来完成自然进化的过程,引导种

群逐步趋向最优解.约束优化进化算法(ConstrainedOptimiＧ

zationEvolutionaryAlgorithms,COEAs)是一类利用进化算

法搜索效率高、通用性强以及健壮性好等特点来求解约束优

化问题的方法,吸引了众多学者的兴趣,并且提出了大量的约

束处理技术[１Ｇ２].此外,从２００６年至今,IEEE进化计算国际

会议(IEEECongressonEvolutionaryComputation,CEC)每

年都会举办相关的专题讨论,促进了COEAs的研究和发展.

约束优化进化算法能够充分发挥进化算法的高效搜索性

能,并根据约束处理技术合理地处理约束条件,高效地求解约

束问题.在研究早期,研究者们提出了大量的约束处理技术,

根据不同的约束处理方式,可将其分为５类:惩罚函数法、可



行性法则、随机排序法、多目标优化法、混合法.惩罚函数法

给违反约束条件的个体添加相应的惩罚因子,从而降低不可

行个体被选择的概率,其不足之处在于如何选取合适的惩罚

参数.可行性法则是由 Deb[３]提出的,是经典的约束处理方

法之一,其规定可行解始终优于不可行解,导致不可行解难以

进入进化群体.因此,可行性法则无法应对可行域较小的约

束问题.随机排序法根据概率参数pf来平衡目标函数和惩

罚函数,然而pf的选取较为困难,往往需要大量实验来进行

调整.多目标优化法将约束条件转化成为额外的优化目标,

使约束问题变为多目标优化问题,增加了求解的难度和计算

代价.混合法是约束优化进化算法的研究热点,其能够利用

多种不同约束处理技术的优势来求解约束问题.

纵观国内外,有关约束优化进化领域的综述研究少之又

少.国外的综述主要针对２００２年以前的约束优化进化算法,

对近年来的相关算法讨论得较少;国内的综述也是寥寥无几,

Wang等[４]的讨论主要针对２００９年之前的研究成果.但是,

近年来约束优化算法发展迅速,国内外很多著名专家和学者

都对其进行了深入地研究,并取得了众多的研究成果.目前

的综述在约束优化进化算法方面的介绍较为简单,仅侧重于

对经典算法的介绍,并且缺少对相关应用领域的归纳总结以

及对目前蓬勃发展的新的研究成果的分析与整理.任何高效

的算法最终都需要落地并解决实际应用问题.我们认为,对
约束优化问题的应用方面的综述有助于开发新的约束处理方

法与开展新的应用研究.基于以上讨论,本文对约束优化进

化算法及其应用进行了详细的综述.本文首先介绍了约束优

化问题及其相关定义,然后对进化算法和约束处理技术进行

了详细的介绍和分析,并对该领域的最新研究展开了讨论,最
后对约束优化进化算法亟待解决的问题和相关应用展开了

综述.

２　约束优化问题及相关定义

在实际应用中,约束问题往往有多个冲突目标,同时还需

要满足多个等式和不等式的约束条件.约束多目标优化问题

的定义如下:

minimizeF(x)＝(f１(x),,fm(x))T

s．t．gi(x)≤０,i＝１,,q
hj(x)＝０,j＝１,,p

(１)

其中,F(x)＝(f１(x),,fm (x))T 为 m 维目标向量,x＝
[x１,,xn]为决策变量,S表示n维决策空间,gi(x)为第i个

不等式的约束条件,hj(x)为第j个等式的约束条件.

在约束进化算法中,个体x在第j个约束条件下的约束

违反程度表示为:

Gj(x)＝
max{gj(x),０}, １≤j≤q
max{|hj(x)|－σ,０}, １≤j≤p{ (２)

在约束算法中,个体x的违反程度由其在所有约束条件

下的约束违反程度决定,通常表示为:

ϕ(x)＝∑‖max{０,gi(x)}‖＋∑‖max{０,|hj(x)－σ|}‖
(３)

其中,σ是约束的容忍阈值,通常设置为０．０００１.如果解x的

ϕ(x)为０,则解x为可行解;如果ϕ(x)的值不为０,则解x为

不可行解.满足不等式约束和等式约束的选择区域,称为可

行域;反之,称为不可行域.

不同的约束问题的约束条件之间存在差异,可能出现个

体的违约度被某个或某些约束条件主导的情况,因此需要采

用标准化函数来规范约束条件.在此,我们定义个体x的违

约度ϕ(x)为该个体在每个约束条件上的违约度的平均值,具
体表达式如下:

Gmax
j ＝ max

i＝１,,N
(Gj(xj)),j∈{１,,p＋q} (４)

ϕnorm (x)＝１
m ∑

m

j＝１

Gj(xi)
Gmax

j
,i∈{１,２,,N} (５)

其中,Gmax
j 为第j个目标上的最大违约度,N 为种群规模.

Pareto支配关系广泛应用于多目标优化问题,同样适用

于约束优化,相关的定义如下.

定义１(Pareto支配)　对于两个个体x 和y,F(x)和

F(y)为其目标向量,x支配y,当且仅当:
(１)∀i∈{１,,m}满足fi(x)≤fi(y)
(２)∃j∈{１,,m}满足fj(x)＜f(y)

定义２(Pareto最优解)　决策向量x∈S称为S 上的PaＧ
reto最优解,当且仅当¬∃y∈S,使得y≻x.

定义３(Pareto最优解集)　Pareto最优解集为:p∗ ＝{x∈
S|¬∃y∈S,y≻x}.

定义４(Pareto前沿(Paretofront,PF))　p∗ 为最优解

集,PF定义为pf∗ ＝{u＝f(x)|x∈p∗ }.

３　约束处理机制

近年来,约束进化算法领域的研究人员提出了大量的约

束处理机制.根据不同的约束处理机制,本文将约束优化算

法间接分为４类(见图１):１)约束和目标分离法;２)惩罚函数

法;３)多目标优化法;４)混合法.

图１　约束处理机制分类

Fig．１　Classificationofconstrainthandlingmechanism

３．１　约束和目标分离法

图２给出了约束和目标分离法的执行过程,其本质是将

约束条件和目标函数分别用不同的方法来处理.本文将该类

方法分为３种:可行性准则、随机排序法、ε约束法.

图２　约束和目标分离法的执行过程

Fig．２　Implementationprocessofconstraintsandobjectives

separationmethod
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３．１．１　可行性准则

近年来,研究人员提出了大量的约束处理技术,其中 Deb
提出的可行性法则[３]是最为经典的约束处理机制之一.对两

个解x１ 和x２ 进行比较,它们的目标向量为F(x１)和F(x２),

违约度为ϕ(x１)和ϕ(x２),其约束支配关系如下:

(F(x１),ϕ(x１))≻(F(x２),ϕ(x２))

F(x１)≻F(x２), ifϕ(x１),ϕ(x２)＝０

F(x１)≻F(x２), ifϕ(x１)＝ϕ(x２)

ϕ(x１)＜ϕ(x２), otherwise

ì

î

í

ïï

ïï

(６)

显然,当x１ 和x２ 都为可行解时,目标函数值较小的解占

优;当x１ 和x２ 的违约度相同时,目标函数值较小的解占优;

当x１ 和x２ 的违约度不同时,违约度较小的解占优.

文献[５]将约束处理准则(ConstraintDominancePrinciＧ

ple,CDP)嵌入 NSGAＧII中,得到 NSGAＧIIＧCDP,并将种群划

分为可行和不可行两个子种群.在可行子种群中采用Pareto
关系进行排序,在不可行种群中采用CDP进行排序.NSGAＧ

IIＧCDP首先选择可行种群中的个体,然后选择不可行种群中

的个体,直到子代种群规模为 N(种群规模).

定义５(约束条件的相对可行度)　F 为可行域,Fi 为满

足第i个约束条件所对应的空间,可行域F 和满足第i个约

束条件所对应的空间Fi 之间的比值ρi＝|F|/|Fi|,即为第i
个约束条件的相对可行度.

定义６(相对公共满足约束集)　x,y为种群中的两个候

选解,G表示问题的约束集,Gi 和Bi 分别为个体x 满足约束

条件的集合与违反约束条件的集合,Gj 和Bj 为个体y 满足

约束集和违反约束集的集合,Gi 和Bj 的交集Q(x→y),即为

x相对于y 的非共同满足约束集合.

定义７(个体的相对可行度)　设x和y 为种群中的两个

不同个体,Q(x→y)指x相对于y 的非共同满足的约束集合,

ρk(k∈Q(x→y))指第k个约束条件的相对可行度.x相对于

y 的可行度为:

R(x→y)＝

０, Q(x→y)＝Φ

１, Q(x→y)＝{１,２,,m}

max
i∈Q(x→y)ρi, otherwise

ì

î

í

ï
ï

ïï

(７)

Cui等[６]根据个体之间的优劣性提出了个体相对可行度

(RelativeFeasibilityDegree,RFD)的概念(见式(７)),并将其

与差分进化算法相结合,即 RFDDE(RelativeFeasibilityDeＧ

greeBasedonDifferentialEvolution).对两个个体x和y 进

行比较时应遵照以下准则.

(１)x,y均为可行解时,目标函数值较小的个体占优;

(２)x为可行解,y为不可行解时,可行解x占优;

(３)x,y均为不可行解时,比较其相对可行度,相对可行

度大的解占优;若相对可行度相同,则违约度较小的个体占优.

该算法能够加快搜索过程,快速收敛到可行域并保持良

好的分布性.但是 RFDDE仍然对差分进化控制参数的区间

较为敏感,需要根据大量实验来确定.此外,当约束条件的相

对可行度相似时,会引起 RFDDE算法的性能降低.

Cheng等[７]提出了一种新颖的算法,并结合了可行性准

则,即 RVEA(Reference VectorＧguided Evolutionary AlgoＧ

rithm).该算法利用参考向量将搜索空间分为多个子空间,

并根据个体到原点的距离以及个体与参考向量的角度构造角

度惩罚距离(AngleＧPenalizedDistance,APD).在每个子空间

采用CDP和 APD选择最优个体.此外,RVEA 提出了参考

向量自适应更新策略和参考向量再生策略,分别用于解决种

群分布不均匀和 PF不规则的问题.角度惩罚距离 APD 的

定义如下:

APD＝dt,i,j＝(１＋P(θt,i,j))‖ft,i′‖ (８)

其中,t为进化代数,j为子空间的索引,ft,j′为转换后的目标

函数值,θt,i,j为第t代时ft,j′和参考向量Vt,j之间的角度,P
(θt,i,j)为基于角度的惩罚函数,γvt,j是参考向量vj 与其他参

考向量之间最小的角度.

P(θt,i,j)＝M(t
tmax

)αθt,i,j

γvij

,γvij ＝ min
i∈{１,,N},i≠j

‹vt,i,vt,j›

(９)

Fan等[８]提出了一种新颖的约束处理机制,基于角度约

束处理(AngleＧbasedConstrainedDominancePrinciple,ACDP).

该方法利用角度信息维持种群的多样性,同时探索不可行域,

保证种群的收敛性.两个个体x１ 和x２ 之间的角度的定义如下:

angle(x１,x２,z∗ )＝

arccos( (F(x１)－z∗ )(F(x２)－z∗ )
‖F(x１)－z∗ ‖∗‖F(x２)－z∗ ‖

) (１０)

其中,z∗ 为理想点,z∗ ＝min{fi(x)|x∈S}.

ACDP根据以下准则来评判个体的优劣:

(１)如果两个个体x１ 和x２ 均为可行解,则目标函数值较

小的个体较优;

(２)如果两个个体x１ 和x２ 至少有一个不可行解,且anＧ

gle(x１,x２,z∗ )≤θ,则违约度较小的个体较优;

(３)如果两个个体x１ 和x２ 至少有一个不可行解,且anＧ

gle(x１,x２,z∗ )≥θ,r＜pf,则目标值较小的个体较优,否则不

可比较.

其中,θ 为 阈 值,r 为 一 个 随 机 数,pf 为 当 代 可 行 比.

ACDP利用两个解之间的角度信息,在进化过程中动态地保

持种群的多样性,同时利用可行比来保持种群的收敛性和可

行性之间的平衡.

可行性准则原理简单、方便执行,但其完全忽略了不可行

解的信息,导致算法存在如下问题:

(１)过分重视快速趋于可行域,导致搜索方向单一;

(２)当存在多个不连续的可行域时,往往会无法穿过不可

行域;

(３)通常会忽略对可行域边界的探测;

(４)忽略了不可行解携带的有用信息,不利于算法快速收敛.

可行性准则在解决不连续的可行域问题时,往往难以穿

越不可行域(见图３),从而导致种群深陷局部最优解,无法取

得全局最优解.

对此,研究人员将重心放在设计高效的搜索算法上,以便

３李　笠,等:约束进化算法及其应用研究综述



通过高效的搜索算法来弥补可行性准则求解约束优化问题时

的不足.如文献[９Ｇ１１]对差分进化算法进行改进作为搜索算

法;Dhadwal等[１２]将改变的粒子群算法作为搜索算法,提高

了算法的效率.

(a)Stage１ (b)Stage２

图３　不连续可行域问题的进程

Fig．３　Processofdiscontinuousfeasibleregionproblem

３．１．２　随机排序法

Runarsson等[１３]于２０００年提出了随机排序法(StochasＧ

ticRanking,SR),该算法采用随机排序来平衡目标函数和惩

罚函数.该方法根据概率参数pf来决定选择目标函数或个

体违约度,进而评价两个个体的优劣(见图４).当rand＜pf
时,基于目标函数值来评价个体优劣;当rand≥pf 时,基于

违约度来评价个体优劣.

图４　随机排序选择评价流程

Fig．４　Randomsortingselectionprocess

该方法将违约度和目标函数间的矛盾问题转化为基于概

率的随机排序问题,不需要改变惩罚因子.其不足之处在于:

概率参数pf的值该如何设定.近年来,研究人员也有大量

的创新.例如,文献[１４]提出了动态改变pf值的方法,文献

[１５]结合蚁群算法来处理约束优化问题.

３．１．３　ε约束法

在２００６年 CEC的约束进化算法专题会议上,Takahama

等[１６]提出了一种基于ε约束的处理方法.其核心思想是,通

过ε的设定值将违约程度小于ε的个体视为可行解,充分利

用了不可行域中目标函数值较好的不可行解的信息,具有更

好的收敛性.文献[１７]通过以下准则来比较个体的优劣:

(F(x１),ϕ(x１))≻ε(F(x２),ϕ(x２))

F(x１)≻F(x２), ifϕ(x１),ϕ(x２)≤ε

F(x１)≻F(x２), ifϕ(x１)＝ϕ(x２)

ϕ(x１)＜ϕ(x２), otherwise

ì

î

í

ïï

ïï

(１１)

相比可行性准则,ε约束法利用了不可行解,放宽了对目

标函数的比较条件,缓解了其对约束条件的贪婪性.如图５
所示,将不可行解x与可行解y 进行比较,不可行解x的违

约度ϕ(x)＜ε,且F(x)优于F(y),这时不可行解x占优.

图５　ε约束中不可行解和可行解的比较

Fig．５　Comparisonofinfeasiblesolutionandfeasiblesolutionin

εconstraint

ε值的设定是ε约束法的关键问题.当ε＝０时,ε约束处

理方法和可行性准则相同;当ε＝∞时,ε约束处理方法就变

为了Pareto关系.传统的ε设置方式如下:

ε(０)＝ϕ(xθ)

ε(G)＝
ε(０)(１－G/Tc)cp, ０＜G＜Tc

０, G≥Tc
{

(１２)

其中,xθ 是根据初始种群个体按照违约度降序排列后的第θ
个个体,cp是控制ε下降速度的一个参数.通过实验证明,θ
的值通常 为 ０．０５∗N,cp∈ [２,１０],TC 通 常 设 置 在 区 间

[０．１∗Tmax,０．８∗Tmax],Tmax为最大进化代数.ε约束处理法

具有较好的收敛性,但是在进化过程中,ε值的设置可能会出

现不合理的情况.

文献[１８]指出,在进化过程中,如果ε(G)的值小于所有

不可行解的违约度,ε约束处理法将再次转为 CDP,种群的多

样性将难以维持.因此,本文提出了一种基于进化代数和个

体的最大最小违约度自适应调整ε的约束处理方法.该算法

加大了在不可行域的搜索压力,使得在其他潜在区域找到可

行解的机会更大,同时防止了算法早熟.文献[１９]采用了一

种自适应差分进化算法(jDEsoco)来解决单目标实值的约束

优化问题;文献[２０]提出了一种基于ε等级的约束差分进化

算法来求解约束问题.

上文对约束和目标分离法的３种不同约束处理技术进行

了详细介绍.根据上述３种方法的个体比较方式,简述其所

具备的优点和存在的缺点,如表１所列.

表１　不同约束处理技术的对比

Table１　Comparisonofdifferentconstrainthandlingtechnologies

约束处理技术 优点 缺点

可行性准则
执行简单,收敛速度

快

搜索方向单一,容易

陷入局部最优解

随机排序
采用pf 引入目标函

数信息 pf的参数调节困难

ε约束法
通过ε的调 节,引 入

目标函数信息
ε的选择和调节困难

３．２　惩罚函数法

近年来,因惩罚函数的执行过程简单、高效,研究人员将

其广泛应用于约束进化算法中以解决约束问题.其核心思想

为:基于个体的违约程度构造惩罚项,将目标函数值f(x)和
惩罚函数值p(x)相加,构造惩罚适应度函数fitness(x).本

文按照其特性将其分为４类(见图６):死亡惩罚函数法、静态

惩罚函数法、动态惩罚函数法和自适应惩罚函数法.
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图６　惩罚函数的分类

Fig．６　Classificationofpenaltyfunction

常规的惩罚适应度函数的定义如下:

fitness(x)＝f(x)＋α∑
m

i＝１
riGi(x),∑

m

i＝１
ri＝１ (１３)

其中,α为惩罚系数,ri 是研究人员对每个约束条件定义的约

束违反水平数.

为了平衡目标函数值和违约度,合理的惩罚系数至关重

要.显然,当α值过小时,对不可行解的惩罚不够,不能较好

地区分可行解和不可行解,因此不能保证可行解的选择;当α
值过大时,对不可行解的惩罚过大,不利于不可行解的选择,

不能合理地利用不可行解的信息,因此不利于算法收敛.

如图７所示,可行解x在二维搜索空间中面临不可行域I
时,将不可行域大致分为两部分:II可用解和III无用解.

图７　可行解x将不可行解域划分为两部分

Fig．７　Feasiblesolutionxdividestheinfeasiblesolutionregion

intotwoparts

３．２．１　死亡惩罚函数

死亡惩罚函数法[２１]指不可行解的惩罚适应度为０,拒绝

所有不可行解,完全忽略不可行解在种群进化中的有效信息.

当初始种群中全部为不可行解时,种群中所有个体的惩罚适

应度值都为０,此时需要重新初始化种群.死亡惩罚函数法

不适合于低可行比的约束问题.因此,死亡惩罚函数认为不

可行域I中无可用解,即可用解II的面积为０,完全忽略不可

行解.

３．２．２　静态惩罚函数

静态惩罚函数法指在种群进化过程中惩罚系数为定值.

但种群进化过程中往往会出现许多α值不合理的情况,因此

效果不佳.文献[２２]提出了一种分层惩罚参数法,惩罚适应

度函数如下:

fitness(x)＝f(x)＋∑
m

i＝１
Rk,i×Gi(x) (１４)

其中,Rk,i(k＝１,,q,i＝１,,p)为惩罚系数,q为研究人员

对每个约束条件设置的约束违反水平数.该方法根据约束违

反度分为多个层次,不同层次有不同的惩罚系数Rk,i,对于违

反程度越大的个体,惩罚力度就越大.该方法的实现过程相

对简单,不足之处在于产生了较多参数,对于不同的约束问

题,都需要反复进行实验,以寻找合适的惩罚系数.此外,文

献[２３]给出了一种两阶段免疫算法.静态惩罚函数中惩罚系

数往往是定值,因此可用解区域Ⅱ的面积不会发生改变.

３．２．３　动态惩罚函数

文献[２４]提出了一种随着进化代数的变化而改变惩罚系

数的动态惩罚函数法.其核心思想为:进化初期对不可行解

采用较小的惩罚系数,充分利用不可行解的信息,对不可行域

进行相应的探索;进化后期对不可行解采用较大的惩罚系数,

使得算法在可行域中集中搜索,寻找最优的可行解.惩罚函

数适应度的定义如下:

fitness(x)＝f(x)＋(C×t)α∑
m

i＝１
Gβ

i(x) (１５)

其中,α,β为用户自行设定的常数,t为进化的代数.与静态

惩罚函数和死亡惩罚函数相比,动态惩罚函数能够更好地适

应约束问题,在性能方面更加优越,不足之处在于需要反复实

验来找到理想的初始惩罚系数.在动态惩罚函数中,区域II
的面积随着惩罚系数的增大而逐渐减小.

３．２．４　自适应惩罚函数

近年来,很多研究人员在如何构造合理的自适应惩罚函

数方面进行了很多研究.Tessema等提出了一种自适应的惩

罚函数[２５],其利用当前种群中的可行比(可行解在种群中所

占的比例)自适应地调整惩罚系数,从而控制惩罚的强度.该

方法采用双惩罚,旨在挖掘种群中最佳的不可行解,然后逐步

向最优解逼近.该方法的惩罚适应度函数如下:

fitness(x)＝

fnorm

vnorm (x)

fnorm (x)２＋vnorm (x)２ ＋[(１－rf)fnorm (x)＋
　rf×vnorm (x)]

ì

î

í
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(１６)

其中,fnorm (x)为标准化的目标函数,vnorm (x)为标准化的违约

度,rf为当代种群的可行比.

在进化过程中,当种群不包含可行解时,目标函数值被忽

略,仅依靠其违约度搜索最佳不可行解;当种群中只包含可行

解时,违约度被忽略,依靠目标函数寻找更优的个体;当种群

中同时包含可行解和不可行解时,标准化适应值越低的个体

越好.该算法充分利用了低违约度和低目标函数值的不可行

个体,来寻找可行个体并产生高质量的解.

Melo等[２６]将自适应惩罚函数和改进的自适应协方差矩

阵进化策略(CovarianceMatrixAdaptationEvolutionStrateＧ

gy,CMAＧES)相结合,得到了新的约束进化算法.在进化过

程中,惩罚系数随种群中不可行解的约束违反信息而变化,其
方法如下:

fitness(x)＝bestfeas＋|f(x)－bestfeas|×|v(x)/max_

penalty| (１７)

其中,bestfeas是可行解中最优的目标函数值,当种群中没有

可行解时,bestfeas自行设定;max_penalty指不可行解中最

大的约束违反度.由式(１７)可知,违反约束程度越大的个体,

其惩罚强度也越大;违约度较小的个体可能会具有较好的适

应度,但其适应度永远差于种群中最好可行解的适应度.

文献[２７]结合粗糙集理论(RoughSetTheory,RST)和遗

传算法,提出了粗糙惩罚函数遗传算法(RoughPenaltyGeＧ
neticAlgorithm,RPGA),该算法根据违约度和进化代数自适
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应调整惩罚系数.此外,其通过惩罚函数加速了可行空间的

搜索和 RST释放无效约束的惩罚,提高了搜索能力,有效地

解决了约束优化问题.

粗糙集理论的基本概念是由感兴趣的对象的信息生成的

不可分辨关系.由于缺乏辨别知识,人们无法根据现有的信

息识别物体,不可分辨关系将不可分辨物体的颗粒作为基本

依据来表达.该算法采用粗糙决策系统,目标值高于平均值

的个体为“好”,否则为“差”,具体如下:

D(xj)＝
good, iff(xj)＜faverage
bad, iff(xj)≥faverage{ (１８)

RPGA根据违约度和进化时间提出了一种新型的自适应

惩罚函数.

ψ(x)＝f(x)＋∑
m

k＝１
((C×t)π(k,t)×max(０,Φk(x))２) (１９)

其中,Фk 为约束条件k的违约度,C为严重性参数,Π(k,t)为惩

罚参数,并根据进化代数和粗糙决策系统进行调整,具体如下:

π(k,t)＝
π(k,t－１)×γk, ifμk＝１
π(k,t－１), ifμk＝１{ ,π(k,０)＝２ (２０)

其中,k为第k个约束条件,μk 为根据粗糙决策系统分类的结

果,μk＝１表示分类为good,μk＝０表示分类为bad,γk 为调整

参数.

此外,文献[２８]提出了新颖的自适应惩罚函数.该算法

利用进化中群体的状态信息(种群中的可行比和违约度)来自

适应地调整每个约束条件的惩罚系数,同时与稳态遗传算法

结合来求解工程问题.稳态情况下的自适应惩罚函数的变体

如下.
(１)单调惩罚系数的自适应惩罚函数.惩罚系数取当前

值kpre和预测值knew的较大值.
(２)带阻尼的自适应惩罚函数.惩罚系数由当前值和预

测的新值之间的加权平均值决定.

根据上文对４种不同惩罚函数的综述,对其优点和缺点

进行详细的总结,如表２所列.

表２　４种不同惩罚函数的对比

Table２　Comparisonoffourdifferentpenaltyfunctions

方法 优点 缺点

死亡惩罚 操作简单,快速收敛
忽略不可行解信息,容易陷

入局部最优

静态惩罚
α为定值,利 用 部 分 不 可 行

解
α的设置困难,种群进化中α
会出现不合理现象

动态惩罚 α随着种群进化动态调整
进化过程中,α的 设 置 出 现

不合理现象

自适应惩罚
自适应调整 α,充 分 利 用 不

可行解
自适应函数较为复杂

３．３　多目标优化法

由于惩罚函数法的惩罚系数设置得较为复杂,往往需要

大量的实验来进行调整,并且容易引起约束和目标函数之间

出现不平衡的问题.因此,研究人员提出了一种新的方法,即

多目标优化法,其核心思想为将约束优化问题转变成多目标

优化问题,如(f(x),G１(x)Gp＋q(x))或(f(x),G(x)).多

目标优化法成功地避免了约束和目标函数的平衡问题,并且

能够较好地解决约束优化问题.但是,多目标的求解难度较

高,因此双目标的形式较为受欢迎.

Powell等[２９]将可行解的适应度映射到(－∞,１),将不可

行解的适应度映射到(１,＋∞),使得可行解优于不可行解.

其个体评估方法如下:

fitness(x)＝
f(x), iffeasible

１＋rG(x), otherwise{ (２１)

Fernando等[３０]提出了一种类似于多目标优化的 minＧ

max方法.其个体比较准则如下:

(１)当一个个体为可行解而另一个个体为不可行解时,可

行解占优;

(２)当两个个体均为可行解时,目标函数较小的个体

占优;

(３)当两个个体均为不可行解时,基于个体的最大违约度

进行比较,拥有最小的最大违约度的个体占优.

文献[３１]提出了一种三目标进化的新型框架 TiGE,该框

架精心设计了收敛性和多样性两个指标,并将其与可行性结

合成三目标,共同解决约束优化问题.此外,该框架概念简

单,易于实例化,并使用多种平衡方案和排序方法(如非支配

排序和随机排序),适用于约束多目标优化问题.平衡三目标

的方案如下:

(１)３个目标同时优化;

(２)首先处理收敛性和多样性之间的平衡,然后处理可行

性和多目标优化之间的平衡.

此外,文献[３２]提出了一种不可行解存档和替换机制的

CW(CaiandWang’salgorithm)算法.该算法充分利用不可

行解的信息,引导种群快速逼近可行域.

３．４　混合法

目前,大量约束处理技术可以高效地解决约束问题,但是

当面临高维度、高复杂度的约束问题时,采用单一的约束处理

技术往往达不到理想的效果.因此,许多研究者开始对具有

自适应机制和混合机制的约束处理技术进行研究.混合法的

核心思想如图８所示,将两种及两种以上不同的约束处理机

制,或者多种不同进化策略相结合,同时优化和处理约束问

题.混合法的关键是如何合理地使用不同约束处理技术的特

点,从而高效地处理约束问题.

图８　混合法的原理

Fig．８　Principleofhybridmethod

基于混合法的思想,Wang等[３３]提出了一种自适应均衡

模型(AdaptiveTradeＧoffModel,ATM).该模型根据进化过

程中种群可行解和不可行解的数量将进化过程分为３个不同

的阶段,并在不同的进化阶段采取不同的处理技术.当进化

过程中种群中只有不可行解时,该模型采用 Pareto支配关系

对种群进行排序,并从中选出违约度较小的解进入下一代种

群;当种群中既有可行解又有不可行解时,该模型采用自适应

惩罚函数将有约束问题转化为无约束问题,根据个体的目标
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值和违约度重新定义一种新的个体适应度,再根据个体适应

度进行评价,选择较好的个体进入下一代,充分利用不可行解

信息;当种群中全部为可行解时,该问题已经变为无约束问

题,则该模型基于目标函数进行个体选择.

Tasgetiren等[３４]在２０１０年的约束优化方向的国际竞赛

中提出了eDE(ensembleofDifferentialEvolutionAlgorithms)算

法.该算法根据差分进化算法(DifferentEvolutionaryAlgoＧ

rithm,DE)针对相关控制参数的敏感性,采用多种不同的差

分进化策略.eDE在种群进化的不同过程中采用３种不同的

约束处理技术,分别为可行性准则、自适应惩罚函数和ε约束

处理.可行性准则用于选择种群中的最优个体;ε约束处理

用于比较父代和子代的优劣;自适应惩罚函数用于比较通过

VPS(VariableParameterSearch)操作产生的子代个体与其父

代的优劣.

Lin等[３５]提 出 了 一 种 基 于 动 态 混 合 约 束 处 理 机 制

(MultiＧobjectiveDifferentialEvolutionwithDynamicHybrid

ConstraintHandlingMechanism,MODEＧDCH)的约束进化算

法.该算法根据进化过程中种群的可行比将进化过程分为局

部搜索和全局搜索.在早期可行比较低的阶段采用局部搜索

模型,该算法根据目标值和违约度定义了新的个体适应度,较

为优秀的个体被选入下一代.而在后期可行比较大时,该算

法采用ε约束处理方法进行全局搜索.MODEＧDCH 的两个不

同模块协同工作,平衡了Pareto最优前沿的收敛性和分布性.

Li等[３６]提出了一种两个外部档集的约束进化算法(ConＧ

strainedＧTwoArchiveEvolutionaryalgorithm,CＧTAEA).该

算法采用 CA(ConvergenceＧorientedArchive)和 DA(DiversiＧ

tyＧorientedArchive)两个外部档集,其中CA用于保持种群的

收敛性,当CA中可行解数量大于 N 时,对可行解进行非支

配排序,并结合 MODE/D(基于分解的进化算法)框架进行选

择;当CA中的可行解数量小于等于 N 时,采用多目标优化

法进行选择.DA 中采用 MOEA/D 来维持种群的多样性.

最后,根据限制性选择杂交策略,分别从 DA 和 CA 中选择父

代进行交配,产生子代.

此外,Deb等[３７Ｇ３９]将惩罚函数法和多目标优化法相结合

以处理约束问题;文献[４０]分别用自适应函数法和非支配排

序评价个体;文献[４１]将由全局搜索和局部搜索组成的混合

搜索框架与多目标优化相结合,提出了新颖的算法 HCOEA
(HybridConstrainedOptimizationEA).

３．５　其他算法

除了上述４类主要的约束处理机制,还有一种性能优秀

的方法,即修复算法.其核心思想是通过修复算子将不可行

解修复成可行解.Liepins等[４２Ｇ４３]通过一组不同的约束组合

优化问题,证明了修复算法具有优秀的性能.

修复算法执行简单、收敛速度快、计算成本低,但是其在

搜索过程中可能会引入强烈的偏见,进而损害进化过程本身.

此外,修复算法过于依赖问题,每个特定的问题必须设定特定

的修复算法,如 Xiao等使用修复算法[４４Ｇ４６]将机器人在有障碍

物的情况下的不可行路径变为可行路径.

４　亟待解决的问题

虽然近年来研究人员在约束处理机制方面做出了巨大努

力,并且取得了有目共睹的成果,但仍有很多问题尚未解决,

主要如下.

(１)约束条件与目标函数之间的不平衡

平衡约束条件和目标函数是约束进化算法的关键问题.

在进化过程中,如果过分重视目标函数,则会得到质量较好的

解,但可能陷入局部最优解;如果过分重视约束条件,则可能

导致搜索方向偏离性能好的区域.

(２)通用的约束进化算法

面对大量的约束问题,没有任何约束进化算法可以保证

其优越的性能.因此,设计一种适应性强、性能优越的约束进

化算法是未来的研究重点.

(３)计算代价昂贵

随着约束优化问题的目标维数的增加,目标函数值和违

约度的计算开销将呈现指数级增长.如何降低高维计算代价

是一个关键问题.

(４)混合性

目前,混合算法[４７]吸引了大量研究人员的目光.该方法

的搜索效率高、性能优秀,特别是在面对复杂的多峰函数时,

仍然能够保持优越的性能.因此,如何设计合理的混合算法

是值得研究的问题.

(５)等式约束条件的处理

目前的约束优化进化算法主要通过动态调整δ值来处理

等式约束,但是处理离散等式约束和非线性等式约束时效果

往往不尽人意.文献[４８]采用基于百分比的容忍值调节方

法;文献[４９]中δ随进化代数的增加而逐渐减小.但是,参数

δ值的设置仍然是值得重视的问题.

(６)缩减搜索区域

在进化过程中,约束优化进化算法往往从距可行域较远

的搜索区域开始探索,对于寻找最优解的帮助较小.因此,可

以缩减不必要的搜索空间,从而提高算法的收敛速度.文献

[５０Ｇ５１]提出通过自适应转移和缩小搜索区域来求解多目标

约束问题.

(７)理论研究

目前进化算法处理约束优化问题的理论基础还很薄弱.

文献[５２]对决策空间约束和目标空间约束进行了理论分析;

文献[５３]对不可行解在进化过程中的作用进行了分析.

(８)测试函数

在测试函数方面,Deb等[５４]于２００１年提出了一整套约

束优化测试函数(CTP１ＧCTP７);Zhang等[５５]提出了新的测试

函数;文献[５６Ｇ５７]改进了CTP系列的测试函数.但是,这些

测试函数都存在可行域所占比例较大的问题,而实际问题是

复杂多样的.因此,设计更能符合实际的多特征测试函数是

未来研究的重点.

５　应用

由于实际应用问题以及对应的约束处理算法都在不断发
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展之中,各个行业的学者在不断地添砖加瓦,相关的研究不断涌 现.本文对几类常见领域的应用问题进行了总结,如表３所列.

表３　COEAs的应用

Table３　ApplicationofCOEAs

应用内容 COEAs应用类型及参考文献

工程优化方面

工程设计
工程优化
工程调度
工程计划

AcoＧevolutionaryparticleswarmoptimizationapproach(CPSO)[５８]

InfeasibilityDrivenEvolutionaryAlgorithm(IDEA)[５９]

Efficientconstrainthandlingschemefordifferentialevolutionaryalgorithm[６０]

AselfＧadaptivepenaltyapproach[６１]

AmultiＧobjectiveconstraintＧhandlingmethodwithPSOalgorithm[６２]

ConstrainthandlingtechniqueforStructuralProblems[６３]

CoＧevolutionofcontrolparametersandpenaltyfactors[６４]

AnewalgorithmbasedonevolutionarycomputationforjobＧshopscheduling[６５]

Ahybridevolutionaryapproachtothenurserosteringproblem[６６]

FeasibilityRulesforNLP/MINLPEngineeringProblems[６７]

A HybridDifferentialEvolutionAlgorithm[６８]

Constrainedparticleswarmoptimizer[６９]

GAwithdifferentconstrainthandlingtechniques[７０]

MultiobjectiveoptimizationinOilPipelinesNetworks[７１]

AnεＧconstrainedmethodforconstrainthandling,anNSGAＧII[７２]

电子和通信工程方面
电路优化设计
无线网络设计

SRforRobustLayoutSynthesisofMEMSComponents[７３]

TwomultiobjectiveartificialimmunesystemsbasedontheclonalselectionprinciＧ
ple[７４]

A problemＧspecificconstrained evolutionary algorithm based on decomposiＧ
tion[７５]

AnMOEA/D[７６]AmultiobjectiveDE[７７]

Distributedgeneticalgorithm[７８]

Thenormalboundaryintersection(NBI)methodandanNSGAＧII[７９]

机械设计方面
结构设计
外形设计
机器设计

NewConstraintＧHandlingMethodforMultiＧObjectiveandMultiＧConstraintEvoＧ
lutionaryOptＧimization[８０],Ageneticalgorithmwithpenaltyfunction[８１]

Parametricalmechanicaldesignwithconstraintsandpreference[８２]

环境资源配置方面
地下水质量监控
土地资源规划

能源配置

SPwithgeneticalgorithm[８３]

ACOMOGAforgassupplynetworks[８４]

ApenaltyfunctioninWatershedManagementDesignProblem[８５]

ConstraintＧhandlingmethodsforoptimalgroundwaterdesign[８６]

科学研究方面
机器人研究
生物计算

MultiobjectiveevolutionaryoptimizationofDNAsequences[８７]

AutomatedconstraintＧbasednucleotidesequenceselectionforDNA computaＧ
tion[８８]

Arepairalgorithm[４６Ｇ４８]．AnNSGAＧIIandaSPEA２[８９]

GeneticandhybridapproachesformultiobjectiveoptimizationwithfuzzydomiＧ
nance[９０]

AnMOGA,an NSGAＧII,andan MODE withnormalized weightingobjective
functionsmethod[９１]

AnMOGA[９２]

MultiＧlayerScreeningBasedEvolutionAlgorithmforDeNovoProteinStructure
Prediction[９３]

BayesiannetworkstructurelearningalgorithmbasedondifferentialevolutionalＧ
gorithm[９４]

管理和分配方面
资源分配
路径规划
背包问题

A multiobjectiveevolutionaryparticleswarm optimizationalgorithm(MOEPＧ
SO)[９５]

AnMOEAwithtwoVRPSDＧspecificheuristicsforlocalexploitationandaroute
simulationmethod[９６]．MixedmethodforVRPwithTimeWindows[９７]

ConstrainedEvolutionaryAlgorithminaCompressedＧairStation[９８]

Arepairalgorithmforvehicleroutingproblems[９９]

AgeneticalgorithmwithpenaltyfunctionforVRP[１００]

AdaptiveGeneticAlgorithmfortheVehicleRoutingProblem[１０１]

GAforprofitableheterogeneousvehicleroutingproblem[１０２]

EffectiveLocalSearchAlgorithmsforRoutingandSchedulingProblems[１０３]

０Ｇ１KnapsackVariantwithTimeScheduling[１０４]

ExactAlgorithmsandEvolutionary AlgorithmsforRandomizedTimeＧVarying
KnapsackProblem[１０５]

Anefficientevolutionaryalgorithmformultivehiclecarps[１０６]

Knapsackproblembasedonevolutionaryalgorithm[１０７]

５．１　工程优化方面

工程优化问题通常包含多峰目标函数,涉及高度非线性

的不等式或等式约束,因此解决这些问题需要探索非常复杂

的搜索空间.文献[６０]介绍了一种新的约束处理方法,该方

法利用等式约束集导出的梯度信息来修正不可行解,并结合

支配选择来优化多个工程问题.１)反应堆网络设计问题,该
问题的目标是找出两个反应器的体积和每个罐中每种产品的

浓度,使出口流中产品 B的浓度最大化;２)换热器网络设计
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问题,该 问 题 的 目 标 是 最 小 化 所 需 的 全 部 换 热 器 面 积;

３)分离网络综合问题.

文献[６７]采用带有 CDP的混合差分进化算法来求解工

程优化领域的非线性规划和混合整数非线性规划基准问题,

并将其用于求解双管道原油调和调度问题.详细问题描述如

下:双管道原油调和系统由多个加料罐、两条输送管道、一条

混合管道、一个流量控制系统和一个原油蒸馏装置组成,有多

种原油,每种原油都有一定的储量.优化目标为在２０个约束

条件下合理安排油罐通过两条管道输送石油,并使其按适当

的顺序和流量输送,从而为蒸馏装置提供合格、稳定的原料.

５．２　电子和通信工程方面

在电子和通信工程方面,COEA 的主要应用有电路优化

设计和无线网络设计.电路和无线网络的设计往往会引发许

多极具挑战的问题(如约束处理问题和多目标问题).文献

[７５]用修复算法来解决无线传感器网络中的 K 连接部署和

功率分配问题,旨在确定传感器位置和发射功率水平,以保证

在最大K 连接性约束下的网络覆盖范围和寿命.通过两种

特定的修复启发方式来处理约束条件,将不可行的网络设计

转换为可行的设计,同时将其结合到 MOEA/D 中以保持

效率.

随着电子技术的不断进步,硅片上晶体管的数量呈指数

增长,基于IP核的片上系统[７８](SystemonaChip,SOC)已成

为 VLSI技术发展的趋势.SOC系统的主要功能是在目标冲

突和众多约束条件的设计空间中找到满足约束条件的最优

IP配置集.

５．３　机械设计方面

在机械设计方面,COEA的应用主要包括结构设计、外形

设计和机器设计.文献[８０]将可行性原则和 NSGA(NonＧ

dominatedSortingGeneticAlgorithm)相结合,求解焊接梁设

计问题.该问题可描述为:找到一组可行的尺寸参数来承载

一定的载重量,同时求得最低的制造总成本(装配成本、焊接

人工成本和材料成本等).

文献[８１]采用惩罚函数法和多目标优化法的 COGA 来

对桥梁设计、钢结构和输电塔等具有代表性的结构设计问题

进行求解,证明 COGA 能够高效地解决机械 设 计 方 面 的

问题.

５．４　环境资源配置方面

环境资源配置主要包括地下水质量检测、土地资源规划

和能源分配３个方面.文献[１０８]介绍了水电发电系统的规

划调度是一个高维、高约束、动态、非线性的实际问题,该问题

在许多国家,特别是以水电为主要能源的巴西,具有重大的经

济和环境意义.Marcondes等[１０８]对１１１个发电厂进行了为

期５年的研究,得到了１３３２０个决策变量和２００９１个约束条

件,并采用多种不同的 COEA 进行优化.在多数情景中,成

本稳步下降,并且在满足约束条件后逐渐收敛.

文献[８３]介绍了森林规划问题需要同时满足森林结构、

采伐口大小和最小成熟森林板块尺寸等约束条件,并同时优

化多个目标的复杂约束优化问题.为此,采用动态惩罚函数

处理约束条件和智能搜索策略进行搜索,并将其整合到遗传

算法中以解决森林规划问题.

５．５　科学研究方面

科学研究方面主要包括机器人研究和生物计算.文献

[４４]将修复算法和进化算法相结合,开发出一种适用于移动

机器人的自适应导航器,用来规划和导航方向.该算法的主

要特点包括:１)能够将不可行路径转换为可行路径;２)可以容

纳不同的优化标准;３)能够在距离较近时进行良好的权衡(路

径优化),从而高效地处理未知障碍.

COEAs在生物计算和医学中的应用也较为广泛.Lee
等[８７]将多目标优化法和 NSGAＧII相结合,完成了 DNA 序列

优化,取得了较好的结果.该问题有两个约束:１)集合中所有

序列的熔化温度(熔化温度为一半以上的双序列分裂为单序

列所需的温度)的阈值之和;２)集合中所有的序列被划分为长

度为L的序列中包含G 和C 的个数,C 和G 为优化目标,分

别为两个序列对最大可杂交基对之和,以及集合中所有的序

列中存在连续基大于阈值S的个数的平方和.

５．６　管理和分配方面

管理和分配方面主要包括两个经典应用:０Ｇ１背包问题

和路径规划问题.

０Ｇ１背包问题描述为:有 N 件物品和一个容量为V 的背

包,第i件物品的体积是Ci,价值为Wi,在满足背包容量的约

束下,求解将哪些物品装入背包使得价值最大.文献[１０７]通

过改进的差分进化算法高效地求解了背包问题.

车辆路径规划问题(VehicleRoutingProblem,VRP)起源

于旅行商问题或弧路径问题.VRP指一定数量的客户,各自

有不同数量的货物需求,配送中心向客户提供货物,由一个车

队负责分配货物,规划适当的路线,使得客户的需求得到满

足,并能在一定的约束下达到路程最短、成本最小、时间最短

等多个目的.文献[１００]详细介绍了 COEA 解决 VRP问题

的过程.

VRP(VehicleRoutingProblem)广泛应用于运输、供应链

管理、生产计划、电信和电子商务等领域.近年来,人们提出

了许多 VRP 问题的变体,其中经典的变体是带时间窗的

VRP(VRP with Time Windows,VRPTW)和 多 个 站 点 的

MDVRP.Wang等[１０９]提出了一种两阶段的约束优化进化算

法 (TwoＧstage Multiobjective Evolutionary Algorithm,TSＧ

MOEA)来求解多个站点的 VRPTW,考虑了车辆数量、总行

驶距离、总等待时间、完工时间和总延误时间５个目标以及每

个客户允许的最大延迟时间、返回时间限制和车辆容量约束

等多个约束.TSＧMOEA 采用可行性原则来处理约束条件,

在第一阶段根据 ECＧNSGAＧII[１１０]快速搜索极值点,促进收

敛;在第二阶段采用 MOEA/D来保持PF的分布性.

结束语　约束优化进化算法是一个活跃的、飞速发展的

研究领域,是优化算法领域的重要研究课题之一.近年来,约

束进化算法取得了较多的研究成果,各种算法层出不穷,但仍

然存在大量的问题亟待解决.本文对约束优化进化算法进行

了详细的分析,并逐一对不同的约束处理机制进行了分析,同

时指出了其中存在的主要不足和亟待解决的问题,最后介绍

了约束优化进化算法在工程优化、电子通信工程、机械设计等

方面的实际应用.由于本研究涉及的问题太多,不可能面面

俱到,希望能够与研究者们一起交流,促进该领域的发展.
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