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摘　要　文中首先给出了顶点撕裂运算与顶点重合运算的定义,基于顶点撕裂连通度的定义证明了连通图的顶点撕裂连通度

等价于连通图的连通度;给出了图的 WＧ相似的定义.其次,给出了图撕裂组以及同构子图相似的定义,介绍了一种特殊图撕裂

组和特殊图撕裂组匹配方法.再次,讲述了有关图和图撕裂组的运算和算法,主要有确定图撕裂组的算法、图撕裂收缩算法、图

的顶点扩展和收缩算法.然后,给出了图的同构子图相似的基本定理.最后,总结全文并提出了几个值得以后深入研究的

问题.
关键词:格;图结构相似;撕裂运算;连通度

中图法分类号　TP３１１;O．１５７．５
　

AlgorithmsBasedonLatticeThoughtforGraphStructureSimilarity
WANGXiaoＧmin１,２,SUJing１,２andYAOBing３

１SchoolofElectronicEngineeringandComputerScience,PekingUniversity,Beijing１００８７１,China

２KeyLaboratoryofHighConfidenceSoftwareTechnologies,PekingUniversity,Beijing１００８７１,China

３CollegeofMathematicsandStatistics,NorthwestNormalUniversity,Lanzhou７３００７０,China

　
Abstract　ThispapergivesthedefinitionofvertexＧsplittingoperationandvertexＧcoincidingoperation,introducesanewkindof
connectivity－vertexＧsplittingconnectivitybasedonthedefinitionofvertexＧsplittingoperations,provesthatvertexＧsplittingconＧ
nectivityisequivalenttoconnectivityoftheconnectedgraph,givesthedefinitionofWＧsimilarity．Secondly,itpresentsthedefiniＧ
tionofgraphＧsplittinggroupandisomorphicsubgraphs,andintroducesamethodforspecialgraphＧsplittinggroupandspecial

graphＧsplittinggroupmatching．Again,itdescribestheoperationsandalgorithmsofgraphsandgraphＧsplittinggroups,including,

deterministicgraphＧsplittinggroupalgorithm,graphＧsplittingcontractingalgorithms,vertexexpendingandcontractingalgorithm
ofagraph．Then,itdiscussesthebasicsimilaritiesofisomorphicsubgraphsofgraphs．Finally,itmakesabriefconclusionand

putsforwardafewissuesforfurtherstudy．
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１　研究简介

图论是一门古老而重要的数学分支,其基本研究对象是

图.它的起源较早,人们将１７３６年认为是图论的元年,因为

瑞士数学家Euler使用图对经典的哥尼斯堡七桥问题进行了

抽象和论证,由此开创了图论的研究.此后,图论取得了迅猛

的发展,使得图论成为了数学分支中一个独立的学科.进而,

图论也演变出了许多不同的分支,如基础图论、极值图论、拓

扑图论、网络图论、算法图论、代数图论、随机图论、模糊图论、

超图论等.近些年,计算机的飞速发展,也使图论大有用武之

地,无论是数学、物理、化学、天文、地理、生物等基础科学,还
是信息、交通、战争、安全、经济等应用学科都离不开图论中的

理论和技术.

１．１　图结构相似的研究

图是一种常见的具有强大表达力的数据结构,因此图常

被用来对数据关系进行展示以及对概念进行表示.例如,数

据样本之间的相似性可以表示为一个相似图,使得这个图的

每个顶点vi 代表一个数据样本,则当两个顶点之间的相似度

sij为正或大于一个阈值时,顶点vi 和顶点vj 是连通的,并且

边vivj 被sij加权.在日常的实际应用中,顶点通常用来表示



实体,边通常用来表示实体之间的关系,进而形成一个图.一

个图的顶点与位置是无关的.图中两个顶点之间的连线与它

的长度、曲直或者形状也是无关的.这使得图具有一些非常

有趣的性质,如无论如何对其顶点进行旋转、移动,或者镜面

对称,都不会改变图中顶点的性质以及相互之间的拓扑联系,
即改变后的图与原来的图仍然是同一个图,即拓扑结构相同

的图.图的这种拓扑不变性,以及对实体和实体间关系的强

适应、易操作、低开销建模性,使得其在实际问题中具有广泛

的应用.如软件结构、数据挖掘、化学成分分析、半结构化数

据的检索、控制生物性状的基因等.
举例来说,在软件开发过程中,产生的制品(如需求制品、

代码制品、软件制品)可以抽象表达成图的形式.例如,需求

可以表达成概念图、类图、活动图、状态图等.代码可以表达

成控制流图或者程序依赖图.在软件系统结构中,软件结构

图可以表示成程序调用关系图(或函数调用关系图)和系统结

构图.函数调用关系图或者说是程序调用关系图,都是对源

程序中函数关系的一种静态描述,在函数调用关系图中,顶点

表示函数,边表示函数之间的调用关系.相关工作主要有法

国LIX实验室的 Michalis教授在“图相似性度量与分类”报
告中介绍了图结构的相似度度量与分类.Li等[２]给出一种

图结构相似度测量方法及其系统,并将其应用于数据挖掘和

信息检索领域.他们发现:任何一个图与其他图的相似度数

值可以作为一个量化的衡量标准,用于相似度或以图为表示

形式特征的相似信息搜索查询,也可用于图聚类算法的距离

测量,该方法搜索查询的准确度更高.Liu等[３]通过流程图

对应的最小宽度优先编码树(BFS)的层次结构,对流程图的

各个顶点赋予权值,避免了相关度的节点对相似性度量效果

的负面影响,提高了流程图相似性度量方法的精度,大大减少

了流程图的节点匹配的数量,提高了流程图相似性度量方法

的时间效率.
此外,图核是图相似性计算中一种非常经典的方法.在

这类方法中图核的构造非常关键,主要有基于 RＧ卷积的图核

函数、基于圈的图核函数、基于随机游走的图核函数、基于最

短路径的图核函数、基于子树的图核函数、基于子图的图核函

数等.通常,图核函数k:G１×G２→R,用于测量图之间的相

似性.大多数图核基于以下原则:首先需要确定给定图集的

子图模式的频率,然后应用核函数的特征属性.目前大多数

的图核函数都是基于斯坦福大学的 Hausler教授于 １９９９年

提出的 RＧ卷积理论而构建的[６],该理论是标准的构建图核函

数的方法.文献[７]提出基于图的圈模式和树模式的图核.
在文献[８]中,Gartner等提出了一种基于计算两个图结构间

共同步数的随机游走核函数.文献[９]和文献[１０]提出了一

种基于对比两个图结构间最短路径信息的图核函数,即最短

路径核.文献[１１]中,图核的思想是基于一维 WeisfeilerＧLeＧ
hman同构测试算法来寻找一对图结构中同构的子树结构.
基于子图结构定义的RＧ卷积图核函数的一个经典算法是graＧ
phlet子图核,其中graphlet指图结构的一个小尺寸子图结构,
通常包含３~５个节点[１２].如何设计新的图匹配和图相似算

法提高模式识别的精度,依然是相关领域中的理论研究者应

该关注的本质问题.图结构相似可以用于社交网络[１３]、异常

检测[１４]、分子结构[１５]、数据库中的结构相似[１６]等.

１．２　本文的研究工作

本文利用顶点撕裂运算,将一个连通图G 撕裂成若干个

图撕裂组Gk,每个图撕裂组 Gk 也叫图基,在图的顶点重合运

算下,图基 Gk形成一个叫作图格的图集合.当图格中的一个

图是一个软件体系时,图格的图基 Gk 就是该软件体系的软

件模块组,该图格中的任何两个软件体系具有共同的软件模

块组Gk,这正是“图结构相似问题”的研究对象之一.本文将

给出图结构相似的一个定义,这个定义可以将图结构相似问

题的解决归结为寻找图的全体图撕裂组.
为推广经典的连通度概念,人们为删去图G 的子集S⊂

V(G)∪E(G)后的余图GＧS 的分支和点割加上一些要求或限

制性条件,产生了各种各样的连通度,如限制连通度、额外连

通度、超连通度和超边连通度、群连通度、网络模块内连通度

和模块间连通度等.因此,本文介绍了顶点撕裂连通度,不同

于删边、删顶点的连通度,撕裂连通度保持边数目并增加图的

顶点.进而证明,连通图的顶点撕裂连通度等价于连通图的

连通度.顶点撕裂连通度和图撕裂组是在运行“顶点撕裂运

算”下得到的.
本文给出图撕裂组、同构子图的定义,介绍了一种特殊图

撕裂组和特殊图撕裂组匹配的方法,讲述了有关图和图撕裂

组的运算和算法,主要有确定图撕裂组的算法,图撕裂组收缩

算法,图的顶点扩展、收缩算法.此外,还给出了图的同构子

图相似的基本定理.

１．３　基本术语

本文采用标准的图论术语和记号,例如简单图G 的顶点

集为V(G),边集为E(G),所提及的图均为简单、无向图.没

有介绍的图论术语和记号在文献[１]中均可查到.此外,本文

要用到下面的概念和术语:记号 [a,b]表示一个非负整数集

合{a,a＋１,􀆺,b}(０≤a＜b),只有一个顶点的图记为 K１,只
有两个顶点一条边的图记为 K２;非负整数集是Z０;顶点互不

交的图 (H１,H２,􀆺,Hn)构成一个图基 H＝(H１,H２,􀆺,

Hn),其中每个 Hi 是无色/着色简单图;一个 (p,q)Ｇ图有p
个顶点和q条边.

给定两个图G和图H,若有映射f:V(G)→V(H),使uv
是图G 的一条边当且仅当f(u)f(v)是图 H 的一条边,则称

图G同构于图H,记为G≅H.
在文献[４]中,mＧ维空间Rm(n≤m)中的线性无关的nＧ维

向量bj＝(cj,１,cj,２,􀆺,cj,n)组构成一个矩阵B＝(b１,b２,􀆺,

bn).一个格(lattice)定义为:

L(B)＝{∑
n

i＝１
xibi:xi∈Z,１≤i≤n} (１)

其中,Z是整数集,n是格的阶,B是格的基.格L(B)是n个

线性无关的nＧ维向量的整数线性组合之集.
对于λ≤p,μ≤q和２n－２≤p,Fp,q是全体λ 个顶点和μ

条边图之集.将对G∈Fp,q和图基H 实施图运算“(􀅰)”的结

果记为G(􀅰)H＝G(􀅰)ni＝１aiHi:ai∈Z０.文献[５]称式(２)所
示的图集合为图格(graphicHlattice),H 是图格基,p 是图

格的维数,n是图格的阶.此外,当(􀅰)nk＝１akHk 构成图时,集
合L((􀅰)H)＝{(􀅰)n

k＝１akHk,ak∈X０,Hk∈H}也是一个

图格.

L(Fp,q(􀅰)H)＝{G(􀅰)ni＝１aiHi:ai∈Z０,∑
n

i＝１
ai≥１,G∈

Fp,q} (２)

２　新定义、算法、结论

２．１　顶点撕裂运算、顶点重合运算及撕裂连通度

在图结构相似研究中,下面的顶点撕裂运算和无公共邻
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点的顶点重合运算是一个非常有力的工具.
顶点撕裂运算为“∧”,顶点重合运算为“☉”.设图 H 有

两个不相邻的顶点u′和顶点u″,这两个顶点的邻集满足 Nei

(u′)∩Nei(u″)＝Ø.将顶点u′和顶点u″重合成一个顶点u＝
u′☉u″,使得顶点u的邻点之集 Nei(u)＝Nei(u′)∪Nei(u″),
得到的图记为G＝H(u′☉u″).由 H 得到G 的过程叫作顶点

重合 运 算 (nonＧcommonadjacentvertexＧcoincidingoperaＧ
tion),如图１(a)到图１(b)的过程.注意,顶点重合运算是无

公共邻点的顶点重合运算.反之,由G得到H 的过程叫作顶

点撕裂运算(vertexＧsplittingoperation),记为 H＝G∧u,如图

１(b)到图１(a)的过程.

图１　解释顶点撕裂运算和无公共邻点的顶点重合运算

的示意图

Fig．１　SchemeforillustratingvertexＧsplittingoperationand
vertexＧcoincidingoperation

去掉一个连通图G 的最少的顶点数目κ,使得余图是不

连通图,称数κ为连通图G 的连通度(connectivity),记为κ＝
κ(G).本文接下来证明了撕裂连通度与连通度之间的关系.

定理１　非完全图的连通图G的顶点撕裂连通度等价于

G 的连通度,即κs(G)＝κ(G).
证明:必要性.设连通图G 是kＧ连通的,即有k个顶点

的真子集S⊂V(G),使得移走集合S的k个顶点后的余图GＧ
S 是不连通图.令G１,G２,􀆺,Gm 是不连通图GＧS 的顶点不

交的连通分支,则有以下事实:１)m≥２;２)集合S中的每个顶

点x 必与某个连通分支V(Gi)(i∈[１,m])的顶点ux,i相邻,

否则存在图 G 的另一个顶点真子集S⊂V(G),且|S∗|＜
|S|,使得G－S∗ 是不连通的,矛盾;３)根据２),得到图G的m
个边不交的子图 Hi(i∈[１,m]),称每个子图 Hi 为块,则当

i≠j时,有V(Hi)∩V(Hj)＝S和∩
m

i＝１
V(Hi)＝S,对S的顶点

实施顶点撕裂运算,导致图G 是撕裂kＧ连通的,使得顶点撕

裂图G∧S有边不交的子图 H１,H２,􀆺,Hm;４)顶点撕裂图

G∧S有边不交的子图L１,L２,􀆺,Ln,n≥２ 满 足 Lj ＝ ∪mji＝１

Hj．i(j∈[１,n]),∑
n

j＝１
mj＝m,以及V(Ls)∩V(Lt)＝S(s≠t);

５)如果连通图G是k∗Ｇ连通的,其中k∗ ＜k,则有图 G 的一

个k∗ 个顶点的真子集X⊆V(G),对 X 的顶点实施一系列的

顶点撕裂运算,使得顶点撕裂图G∧X 有边不交的子图R１,

R２,􀆺,Ra,且当i≠j时,V(Ri)∩V(Rj)＝X.从而可得GＧX
是不连通图,这矛盾于必要性假设.

充分性.假定图G的撕裂连通度是k,也就是说,存在V
(G)的一个k个顶点的真子集Y,使得顶点撕裂图G∧Y 有边

不交的子图G１′,G２′,􀆺,G′b 且当i≠j时,V(Gi′)∩V(Gj′)＝
Y.因此,移走真子集Y 的所有顶点后的图GＧY 是不连通图,
有分支Gj′－Y(j∈[１,b]),说明G是kＧ连通图.如果图G 是

k′Ｇ连通图,且k′＜k,那么根据必要性证明,图G 是撕裂k′Ｇ连

通图,这与充分性的假设冲突,证毕.

２．２　图的 WＧ相似定义

本文综合分析图相似研究中已有的事实,给出了广义图

相似的概念.
定义１　对连通图Ga 和连通图Gb,存在WＧ函数f 和相

似度量“(∗)”,使得子图La⊆Ga 和子图Lb⊆Gb 满足f(La)
(∗)f(Lb),则说图Ga 和图Gb 承认 WＧ相似(WＧsimilarity),
记为G≈H.

定义１具有如下的基本要素:子图、WＧ函数、相似度量、

WＧ相似.导致 WＧ相似的“相似度量”是:拓扑结构 (图、超
图),数学属性 (赋权、度序列、矩阵、特征向量、图运算等),以
及混合型相似度量:拓扑结构＋数学属性.有以下特殊的WＧ
相似.

定义２　当子图La⊆Ga 和子图Lb⊆Gb 是相互同构时,
“相似度量(∗)”是同构“(≅)”,“WＧ函数f”是图结构,即

f(La)(≅)f(Lb),“WＧ相似”是“同构子图相似”(isomorphic
subgraphsimilarity).这是图相似研究的基本任务之一.

定义３　当图Ga 和图Gb 是赋权图时,子图La⊆Ga 和子

图Lb⊆Gb 相互同构,“WＧ函数f”和“相似度量(∗)”是“同构

和赋权相等”的二元函数,且使得f(La)(≅,＝)f(Lb),“WＧ
相似”是“同构子图赋权相似”(isomorphicsubgraphweighted
similarity).

定义４　当图Ga 和图Gb 是着色图时,子图La⊆Ga和子

图Lb⊆Gb的拓扑编码矩阵Tcode(La)和 Tcode(Lb)满足 Tcode

(La)相似于Tcode(Lb),“WＧ函数f”是拓扑编码矩阵,“相似度量

(∗)”是矩阵等价“(~)”,即Tcode(La)＝f(La)(~)f(Lb)＝
Tcode(Lb),“WＧ相似”是“子图拓扑编码矩阵相似”(subgraph
TopcodeＧmatrixsimilarity).

定义５　对子图La⊆Ga 和子图Lb⊆Gb,“WＧ函数f”是
着色数函数,“相似度量(∗)”是着色数函数相等或近似“(＝,

≈)”,即f(La)(＝,≈)f(Lb),“WＧ相似”是“着色子图相似”
(coloringsubgraphsimilarity).

定义６　对子图La⊆Ga 和子图Lb⊆Gb,“WＧ函数f”是
“着色数和结构”的二元函数,“相似度量(∗)”是着色数函数

相等和子图同构“(＝,≅)”,即f(La)(＝,≅)f(Lb),“WＧ相

似”是 同 构 子 图 着 色 相 似”(isomorphicsubgraphcoloring
similarity).

定义７　对子图La⊆Ga 和子图Lb⊆Gb,“WＧ函数f”是
子图的相邻矩阵的特征值和特征向量,“相似度量 (∗)”是图

谱相等,即f(La)(＝,≈)f(Lb),“WＧ相似”是“子图图谱相

似”(subgraphspectrumsimilarity).
定义８　 子 图 La ⊆Ga 的 度 序 列 为d(La)＝ (da,１,

da,２,􀆺,da,n),子 图 Lb ⊆Gb 的 度 序 列 为 d(Lb)＝ (db,１,

db,２,􀆺,db,n),“WＧ函数f”是度序列d(La)和d(Lb),“相似度

量(∗)”是度序列距离,即度序列间的距离D(d(La),d(Lb))＝

∑
n

i＝１
(da,i－db,i)２ ＜ε,“WＧ相似”是“子图度序列εＧ距离相似”

(subgraphdegreesequenceεＧdistancesimilarity).
定义９　对子图La⊆Ga和子图Lb⊆Gb,图运算 (加顶点

或边、删顶点或边、顶点剖分、顶点撕裂、顶点重合等)存在图

Lj(j∈[１,m]),“WＧ函数f”是变换函数Li＋１＝f(Li)(i∈[０,

m－１]),其中La＝L０ 和 Lm ＝Lb,“相似度量(∗)”是编辑距

离m,“WＧ相似”是“子图 mＧ可编辑相似”(subgraphmＧeditＧ
ablesimilarity).

定义１０　对子图La⊆Ga 和子图Lb⊆Gb,“WＧ函数f”是
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幂律分布函数f(La)＝cak－λa 和f(Lb)＝cbk－λb,“相似度量

(∗)”是极限逼近|λa－λb|＜ε,“WＧ相似”是“子图εＧ无标度相

似”(subgraphεＧscaleＧfreesimilarity).
定义１１　同构子图相似的图集合.顶点互不交的无色/

着色图 H１,H２,􀆺,Hn 构成一个图基H＝(H１,H２,􀆺,Hn),

Fp,q是顶点数目和边数目分别不大于p 和q 的连通图的集

合,在图运算“(􀅰)”和顶点重合运算“☉”下,有以下两个

图格:

L(Fp,q(􀅰)H)＝{G(􀅰)nk＝１akHk:ak∈Z０,∑
n

k＝１
ak≥１,Hk∈

H,G∈Fp,q}

L((􀅰)H)＝{☉
n

k＝１
akHk:ak∈Z０,∑

n

k＝１
ak≥１,Hk∈H}

图格L(Fp,q(􀅰)H)或图格L((􀅰)H)中的任何两个图承

认图基HＧ相似,称这两个格为图 HＧ基相似格(graphHＧbase
similaritylattice).当 一 个 图 Gi ∈L(Fp,q (􀅰)H)或 Gi ∈
L((􀅰)H)是一个软件体系时,图基 H 就是软件模块组,两个

软件体系Gi 和Gj 具有共同的软件模块组H.

２．３　同构子图相似定义

２．３．１　图撕裂组,同构子图相似定义

设对连通图G进行顶点撕裂运算后,得到nG 个互不相

同的图撕裂组 (graphＧsplittinggroup)Gk ＝(Gk,１,Gk,２,􀆺,

Gk,mk
)(mk≥２),使得每个子图Gk,i是连通的,且至少包含一条

边,即|E(Gk,i)|≥１,(k∈[１,nG]),以及 E(Gk,i)∩E(Gk,i)＝

Ø(i≠j)和 E(G)＝∪
nG

k＝１
E(Gk).见图２中连通图G 和连通图

H 的部分图撕裂组.相反,对每个图撕裂组Gk 的边不交连

通子图Gk,１,Gk,２,􀆺,Gk,mk
运用无公共邻点的顶点重合运算

“☉”,就可得到原来的图G,记为 G＝☉(Gk)＝☉
mk

i＝１
Gk,i(k∈[１,

nG]).在一般情形下,记号 ☉
mk

i＝１
Gk,i表示不同构于G的图,故有

集合L(∧G)＝ ∪
nG

k＝１
{☉

mk

i＝１
Gk,i},称 它为 GＧ顶点撕裂准格(GＧvＧ

splittingquasiＧlattice).图３给出了图２所示的一个图撕裂

组G２ 在顶点重合运算☉下构成的图集合 {☉
m２

i＝１
G２,i}＝{G２,１,

G２,２,􀆺,G２,１９}.然而,确定 GＧ顶点撕裂准格的全体成员是困

难的,因为涉及到图同构这个 NPＧ完全问题.
再对另外一个连通 H 进行顶点撕裂运算后,得到nH 个互

不相同的图撕裂组 Hj＝(Hj,１,Hj,２,􀆺,Hj,nj
)(nj≥２),使得每

个子图 Hj,r是连通的,且至少包含一条边,且有 E(Hj,r)∩

E(Hj,s)＝Ø(r≠s),则得到 H＝ ☉(Hj)＝ ☉
nj

i＝０
Hj,i(j∈[１,

nH ]),以及 E(H)＝∪
nH

k＝１
E(Hk)和 H＝☉(Hk)＝☉

nj

i＝１
Hj,i(j∈

[１,nH ]).同样,有HＧ顶点撕裂准格 (HＧvＧsplittingquasiＧlatＧ

tice)L(∧H)＝∪
nH

j＝１
{☉

nj

i＝１
Hj,i},以及 H∈L(∧H).

下面给出图结构的相似研究中的同构子图相似定义.
定义１２　 设连通图 G 有nG 个 图 撕 裂 组Gk ＝ (Gk,１,

Gk,２,􀆺,Gk,mk
)(mk≥２),连通图 H 有nH 个图撕裂组 Hj＝

(Hj,１,Hj,２,􀆺,Hj,nj
)(nj≥２).如果图撕裂组 Gk 与图撕裂

组Hj 具有非K２的同构连通子图 Gk,i和Hj,s,即存在同构函

数f,使得f(Gk,i)(≅)f(Hj,s),则说图G和图H 承认同构子

图相似(isomorphicsubgraphsimilarity).
图论中有很多漂亮的定理可以运用到图的同构子图相似

研究中,使得连通图G和连通图H 具有如下的 WＧ相似.

结构相似１　若两个图的最小度δ(G)≥p
２

和δ(H)≥

p
２

,其中p＝|V(G)|＝|V(H)|,则连通图 G 和连通图H 具

有p 个顶点的哈密尔顿圈,则说图G 和图 H 承认pＧ哈密尔

顿圈相似.
结构相似２　若连通图G和连通图H 均无奇圈,则图G

和图H 承认偶图相似.
结构相似３　若连通图G和连通图H 均无奇度顶点,则

图G和图H 承认 EulerＧ图相似.
结构相似４　若连通图G和连通图H 均为kＧ连通图,则

图G和图H 承认kＧ连通相似.因为kＧ连通图的任何两个顶

点u,v被k 条内部不交的(u,v)Ｇ路连接,则图G和图H 承认

(u,v)ＧkＧ内部不交路相似.
然而,承认pＧ哈密尔顿圈相似的两个图的边数目可能相

差很大,其他的几个结构相似也会出现此现象.需要在图的

顶点和边数目上附加合适的“相似度量”,才能使得承认WＧ相

似的两个图在结构上接近达到较高度的相似.故,可对定义

２进行进一步细化,得到要求更高的同构子图相似.此外,定
义２指明了图结构相似问题的解决主要依赖寻找图的全体

图撕裂组.然而,寻找一个连通图的全体图撕裂组是 NPＧ完

全问题.
图２给出了两个连通图的部分图撕裂组.连通图G 和

连通图H 的一个图撕裂组匹配(Gk,Hj)由图撕裂组Gk 与图

撕裂组Hj 构成,设图撕裂组Gk 的非K２ 的边不交连通子图

Gk,i１
,Gk,i２

,􀆺,Gk,id 与图撕裂组 Hj 的非K２ 的边不交连通子

图 Hj,i１
,Hj,i２

,􀆺,Hj,id 分别同构,即Gk,is ≅Hj,is(s∈[１,d]).
图撕裂组匹配 (Gk,Hj)中非K２的同构连通子图的个数d是

最大的,特记为d＝m(Gk,Hj),这些非K２的同构连通子图的

顶点数目之和与边数目之和分别记为:

mv(Gk,Hj)＝∑
d

s＝１
|V(Gk,is)|＝∑

d

s＝１
|V(Hj,is)|

me(Gk,Hj)＝∑
d

s＝１
|E(Gk,is)|＝∑

d

s＝１
|E(Hj,is)|

则说连通图 G和连通图H 承认非K２ 的同构子图相似.
见图２中连通图G 和连通图 H 的图撕裂组匹配 (Gj,Hj)
(j∈[１,９]).定义如下的新参数.

(１)令Block＝{m(Gk,Hj):k∈[１,nG],j∈[１,nH ]},则非

K２ 的最多同构子图数目 Nax(G,H)＝maxBlock和非K２的最

少同构子图数目nin(G,H)＝minBlock.在图２所示的图撕裂

组匹配中,非 K２ 的最少同构子图数目nin(G,H)＝１＝m(G３,

H３)＝m(G５,H５)＝m(G８,H８),以及非 K２ 的最多同构子图

数目 Nax (G,H)＝２＝m(G２,H２)＝m(G４,H４)＝m(G６,

H６)＝m(G７,H７)＝m(G９,H９).
(２)再令 Bε

lock＝{mε(Gk,Hj):k∈[１,nG],j∈[１,nH ]},有
非K２的最多同构子图顶点数目和边数目是 Mε

lock (G,H)＝
maxBε

lock,非K２的最少同构子图顶点数目和边数目为mε
in(G,

H)＝minBε
lock(ε＝v,e).

在图２所示的图撕裂组匹配中,非 K２ 的最少同构子图

顶点数目为 mv
in(G,H)＝６＝mv(G８,H８);非 K２的最多同构

子图顶点数目是 Mv
ax(G,H)＝９＝mv(G６,H６)＝mv(G９,H９);

非K２ 的最少同构子图边数目是 me
in (G,H)＝６＝me(G５,

H５)＝me(G８,H８);非 K２ 的最多同构子图边数目为 Me
ax(G,

H)＝８＝me(G４,H４)＝|E(G)|＝|E(H)|.同构子图相似的

整体参数分别如式(３)和式(４)所示:
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Diff
v (G,H)＝ Mv

ax(G,H)
min{|V(G),V(H)|}

Diff
e (G,H)＝ Me

ax(G,H)
min{|E(G),E(H)|}

(３)

ratio
v (G,H)＝ ２Mv

ax(G,H)
|V(G)|＋|V(H)|

ratio
e (G,H)＝ ２Me

ax(G,H)
|E(G)|＋|E(H)|

(４)

关于定义２,有如下的事实:

(１)当(ratio
v (G,H),ratio

e (G,H))＝(１,１)时,连通图 G 同

构于连通图 H,即G≅H.

(２)当(Diff
v (G,H),Diff

e (G,H))＝(１,１)时,且|V(G)|＝
min{|V(G)|,|V(H)|}和|E(G)|＝min{|E(G)|,|E(H)|},则连

通图G是连通图H 的一个子图,即G⊆H.
(３)每个图撕裂组匹配(Gk,Hj)的３个指标m(Gk,Hj),

mv(Gk,Hj),me(Gk,Hj),如果有另外一个图撕裂组匹配(Gr,

Hs),使得 m(Gk,Hj)≤m(Gr,Hs),mv(Gk,Hj)≤mv (Gr,

Hs),me(Gk,Hj)≤m(Gr,Hs),则说图撕裂组匹配 (Gk,Hj)
优于图撕裂组匹配 (Gr,Hs),其中k≠r,j≠s.

图２　对连通图G和连通图H 实施顶点撕裂运算得到的部分图撕裂组

Fig．２　PartofsplittinggraphgroupsobtainedbythevertexＧsplittingoperationontwographsGandH

图３　图２中的图撕裂组G２ 在顶点重合运算 “☉”下构成的图集合 {G２,１,G２,２,􀆺,G２,１９}

Fig．３　Graphset{G２,１,G２,２,􀆺,G２,１９}obtainedbydoingthevertexＧcoincidingoperationonagraphgroupG２showninFig．２

２．３．２　特殊图撕裂组和特殊图撕裂组匹配

定义１３　设连通图G 的图撕裂组集为Split(G)＝{Gk＝
(Gk,１,Gk,２,􀆺,Gk,mk

):(mk≥２),k∈[１,nG]},连通图 H 的图

撕裂组集为Split(H)＝{Hj＝(Hj,１,Hj,２,􀆺,Hj,nj
):(nj≥

２),j∈[１,nH ]},有如下的特殊图撕裂组和特殊的图撕裂组

匹配.

特殊１　如果每个连通子图 Gk,i(i∈[１,mk])满足 |V
(Gk,i)|＝２,则称Gk 为平凡图撕裂组(trivialgraphＧsplitting

group).

特殊２　如果某个连通子图Gk,i满足|V(Gk,i)|≥３,则称

Gk 为正常图撕裂组(normalgraphＧsplittinggroup).

特殊３　如果|V(Gk,１)|≥３,其他的连通子图满足|V
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(Gk,i)|＝２(i∈ [１,mk]),则 称 Gk 为 唯 一 非 K２ 图 撕 裂 组

(uniquenonＧK２graphＧsplittinggroup).

特殊４　如果每个连通子图满足|V(Gk,i)|≥３,(i∈[１,

mk]),则 称 Gk 为 非 K２ 图 撕 裂 组 (nonＧK２ graphＧsplitting
group).

特殊５　如果非 K２ 图撕裂组 Gk 的每个连通子图Gk,i

(i∈[１,mk])是一条路,则称Gk 为纯路图撕裂组 (pureＧpath

graphＧsplittinggroup).

特殊６　如果非 K２ 图撕裂组 Gk 的每个连通子图Gk,i

(i∈[１,mk])是一个圈,则称Gk 为纯圈图撕裂组(pureＧcycle

graphＧsplittinggroup).

特殊７　如果非 K２ 图撕裂组Gk 的每个连通子图Gk,i

(i∈[１,mk])是 一 棵 树,则 称 Gk 为 树 图 撕 裂 组 (treeＧtype

graphＧsplittinggroup).如果每棵树的直径D(Gk,i)≥３,则称

Gk 为纯树图撕裂组 (puretreeＧtypegraphＧsplittinggroup).

特殊８　如果图撕裂组Gk 的每个连通子图Gk,i(i∈[１,

mk])是一颗v(k,i)＝|V(Gk,i)|个顶点的星 Kv(k,i),且有星

Kv(k,i)满足v(k,i)≥２,则称 Gk 为星图撕裂组 (stargraphＧ
splittinggroup).

特殊９　如果图撕裂组Gk 的每个连通子图Gk,i(i∈[１,

mk])是一个哈密尔顿图,则称Gk为哈密尔顿图撕裂组(hamＧ
iltoniangraphＧsplittinggroup).

特殊１０　如果每个连通子图Gk,i(i∈[１,mk])的顶点度

数均为偶数,则称Gk 为欧拉图撕裂组 (Euler′sgraphＧsplitＧ
tinggroup).

特殊１１　如果任何两个连通子图满足Gk,i≠Gk,j(i≠j,

i,j∈[１,mk]),则称Gk 为互不同构图撕裂组(mutuallynonＧiＧ
somorphicgraphＧsplittinggroup).

特殊１２　如果连通子图满足|E(Gk,i)|＞|E(Gk,j)|,j∈
[１,mk－１],则称Gk 为边严格递减图撕裂组(edgestrictlyＧdeＧ

creasinggraphＧsplittinggroup).

特殊１３　如果连通子图满足|V(Gk,i)|＞|V(Gk,j)|,j∈
[１,mk－１],则称Gk 为顶点严格递减图撕裂组(vertexstrictＧ
lyＧdecreasinggraphＧsplittinggroup).

特殊１４　如果两个正常图撕裂组Gk 和Hk 满足Gk,i≅

Hj,i(i∈[１,mk]＝[１,nj]),把这个事实记为 Gk≅Hk,并称

(Gk,Hk)是 一 个 全 同 构 图 撕 裂 组 匹 配 (totallyisomorphic

graphＧsplittinggroupmatching).

特殊１５　如果有Gk≅Hk,且平凡图撕裂组Gk 和平凡图

撕裂组Hk 都是WＧ图撕裂组,则称(Gk,Hk)为全WＧ图撕裂组

匹配(totallyWＧgraphＧsplittinggroupmatching).

定理２　设G和H 是两个连通(p,q)Ｇ图,按照定义３中

的特殊图撕裂组和特殊图撕裂组匹配定义,有如下的结论.

结论１　每个欧拉图有纯圈图撕裂组、欧拉图撕裂组.

结论２　每个至少有 ３条边的连通图有唯一非 K２图撕

裂组.

结论３　若连通图G和连通图H 同构,则有一一映射φ:

Split(G)→Split(H),使得Split(G)∋Gk(≅)φ(Gk)∈Split(H),

(Gk,φ(Gk))是全同构图撕裂组匹配.

结论４　每个至少有３条边的连通图有星图撕裂组.

结论５　若连通图G和连通图H 的顶点度数至少为 ３,

且|E(G)|＝|E(H)|,则图G 和图H 承认唯一非K２ 同构子

图相似,且有全同构图撕裂组匹配.

证明:(１)用图论中的 Euler定理即可证得结论１.也可

以先从连通图G中运用顶点撕裂运算撕裂出一个圈C,然后

对余图GＧE(C)运用数学归纳法证得结论１.
(２)运用顶点撕裂运算先从连通图 G 中撕裂出一颗星

K１,２,则余图 GＧE(K１,２)的边集合为 E∗ ＝{uivi:i∈[１,q－
２]},令 G１＝K１,２,G＝uivi(i∈[１,q－２]),得到连通图G 的一

个唯一非K２ 图撕裂组.
(３)结论３可由同构定义直接推出.
(４)运用顶点撕裂运算先从连通图 G 中撕裂出一颗星

K１,d,然后对余图GＧE(K１,d)运用数学归纳法证得结论４.
(５)运用结论４的证明方法即可证得结论５.

２．４　图和图撕裂组的运算、算法

２．４．１　确定图撕裂组的算法

计算一个图的GＧ顶点撕裂准格的元素个数是困难的,要
涉及到子图同构这个 NP完全的问题,还要涉及到确定图的

全体图撕裂组.确定图的图撕裂组算法如算法１所示.

算法１　 最 大 分 支 顶 点 撕 裂 算 法 (MAXIMUMＧCOMPOＧ
NENTvＧsplittingalgorithm)
输入:具有撕裂连通度κs(G)＝c连通图 G,即有分支数ωs(G)＝１和

一个正整数k
输出:连通图 G 的一个最大分支图撕裂组 (MAXIMUMＧCOMPOＧ

NENTgraphＧsplittinggroup)Gk ＝ (Gk,１,Gk,２,􀆺,Gk,mk
)

(mk≥２)

步骤１　选取连通图 G 的一个具有c顶点的顶点子集 X１,使得图

G１←G∧X１ 不连通,即有分支数 ωs(G１)≥２.设不连通图

G１ 的分支为 G１,１,G１,２,􀆺,G１,b１
(b１≥２).

步骤２　选取不连通图Gj的一个顶点最大分支 Gj,r,使得|V(Gj,r)|＞

|V(Gj,i)|(i∈[１,bj]),且 κs(Gj,r)＝cj.选取连通子图 Gj,r

的一个顶点子集 Xj＋１,|Xj＋１|＝cj,得连通图 Gj＋１←Gj∧

Xj＋１＝Gj,r∧Xj＋１.设 不 连 通 图 Gj＋１ 的 分 支 为 Gj＋１,１,

Gj＋１,２,􀆺,Gj＋１,bj＋１
(bj＋１≥２).显然,{Gj,１,Gj,２,􀆺,Gj,bj

}⊂
{Gj＋１,１,Gj＋１,２,􀆺,Gj＋１,bj＋１

}.

步骤３　如果j＜k,则转向步骤２,否则转向步骤４.

步骤４　返回一个最大分支图撕裂组 Gk＝(Gk,１,Gk,２,􀆺,Gk,mk
)

(mk≥２).

算法 ２　 随 机 子 图 撕 裂 算 法 (RANDOMＧSUBGRAPHＧ
SPLITTINGAlgorithm)
输入:连通图 G,一个正整数 k
输出:连通图 G的一个具有随机子图 G１,１,G２,１,􀆺,Gk,１的图撕裂组

步骤１　随机选取连通图 G的一个连通子图 G１,１,用顶点撕裂运算将

连通子图 G１,１从连通图 G 中撕裂出来,得余图 G１←G∧V
(G１,１).

步骤２　随机选取图 Gj＝Gj－１∧V(Gj,１)的一个连通子图 Gj＋１,１,用

顶点撕裂运算将连通子图 Gj＋１,１从图 Gj中撕裂出来,得余图

Gj＋１←Gj∧V(Gj＋１,１).

步骤３　如果j＜k,则转向步骤２,否则转向步骤４.

步骤４　返回具有随机子图 G１,１,G２,１,􀆺,Gk,１的一个图撕裂组.

算法 ３　 加 边 迭 代 算 法 (ADDINGＧEDGEIteration AlgoＧ
rithm)
输入:加边连通图 G＝L＋uv,以及连通图 L的图撕裂组集 Split(L)＝

{Lj＝(Lj,１,Lj,２,􀆺,Lj,nj
):nj≥２,j∈[１,nL]}

输出:连通图 G的图撕裂组集Split(G)
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步骤１　 对j∈ [１,nL],构 造 图 撕 裂 组 L１
j ＝ (L１

j,１,L１
j,２,􀆺,L１

j,nj
,

L１
j,nj＋１),其中 L１

j,i＝Lj,i(i∈[１,nj]),L
１
j,nj＋１＝uv.

步骤２　对j∈[１,nL],构造图撕裂组 L２
j＝(L２

j,１,L２
j,２,􀆺,L２

j,nj
),其中

L２
j,i＝Lj,i(i∈[１,nj],i≠s),将边 uv的端点u与连通子图

Lj,s的顶点u重合成一个顶点,得到的连通子图记为 L２
j,s＝

Lj,s☉uv.

步骤３　对j∈[１,nL],构造图撕裂组 L３
j＝(L３

j,１,L３
j,２,􀆺,L３

j,nj
),其中

L３
j,i＝Lj,i(i∈[１,nj],i≠r),将边uv的端点v与连通子图 Lj,r

的顶点 v重合成一个顶点,得 到 的 连 通 子 图 记 为 L３
j,s＝

Lj,s☉vu.

步骤４　对每一个图撕裂组Lj∈Split(L)(i∈[１,nL]),有以下两种情形:

　４．１　不妨设j∈[１,nL′],连通子图 Lj,t包含顶点u和顶点v,则给

连通子图Lj,t添加边uv,得到连通子图 Lj,t＋uv,构造图撕裂

组 L４
j＝(L１

j,１,L４
j,２,􀆺,L４

j,nj
).

　４．２　不妨设j∈[nL′＋１,nL],连通子图 Lj,s包含顶点u,连通子图

Lj,r包含顶点v,不妨设s＝nj－１和r＝nj.添加边uv,将Lj,s的

顶点 u和Lj,r的顶点v连接在一起,得到的图记为 Lj,nj－１－

Lj,nj
.构造图撕裂组 L５

j＝(L５
j,１,L５

j,２,􀆺,L５
j,nj－２

,L５
j,nj－１),其

中 L５
j,i＝Lj,i(i∈[１,nj－２]),L５

j,nj－１＝Lj,nj－１☉Lj,nj
.

步骤５　返回连通图 G的图撕裂组集.

Split(G)＝{L４
j:j∈[１,nL′]}∪{L５

j:j∈[nL′＋１,nL]}∪

(∪
３

k＝１
{Lk

j:j∈[１,nL]}) (５)

加边迭代算法的复杂度是 O(n５
L),根据此算法,可得出以

下结论.
引理１　如果每棵树T 的图撕裂组集Split(T)确定,则

任何连通图G的图撕裂组集Split(G)也确定.

证明:设树T＝G０ 的图撕裂组集Split(G０)＝{G０
j＝(G０

j,１,

G０
j,２,􀆺,G０

j,n(０,j)):n(０,j)≥２,j∈[１,n(G０)]}给树添加一条边

u１v１,得到一个加边连通图G１＝G０＋u１v１.对连通图G０ 实

施加边迭代算法,得到连通图G１ 的图撕裂组集Split(G１).继

续下去,得到加边连通图Gk＝Gk－１＋ukvk,其中连通图Gk－１

的图撕裂组集Split(Gk－１)确定.因此,加边连通图Gk 的图撕

裂组集Split(Gk)可对连通图Gk－１实施加边迭代算法而得到.
引理１得证.
算法４　加叶子迭代算法(ADDINGＧLEAFIterationAlgoＧ
rithm)
输入:加叶子连通图 H＝L☉xy,V(H)\V(L)＝{y},以及连通图L的图

撕裂组集Split(L)＝{Lj＝(Lj,１,Lj,２,􀆺,Lj,nj
):nj≥２,j∈[１,nL]

输出:连通图 H 的图撕裂组集 Split(H)

步骤１　 对j∈ [１,nL],构 造 图 撕 裂 组 L１
j ＝ (L１

j,１,L１
j,２,􀆺,L１

j,nj
,

L１
j,nj＋１),其中 L１

j,i＝Lj,i(i∈[１,nj]),L
１
j,nj＋１ ＝K１,１,以 及

E(K１,１)＝{uv}.

步骤２　对j∈[１,nL],构造图撕裂组 L２
j＝(L２

j,１,L２
j,２,􀆺,L２

j,nj
),其中

L２
j,i＝Lj,i(i∈[１,nj],i≠s),将边xy的端点x与连通子图Lj,s

的顶点 x 重合成一个顶点,得到的 连 通 子 图 记 为 L２
j,s＝

Lj,s☉xy.

步骤３　返回连通图 H 的图撕裂组集Split(H)＝J１∪J２,Jk＝{Lk
j:j∈

[１,nL]}(k＝１,２).

引理２　每棵树 T 的图撕裂组集Split(T)可以由加叶子

迭代算法和星树的图撕裂组集确定.
根据引理１、引理２、加叶子迭代算法和加边迭代算法可

得定理３.

定理３　每个连通图G包含一个连通子图G０,且图撕裂

组集Split(G０)确定,则对图G０ 进行加顶点、加边后得到连通

图G,并在多项式时间内确定图撕裂组集Split(G).

２．４．２　图撕裂组收缩算法

图撕 裂 组 收 缩 算 法 (GraphＧsplitting GroupＧcontracting

Algorithm)的定义如下:对连通图G 的一个图撕裂组Gk１ ＝
(Gk１,１,Gk１,２,􀆺,Gk１,mk１

):(mk１ ≥２,k１∈[１,nG]),设每个连通

子图Gk１,i在连通图G中与顶点集Xk１,i中的顶点相邻,则可做

子图收缩运算:将每个连通子图Gk１,i收缩成一个顶点 wk１,i,

用边将顶点集Xk１,i中的每个顶点分别与顶点wk１,i连接,如果

顶点集 Xk１,i中的某些顶点是其他连通子图 Gk１,r(r≠i)的顶

点,则将顶点wk１,i与顶点 wk１,r用边相连,得到的图撕裂组收

缩连通图记为Con
１ (k１)＝G≺Gk１

,这是对连通图G 的一个撕

裂组Gk１
的图撕裂组变换(GraphＧsplittingGroupTransformaＧ

tion),记为 G⇒Con
１ (k１).设连通图Con

１ (k１)的一个图撕裂组

G１
k２ ＝(G１

k２２,１,G１
k２,２,􀆺,G１

k２,mk１
２
),k２∈[１,nC

on
１ (k１)],且每个连通图

G１
k２,i在连通图Con

１ (k１)中与顶点集 X１
k２,i中的顶点相连.如果

m１
k２ ≥２,则可对图撕裂组G１

k２
的每个连通图G１

k２,i做子图收缩

运算,得到另一个连通图Con
２ (k１,k２),记为 G⇒Con

２ (k１,k２).

如此进行下去,得到连通图序列 {Con
s (k１,k２,􀆺,ks)}As＝１,记为

G⇒Con
s (k１,k２,􀆺,ks)(s∈[１,A]).连通图Con

１ (k１)的顶点数

目为:

|V(Con
１ (k１))|＝|V(G)|＋mk１ －∑

mk１

i＝１
|V(Gk,i)|≤|V(G)|＋

mk１ －２mk１

＝|V(G)|－mk１
(６)

连通图Con
１ (k１)的边数目为|E(Con

１ (k１))|＝|E(G)|－

∑
mk１

i＝１
|E(Gk１,i)|.注意,|E(Con

１ (k１))|可能为负数.进一步,连

通图Con
１ (k１,k２)的顶点数目|V(Con

１ (k１,k２))|满足:

|V(Con
１ (k１,k２))|＝|V(Con

１ (k１))|＋m１
k１ －∑

m１
k１

i＝１
|V(G１

k１,i)|

≤|V(Con
１ (k１))|＋m１

k１ －２m１
k１

＝|V(Con
１ (k１))|－m１

k１
(７)

连通图Con
１ (k１,k２)的边数目|E(Con

１ (k１,k２))|满足:

|E(Con
１ (k１,k２))|＝|E(Con

１ (k１))|－∑
m１
k１

i＝１
|E(G１

k１,i)|

得连通图Con
r＋１(k１,k２,􀆺,kr＋１)(kr＋１∈[１,nConr＋１(k１,k２,􀆺,kr＋１)])

的边数目 |V(Con
r＋１(k１,k２,􀆺,kr＋１))|和它的顶点数目 |E

(Con
r＋１(k１,k２,􀆺,kr＋１))|的迭代公式分别为:

|E(Con
r＋１(k１,k２,􀆺,kr＋１))|＝|E(Con

１ (k１,k２,􀆺,kr))|－

∑
m

r
kr

i＝１
|E(Gr

kr,i)| (８)

|V(Con
１ (k１,k２,􀆺,kr＋１))|

　＝|V(Con
r (k１,k２,􀆺,kr))|＋mr

kr －∑
m

r
kr

i＝１
|V(Gr

kr,i)|

≤|V(Con
r (k１,k２,􀆺,kr))|＋mr

kr －２mr
kr

＝|V(Con
１ (k１,k２,􀆺,kr))|－mr

kr

kr∈[１,nConr (k１,k２,􀆺,kr)] (９)

解释子图收缩运算的例子如图４和图５所示.
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图４　对图G的５个图撕裂组实施图撕裂组收缩算法:G⇒Gk(k＝１,３,５,７,９)

Fig．４　ConductinggraphＧsplittinggroupＧcontractingalgorithmtofivegraphＧsplittinggroupsofthegraphGG⇒Gk withk＝１,３,５,７,９

图５　对图４中的图G 的两个图撕裂组实施图撕裂组收缩算法后得到的图F１和F２,即G⇒F１,G⇒F２

Fig．５　TwographsF１andF２obtainedbydoingthegraphＧsplittinggroupＧcontractingalgorithmtotwographＧsplittinggroups
ofthegraphGshowninFig．４

　　对图撕裂组集Split(G)中的每个图撕裂组 Gk∈Split(G)
运用图撕裂组收缩算法,得到图撕裂组收缩图Con

G(k)＝G≺Gk,
也记为G⇒Con

Gk
,则称集合Ctra(G)＝{G≺Gk:G∈Split(G)}为

图撕裂组收缩图格(graphＧsplittingcontractinggraphlattice).

２．４．３　图的顶点扩展、收缩算法

算法５　 全 顶 点 扩 展 算 法 (totallyvertexＧexpendingalgoＧ
rithm)
输入:具有顶点集合 V(J)＝{u１,u２,􀆺,un}的连通图J
输出:全顶点扩展图 (totallyvertexＧexpendinggraph)
步骤１　用一个至少包含一条边的连通子图I１替换顶点 u１∈V(J):

设顶点 u１的邻点集为 Nei(u１)＝{u１,１,u１,２,􀆺,u１,r１
}(r１＝

degJ(u１)),删掉顶点 u１,将每个顶点u１,i∈[１,r１]分别与连

通子图I１某一个顶点用新边连接,得到一个新图J１←J∧u１.
步骤２　用一个至少包含一条边的连通子图Ik＋１替换顶点 uk＋１∈

V(Jk),Jk＋１←Jk∧uk＋１.
步骤３　如果 V(Jk)＞０,则转到步骤２,否则转到步骤４.

步骤４　返回全顶点扩展图Jn＝J∧V(J),它具有顶点集 V(Jn)＝∪
n

i＝１

V(Ii),且有|E(Jn)|＝|E(J)|＋∑
n

i＝１
|E(Ii)|条边.

子图收缩算法 (subgraphＧcontractingalgorithm):将上面

的全顶点扩展图Jn＝J∧V(J)的子图I(un)收缩为一个顶

点un,如 果 子 图 In 中 的 顶 点 与I(un)以 外 的 顶 点 w１,

w２,􀆺,wx 相邻,则用边将顶点un 与顶点w１,w２,􀆺,wx 分别

连接在一起,得到的新图记为Jn－１＝Jn∨I(un),这个过程叫

作子图I(un)的收缩算法.再将连通图Jn－１的子图In－１收缩

为一个顶点un－１,对子图In－１的收缩,得到图Jn－２＝Jn－１∨I
(un－１).如此 进 行 下 去,得 到 图 Jn－k ＝Jn－k＋１ ∨I(un－k＋１)
(k∈[１,n]),其中J０＝J.

显然,顶点扩展算法和子图收缩算法是一对相互为逆的

算法.顶点扩展算法可导致下面的一个结论.
定理４　设有互不同构且顶点不交的连通图F１,F２,􀆺,

Fm,每个连通图Fi 的顶点集为V(Fi)＝{xi,１,xi,２,􀆺,xi,n}

i∈[１,n].对连通图 Fi 的每个顶点xi,j(j∈[１,n])实施顶

点扩展算法,用连通图Ij来替换顶点xi,j,得到连通图Fi 的

全顶点扩展图F(n)
i ＝Fi≻n

k＝１Ik(i∈[１,m]).则当i≠k时,两
个全顶点扩展图 F(n)

i 和F(n)
k 承认图(I１,I２,􀆺,In)Ｇ基相似

(graphIＧbasesimilarity).
设有图基I＝(I１,I２,􀆺,In),可以将一个图G 的部分顶

点用顶点扩展算法进行替换,得到部分顶点扩展图∂G≻n
k＝１

akIk,这些图能够描述软件体系的模块替换,比较软件结构之

间的 相 似 程 度.式 (１０)所 示 的 图 集 合 叫 作 图IＧ基 图 格

(graphicIＧbaselattice),其中∑
n

j＝１
aj＝|V(G)|.

L(∂Fp,q≻I)＝{∂H≻n
k＝１akIk:ak∈Z０,Ik∈I,H∈Fp,q}

(１０)

２．５　图的同构子图相似的基本定理

定理５　图G的GＧ顶点撕裂准格L(∧G)＝∪
nG

k＝１
{☉

mk

i＝１
akGk,i}

中的每一个图 T 与图G 承认同构子图相似,且具有相同的边

数目|E(T)|＝|E(G)|.
定理６　当连通图G和连通图H 承认同构子图相似时,

图 G的GＧ顶点撕裂准格L(∧G)与图 H 的 HＧ顶点撕裂准格

L(∧H)承认图准格相似 (graphicquasiＧlatticesimilarity).
定理７　设连通图G 至少有３条边,且G不是完全图.
(１)对连通图G 实施行顶点撕裂运算后,至少得到 ２ 个

图撕裂组 Gk＝(Gk,１,Gk,２,􀆺,Gk,mk
)(mk≥１,k＝１,２),使得

G１≠G２,G＝☉
mk

i＝１
Gk,i,以及E(G)＝E(G１)＝E(G２),其中E(Gk)＝

∪
mk

i＝１
E(Gk,i)(k＝１,２).

(２)存在连通图 H 满足H≇G 和|E(H)|＝|E(G)|,使
得图G和图H 承认同构子图相似.

证明:(１)采用反证法.设对连通图G 实施行顶点撕裂

运算后,只有唯一的图撕裂组 G１＝(G１,１,G１,２,􀆺,G１,m ),且
每个子图 G１,i＝K２,(i∈[１,m]).因为G 是连通图,且至少

有３条边,则有图G 的最长路P＝x１x２􀆺xn,使得路 P 至少

有３个顶点,也就是说,路P 至少有两条边x１x２和x２x３.将

子路x１x２x３ 从图G中撕裂出来,记为G２,１＝x１x２x３,对余图
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G∧{x１x２,x２x３}进行顶点撕裂运算后,得到的图撕裂组记为

(G２,２G２,３,􀆺,G２,r),与子图 G２,１＝x１x２x３ 相结合,就得到连

通图G的一个图撕裂组G２＝(G２,１,G２,２,G２,３,􀆺,G２,r).显

然,G２,１≠G１,i＝K２(i∈[１,m]),证得G２≠G１,这矛盾于假设.
结论(１)得证.

(２)根据定理 ５,图G 的GＧ顶点撕裂准格L(∧G)＝∪
nG

k＝１

{☉
mk

i＝１
akGk,i}中的每一个图 H 与图G 承认同构子图相似,且具

有相同的边数目|E(H)|＝|E(G)|.结论(２)得证.

３　总结和公开问题

本文定义了顶点撕裂运算与顶点重合运算,基于顶点撕

裂连通度证明了连通图的顶点撕裂连通度等价于连通图的连

通度,给出了图的 WＧ相似的定义和几种匹配方式和相似性

度量的方式,给出了图撕裂组以及同构子图相似的定义,介绍

了一种特殊图撕裂组和特殊图撕裂组匹配方法,讲述了有关

图和图撕裂组的运算和算法、主要有图撕裂收缩算法、确定图

撕裂组的算法、图的顶点扩展和收缩算法、全顶点扩展图相

似.然后,给出了图的同构子图相似的基本定理.
由于格理论在格密码学中的应用,图格是量子计算中的

一个研究对象,也是拓扑编码学的一个分支,将为量子计算提

供更多的有效的技术和方法.
为深入研究图相似问题,提出下面的问题.
问题１　给出确定连通图G 的图撕裂组集Split(G)的好

算法.
问题２　寻找具有定义３中的特殊图撕裂组和特殊图撕

裂组匹配的连通图.
问题３　对连通图G,对图G 实施无公共邻点顶点重合

运算后得到的图的集合记为Vcoin(G).寻找好算法来确定:
集合Vcoin(G),图Split(G)Ｇ基图格L(∂Fp,q≻Split(G))＝{∂H
≻n

k＝１akGk:ak∈Z０,Gk∈Split(G),H∈Fp,q}

GＧ顶点撕裂准格L(∧G)＝ ∪
nG

k＝１
{☉

mk

i＝１
Gk,i}＝{☉

mk

i＝１
Gk,i:Gk ∈

Split(G)}和图撕裂组收缩图格Ctra(G).
问题４　如果连通图G和连通图H 承认同构子图相似,

且|V(H)|＝|V(G)|和|E(H)|＝|E(G)|.那么,GＧ顶点撕

裂准格L(∧G)是否包含图 H? 反之,HＧ顶点撕裂准格L(∧
H)也包含G吗? 是否有L(∧G)＝L(∧H)?

问题５　设两个连通(p,q)Ｇ图G 和 H 有边子集EG ⊂
E(G)和EH ⊂E(H),满足|EG|＝|EH|和G－EG ≅H－EH ,
且图G和图H 承认同构子图相似,找出关于这两个图的全部

的全同构图撕裂组匹配(参见图２中的全同构图撕裂组匹配

(Gk,Hk)(k∈[１,９])).
重温 KellyＧUlam 重构猜想[１]:若图G 和图H 之间存在

映射f:V(G)→V(H),且对每一个顶点u∈V(G),总有G－
u≅H－f(u),则G≅H.因此,有如下问题.

问题６　对于连通图Ga 的每一棵生成树Ta⊆Ga,总有

连通图Gb 的一棵生成树Tb 与之对应,形成两个图的生成树

的一一对应,使得任何一对对应的生成树满足Ta≅Tb,反之

亦真.是否有Ga≅Gb?
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