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初等稳定矩阵约化A０为上Hessenberg型的方法研究

苏　尔
浙江传媒学院媒体工程学院　杭州３１００１８
　
摘　要　文中讨论用初等矩阵技术选用部分主元素的 Gauss消去法将A０ 约化变换为 Hessenberg矩阵,为使数值具有稳定性,
重视如何交换的本质性基础问题.首先简述概括了约化方法的矩阵算式;其次明确了递推约化运算规则式子形成的推演依据;
然后重点详述展开约化方法的递推运算完全步骤和逻辑实现,清楚表述最后约化结果与矩阵算式准确计算结果一致事实;最后

给出数值实例验证结论,约化方法基于充分计算依据并实际紧凑可行.
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Abstract　ThispaperdiscusseshowtoreduceA０toHessenbergmatrixbyusingGausseliminationmethodofpartialprincipalelＧ
ementsusingelementarymatrixtechnology．Inordertomakethenumericalstability,theessentialbasicproblemofhowtoexＧ
changeisemphasized．Thefirstpartbrieflysummarizesthematrixformulaofreductionmethod．Thesecondpartfurtherclarifies
thebasisofdeducingtheformulaformofrecursivereductionoperationrule．ThethirdpartfocusesonthedetailsofrecursivealＧ

gorithmcompletestepsandlogicimplementationofthereductionmethod,andclearlystatesthefactthatthefinalreductionresult
isconsistentwiththeaccuratecalculationresultofthematrixformula．ThefourthpartisaconcreteexampletoverifytheconcluＧ
sion:thereductionmethodisbasedonsufficientcalculationbasisandisactuallycompactandfeasible．
Keywords　Elementarymatrix,Exchangeofranks,Matrixblock,Recursivereduction,Elementreplacement,Reducedmatrix
　
　　 几 种 初 等 矩 阵 及 基 本 应 用 性 质[１]:Gauss向 量 αr ＝
(０,􀆺,０
︸r个

,lr＋１,r,􀆺,lnr)T,初等矩阵Nr＝I－αreT
r ,与单位矩阵

具有基本相同型状,区别仅仅在第r列上,其第r列向量为

(０,􀆺,１,－lr＋１,r,􀆺,－lnr)T,用初等矩阵 Nr 左乘向量x,记

新向量x′＝Nrx,则xi′＝xi(i＝１,􀆺,r),xi′＝Xi－lirXr＝０

(i＝r＋１,􀆺,n),乘 子|lir|＝ Xi

Xr
≤１(i＝r＋１,􀆺,n).

N－１
r ＝I＋αreT

r 与Nr 相差仅仅是第r 列向量的元素符号改

变,绝对值不变.考察初等矩阵的乘积 N１N２􀆺Nn－１,得到的

是对角线元素都等于１的下三角形矩阵:其(i,j)位置上的元

素,当i＞j时等于－lij,当i＝j时等于１,当i＜j时为０.对

换矩阵记为Iij,与单位矩阵只相差在第i行与j 行以及第i

列与j列,这些行列的形式为
Iij＝

０ １
１ ０[ ]i

行

j行

i j列

,特别地I－１
ij ＝

Iij;Iii＝I,当任意矩阵左乘以Iij时使得该矩阵第i行与第j行

交换;当右乘以Iij时使得该矩阵第i列与第j列交换.当 Nr

左右 两 边 乘 以 同 样 对 换 矩 阵 得 到I(n－１),(n－１)′ 􀆺I(r＋１),(r＋１)′

NrI(r＋１),(r＋１)′􀆺I(n－１),(n－１)′＝N~r,N
~
r 称为稳定的初等矩阵.考

察N
~
r 与Nr 的差别,仅仅是第r列对角线下面的某些元素在

原来位置做了置换(仍是同一列对角线下面原来位置某些元

素置换以后的重新排列),以后将列向量某些位置的元素置换

都用统一符号表示:[(r＋１),(r＋１)′];􀆺;[(n－１),(n－

１)′],行号(r＋１)′≥r＋１;􀆺;行号(n－１)′≥n－１.上 HesＧ

senberg矩阵定义[２]:如果aij＝０(i≥j＋２),Hessenberg矩阵

是特征值问题中很重要的一种特殊类型矩阵.用初等矩阵技

术选用部分主元素的 Gauss消去法约化为 Hessenberg矩阵,

数值稳定性是第一位,一定要交换.

１　约化思路和矩阵算式

对于原始矩阵A０,约化过程由n－１步组成.第１步:

A１＝A０,可以直接得到h１１.第２步:由A１＝

h１１ 􀆺 a１n

a２１ 􀆺 a２n

⋮ ⋮

an１ 􀆺 ann
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,

对a２１􀆺an１比较绝对值,取max
２≤i≤n

|ai１|＝|a２′１|,得到２′,交换第

２、２′行⇔I２,２′A１＝

h１１ 􀆺 a１n

h２１ 􀆺 a~２n

⋮ ⋮

a~n１ 􀆺 a~nn
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,得到h２１＝a２′１.从这步以

后,随着原始矩阵A０ 发生行交换,A０ 的元素变化统一以a~ij
记号表示,约化矩阵的元素也随着A０ 元素变化相应记号.计

算 l３２ ＝ a~３１

h２１
,􀆺 ,ln２ ＝ a~n１

h２１
,N２ ＝ I － α２ eT

２ ＝
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０ １ Ο
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,对约化矩阵I２,２′A１ 的第３行－第

n行实施行变换:第i(３~n)行相应元素减去第２行相应元素

乘以li２⇔N２I２,２′A１＝

h１１ 􀆺 a１n

h２１ a~２n

０ (３,２) 􀆺 (３,n)
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,为使约化

变换总是相似变换,约化矩阵先交换第２、２′列(右乘I２,２′),然

后第２列实施列变换(右乘N－１
２ ):第i(３~n)列相应元素乘以

li２ 加 到 第 ２ 列 相 应 元 素 ⇔ N２I２,２′ A１I２,２′ N－１
２ ＝

h１１ h１２ a~１３ 􀆺 a~１n

h２１ h２２ a~２３ a~２n

０ (３,２) (３,３) 􀆺 (３,n)
⋮ ⋮

(n,２) (n,３) (n,n)
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＝A２,至此得到约化矩阵

A２,左上角元素hij(i＝１,２,j＝１,２)已确定,后面约化过程不

再变化.依次递推,不失一般地,第r步开始已有约化矩阵

Ar－１,第r步约化过程可以将其写成矩阵相似变换形式:Ar＝
NrIr,r′Ar－１Ir,r′N－１

r (r＝２,􀆺,n－１),此步约化完成,确定约化

矩阵Ar 的左上角元素hr,r－１,h１,r,􀆺,hr,r及稳定矩阵Nr.直

至第n－１步约化完成,全部约化过程可以写成矩阵变换形式

为:An－１ ＝Nn－１I(n－１),(n－１)′ 􀆺N３I３,３′N２I２,２′A０I２,２′N－１
２ I３,３′

N－１
３ 􀆺I(n－１),(n－１)′N－１

n－１ ＝H(约 化 完 成 最 后 得 到 约 化 矩 阵

An－１就是形式为上 Hessenberg型矩阵H).对上式进行变形

整理,得:

　　Nn－１I(n－１),(n－１)′Nn－２I(n－１),(n－１)′

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
记N~n－２

I(n－１),(n－１)′I(n－２),(n－２)′Nn－３I(n－２),(n－２)′I(n－１),(n－１)′

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
记N~n－３

I(n－１),(n－１)′I(n－２),(n－２)′I(n－３),(n－３)′Nn－４I(n－３),(n－３)′I(n－２),(n－２)′I(n－１),(n－１)′

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
记N~n－４

􀆺

I(n－１),(n－１)′􀆺I３,３′N２I３,３′􀆺I(n－１),(n－１)′

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
记N~２

I(n－１),(n－１)′I(n－２),(n－２)′􀆺I２,２′A０I２,２′􀆺I(n－２),(n－２)′I(n－１),(n－１)′

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
记A~０

I(n－１),(n－１)′􀆺I３,３′N－１
２ I３,３′􀆺I(n－１),(n－１)′

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
记N~

－１
２

􀆺

I(n－１),(n－１)′In－２,(n－２)′N－１
n－３In－２,(n－２)′I(n－１),(n－１)′

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
记N~

－１
n－３

I(n－１),(n－１)′N－１
n－２I(n－１),(n－１)′

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
记N~

－１
n－２

N－１
n－１＝H,最后,全部n－１步约化

过 程 写 成 矩 阵 变 换 式 子 为:Nn－１ N~n－２ 􀆺 N~３N
~

２A
~

０

N~ －１
２ N~ －１

３ 􀆺N~ －１
n－２N－１

n－１

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁
记为N~

＝H⇔N
~ －１A~０N

~ ＝H⇔A~０N
~ ＝N~H􀆺记

作式①,其中,A~０ 是经过行列交换后的A０ 置换形式,每步约

化过程结合行交换是使得约化矩阵的列主元素总是出现在该

列对角线以下第一个元素的位置上,保证了约化稳定性.式

中有 N~ ＝N~ －１
２ N~ －１

３ 􀆺N~ －１
n－２N－１

n－１,所得乘积 N~ 是单位下三角

阵:第１列为已知(特殊)单位向量e１;其余第r列对角线以下

元素仍是N－１
r 的第r列对角线以下位置的元素相互置换结

果l
~
ir,|l

~
ir|≤１(i＝r＋１,􀆺,n;r＝２,􀆺,n－１),矩阵N~ 具有

良好性质:对角线以下非零元素不会出现l
~
ir的乘积项,对角

线以下非零元素的模都不大于１.

２　递推运算规则的推演依据

分析矩阵算式①,这里为便于探讨,由 N－１
r 列向量元素

置换所得的稳定矩阵N~ －１
r (２≤r≤n－２)第r列列向量暂时仍

然书写为[０,􀆺,１,lr＋１,r,lr＋２,r,􀆺,lnr]T,假设每步约化过程

同时结合原始矩阵发生行列交换为A
~

０,不妨由这个算式递推

确定第r步约化过程形成的中间结果,得到 N~ 和 H 的相应

(矩阵)元素,因而不经过每步具体变换到Ar 的约化步骤可以

直接确定最后的约化结果和约化矩阵 N~ 和 H(因 N~ 和 H 特

点是下三角矩阵和非满矩阵,适合分块运算).下面具体分析

讨论,对式①进行矩阵分块.

　

将上式的左边分块矩阵记为[A
~

０N
~

左 A
~

０N
~

右 ];右边分块

矩 阵 记 为 [N~ 左 N~ 右 ]

h１r

Hr ⋮ H１

　　hrr　 　
hr＋１,r

Ο ０ H２

⋮

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù
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ú

＝

N~ 左 Hr N~ 左

h１r

⋮

hrr

é

ë

ê
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＋N~ 右

hr＋１,r

０
⋮

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

N~ 左 H１＋N~ 右 H２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
,上

述左右二边分块矩阵对应结构中,由二边的左半部分对应结

构相等,可得该式子:
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A
~

０N
~

左 ＝ N~ 左 Hr N~ 左

h１r

⋮

hrr
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０
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􀆺,将其记

为式②.

对式②中矩阵继续分块 N~ 左 ＝

１ ０
０ １
⋮ l３２ ⋱

⋮

　 　
ln２

０
⋮

１
lr＋１,r

⋮

lnr
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,考

察式②的矩阵结构,由左右两边分块矩阵结构相等,由分块矩

阵的左半部分对应结构,得到左右两边相等式子为:

a~１１ 􀆺 a~１n

⋮ ⋮

a~n１ 􀆺 a~nn
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１
０ １
⋮ l３２ ⋱

⋮ １
lr,r－１

⋮

ln２ ln,r－１
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＝

　

１
０ １
⋮ l３２ ⋱

⋮ １
lr＋１,r

⋮

ln２ ln,r
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h１１ h１２ h１,r－１

h２１ h２２ ⋮

０ h３２

⋮ ０ ⋱
⋮ hr,r－１
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由右半 部 分 对 应 结 构,得 到 左 右 两 边 相 等 式 子 为:

a~１１ 􀆺 a~１n

⋮ ⋮

a~n１ 􀆺 a~nn
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０
⋮

１
lr＋１,r

⋮

lnr

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝

１
０ １
⋮ l３２ ⋱

⋮ １
lr＋１,r

⋮

ln２ lnr
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h１r

⋮

hrr

é

ë
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＋

１
lr＋２,r＋１ ⋱

⋮ １
ln,r＋１ ln,n－１ １
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上述两个式子的左边和右边的矩阵乘积各自计算,得左

右两边的矩阵乘积,考察其最后一列,两边相等,由上述两个

式子对应得到两组完全平行且相同结构的递推式子(式子等

号右边加粗字体表示递推得到的结果):

a~１,r－１＋a~１rlr,r－１＋􀆺＋a~１nln,r－１＝h１,r－１

a~２,r－１＋a~２rlr,r－１＋􀆺＋a~２nln,r－１＝h２,r－１

a~３,r－１＋a~３rlr,r－１＋􀆺＋a~３nln,r－１－l３２h２,r－１＝h３,r－１

⋮

a~r－１,r－１＋a~r－１,rlr,r－１ ＋ 􀆺 ＋a~r－１,nln,r－１ －lr－１,２h２,r－１ －

lr－１,３h３,r－１－􀆺－lr－１,r－２hr－２,r－１＝hr－１,r－１

a~r,r－１＋a~rrlr,r－１＋􀆺＋a~rnln,r－１－lr２h２,r－１－lr３h３,r－１－􀆺－
lr,r－１hr－１,r－１＝hr,r－１

a~r＋１,r－１＋a~r＋１,rlr,r－１ ＋ 􀆺 ＋a~r＋１,nln,r－１ －lr＋１,２h２,r－１ －
lr＋１,３h３,r－１－􀆺－lr＋１,r－１hr－１,r－１＝lr＋１,rhr,r－１

⋮

a~n,r－１＋a~nrlr,r－１＋􀆺＋a~nnln,r－１－ln２h２,r－１－ln３h３,r－１－􀆺－
ln,r－１hr－１,r－１＝lnrhr,r－１

a~１r＋a~１,r＋１lr＋１,r＋􀆺＋a~１nlnr＝h１r

a~２r＋a~２,r＋１lr＋１,r＋􀆺＋a~２nlnr＝h２r

a~３r＋a~３,r＋１lr＋１,r＋􀆺＋a~３nlnr－l３２h２r＝h３r

　　⋮

a~r－１,r＋a~r－１,r＋１lr＋１,r＋􀆺＋a~r－１,nlnr－lr－１,２h２r－lr－１,３

h３r－􀆺－lr－１,r－２hr－２,r＝hr－１,r

a~rr＋a~r,r＋１lr＋１,r＋􀆺＋a~rnlnr－lr２h２r－lr３h３r－􀆺－lr,r－１

hr－１,r＝hrr

a~r＋１,r＋a~r＋１,r＋１lr＋１,r＋􀆺＋a~r＋１,nlnr－lr＋１,２h２r－lr＋１,３

h３r－􀆺－lr＋１,rhrr＝hr＋１,r

a~r＋２,r＋a~r＋２,r＋１lr＋１,r＋􀆺＋a~r＋２,nlnr－lr＋２,２h２r－lr＋２,３

h３r－􀆺－lr＋２,rhrr＝lr＋２,r＋１hr＋１,r

　　⋮

a~nr＋a~n,r＋１lr＋１,r＋􀆺＋a~nnlnr－ln２h２r－ln３h３r－􀆺－lnr

hrr＝ln,r＋１hr＋１,r

由这两组完全平行相同结构的递推式子可以说明递推规

律:假设在结合行列交换已得A
~

０ 的完成基础上,在形成最后

N~ ,H 的中间约化过程中,每一步约化(r≤n－１)都在仅仅已

知 N~ 的前r列元素的情况下,就可顺序依次推得 H 的第r列

元素以及 N~ 的第r＋１列元素(递推式子等号右边的加粗字

体表示依次得到结果).当矩阵不分块,直接考察 A
~

０N
~ ＝

N~H,式子矩阵乘积的最后一列元素如下,由左右两边相等,
说明已知 N~ 的前n－１列元素的情况下,就可顺序依次递推

求出 H 的第n列元素(递推式子等号右边加粗字体表示得到

结果):

a~１n

⋮

a~nn

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝

h１n

h２n

l３２h２n＋h３n

l４２h２n＋l４３h３n＋h４n

⋮

ln－１,２h２n＋ln－１,３h３n＋􀆺＋ln－１,n－２hn－２,n＋hn－１,n

ln２h２n＋ln３h３n＋􀆺＋ln,n－１hn－１,n＋hnn

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

　⇒

a~１n＝h１n;a~２n＝h２n

a~３n－l３２h２n＝h３n

a~４n－l４２h２n－l４３h３n＝h４n

⋮

a~n－１,n－ln－１,２h２n－ln－１,３h３n－􀆺－ln－１,n－２hn－２,n＝hn－１,n

a~nn－ln２h２n－ln３h３n－􀆺－ln,n－１hn－１,n＝hnn

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

综合以上,由矩阵算式式①解析的结果,在假设A０ 经过

行列全部相似变换成为A
~

０ 的已知前提下,相当于看作由上

述递推式子运算(中间不必再需选主元素过程)可以直接得到

最后的约化结果和约化矩阵 N~ ,H.然而不可忽视的是,A０

经过行列全部相似变换成为A
~

０ 的已知前提是仅仅预期假设
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不能预先满足的.事实如背景知识所述,约化实现为避免数

值不稳定,约化变换中间过程约化矩阵如何行列交换,保证列

主元素总是出现在正确位置上,取决于每一步中间过程一定

先选出列主元素,约化结合交换技术是允许的,因此交换是本

质性问题.

３　结合行列交换的递推约化过程实现完全步骤

r＝１时,特别说明:从A０ 直接得到A１＝A０;确定h１１＝

a１１.

r＝２时,１)比较a２１,a３１,􀆺,an１的大小,max
２≤i≤n

|ai１|＝|a２′１|,

确定２′,使a２１与a２′１二元素互相对换,得到重新排列元素a~２１,

a~３１,􀆺,a~n１,然后确定l３２＝a~３１

a~２１

,􀆺,ln２＝a~n１

a~２１

.２)先对A１ 交换

第２、２′列,然后对第２列进行初等列变换⇔A１I２,２′N－１
２ ,同时

写出A
~

０＝A
~

０I２,２′,这时确定h１２,h１２＝a~１２＋a~１３l３２＋􀆺＋a~１n

ln２,这里考察约化矩阵 A１I２,４N－１
２ 第２列改变后第２~n行

(２,２),(３,２),􀆺,(n,２)位置上的元素内容,不难写出如下

式子:

元素(２,２)＝a~２２＋a~２３l３２＋􀆺＋a~２nln２

元素(３,２)＝a~３２＋a~３３l３２＋􀆺＋a~３nln２

⋮

元素(n,２)＝a~n２＋a~n３l３２＋􀆺＋a~nnln２

将该式记作※ 式

３)对A１I２,２′N－１
２ 交换第２、２′行,同时写出A

~
０＝I２,２′A

~
０,

这时确定h２１,h２２(约化矩阵左上角二行二列的元素后面变换

不再改变),h２１＝a~２１,h２２＝※ 式中元素(２′,２).

最后对约化矩阵第３~n 行实施初等行变换⇔N２I２,２′

A１I２,２′N－１
２ ＝A２,这里考察约化矩阵A２ 第２列第３~n行元素

的改变内容:初等行变换相当于在前面※式中元素(２,２)与元

素(２′,２)互换基础上最后加上一项形成,写出A２ 中(３,２),􀆺,
(n,２)位置上的元素内容为:

元素(３,２)＝※式中元素(３,２)－l３２h２２

　⋮

元素(２′,２)＝※式中元素(２,２)－l２′２h２２

　⋮

元素(n,２)＝※式中元素(n,２)－ln２h２２

将其记作○式.

写出此步完成的中间约化矩阵形式如下:

此步开始以后每步约化过程都要结合行列交换,原始矩

阵A０(假设从第２行第２列起都有交换)行列交换后统一书

写为A
~

０,A
~

０ 的矩阵元素统一记为a~ij,中间约化矩阵的元素

记号同时也随着A
~

０ 的元素记号发生相应变化.

r＝３时,上步已得中间约化矩阵 A２,１)将其第２列第

３~n行的元素(上步○式中元素)临时赋值为σi(i＝３,􀆺,n),

比较其绝对值大小,max
３≤i≤n

|σi|＝|σ３′|,确定３′,σ３ 与σ３′互相对

换,重新排列σ３,σ４,􀆺,σn,然后确定l４３＝σ４

σ３
,􀆺,ln３＝σn

σ３
.

２)先对A２ 交换第３、３′列,然后对第３列施行初等列变换⇔

A２I３,３′N－１
３ ,同时写出A

~
０＝A

~
０I３,３′,这时确定h１３,h２３,写出式

子内容为:

h１３＝a~１３＋a~１４l４３＋a~１５l５３＋􀆺＋a~１nln３

h２３＝a~２３＋a~２４l４３＋a~２５l５３＋􀆺＋a~２nln３

这里特别考察中间约化矩阵第３列改变后第３~n行(３,３),
(４,３),􀆺,(n,３)位置上的元素内容,写出代数式子分别如下

(记作※ 式):

元素(３,３)⇔(a~３３－l３２a~２３)＋(a~３４－l３２a~２４)l４３＋(a~３５－

l３２a~２５)l５３＋􀆺＋(a~３n－l３２a~２n)ln３

＝ a~３３ ＋ a~３４ l４３ ＋ 􀆺 ＋ a~３n ln３ － l３２

(a~２３＋a~２４l４３＋a~２５l５３＋􀆺a~２nln３)

＝a~３３＋a~３４l４３＋􀆺＋a~３nln３－l３２h２３

同理运算推得后面元素的代数式子:

元素(４,３)⇔a~４３＋a~４４l４３＋􀆺＋a~４nln３－l４２h２３

　⋮

元素(n,３)⇔a~n３＋a~n４l４３＋􀆺＋a~nnln３－ln２h２３.

３)对A２I３,３′N－１
３ 交换第３、３′行,这时确定h３２,h３３(左上

角三行三列的元素在后面变换中不再改变).

h３２＝上步○式中元素(３′,２)

h３３＝这步※式中元素(３′,３)

同时写出A
~

０＝I３,３′A
~

０,再对约化矩阵I３,３′A２I３,３′N－１
３ 第

４~n行实施初等行变换⇔N３I３,３′A２I３,３′N－１
３ ＝A３,考察约化

矩阵A３ 第３列第４~n行元素的改变内容,相当于在前面※
式中元素(３,３)、元素(３′,３)的互换基础上各自最后加上一

项,现在写出A３ 中(４,３),􀆺,(n,３)位置上的元素内容为如

下式子(记作○式):

元素(４,３)＝※式中元素(４,３)－l４３h３３

　⋮

元素(３′,３)＝※式中元素(３,３)－l３′３h３３

　⋮

元素(n,３)＝※式中元素(n,３)－ln３h３３

此步得到的约化矩阵A３ 形式略写.４)单独更新,对N－１
２

进行第２列向量元素的[３,３′]置换,更新得到 N~ －１
２ ⇔I３,３′

N－１
２ I３,３′＝N~ －１

２ (此小步操作不体现在中间约化矩阵元素改变

上).注意:此步(从第３步)以后每步约化,都需要对 N－１
２ 第

２列列向量元素进行置换,置换后更新得到稳定矩阵 N~ －１
２ ,以

后将 N~ －１
２ 第２列列向量记作[０,１,l

~
３２,􀆺,l

~
n２]T,将 N~ －１

２ 列

向量运用到后面约化过程中.(其余 N－１
３ 􀆺N－１

n－２也是同理.

后面约化过程中将 N－１
r 第r列列向量元素进行置换,更新得

到稳定矩阵 N~ －１
r (２≤r≤n－２),第r列列向量统一记 作

[０,􀆺,１,l
~
r＋１,r,l

~
r＋２,r,􀆺,l

~
nr]T,运用到后面约化过程中.)

􀆺第r步时,已得约化矩阵Ar－１,１)将约化矩阵Ar－１第

r－１列第r~n行(r,r－１),(r＋１,r－１),􀆺,(n,r－１)位置

上的元素(上步○式中元素)临时赋值为σi(i＝r,􀆺,n),现在

分别写出其代数式子:

σr＝a~r,r－１＋a~rrlr,r－１＋􀆺＋a~rnln,r－１－lr２h２,r－１－
lr３h３,r－１－􀆺－lr,r－１hr－１,r－１
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σr＋１＝a~r＋１,r－１ ＋a~r＋１,rlr,r－１ ＋ 􀆺 ＋a~r＋１,nln,r－１ －lr＋１,２

h２,r－１－lr＋１,３h３,r－１－􀆺－lr＋１,r－１hr－１,r－１

　⋮

σn＝a~n,r－１＋a~nrlr,r－１＋􀆺＋a~nnln,r－１－ln２h２,r－１－

ln３h３,r－１－􀆺－ln,r－１hr－１,r－１

由式子计算结果比较其绝对值大小,max
r≤i≤n

|σi|＝|σr′|,确

定r′,将σr 与σr′互相对换,重新排列σr,σr＋１,􀆺,σn,然后确

定lr＋１,r＝σr＋１

σr
,􀆺,ln,r＝σn

σr
.２)先对Ar－１交换第r,r′列,然后

对中间约化矩阵第r列施行初等列变换⇔Ar－１Ir,r′N－１
r ,同时

写出A
~

０＝A
~

０Ir,r′,这时可以确定h１r,h２r,􀆺,hr－１,r(后面不再

改变),中间约化矩阵Ar－１Ir,r′N－１
r 第r 列改变后,这里特别

结合约化矩阵第r列元素实际发生的行变换和列变换情况进

行考察:

因元素(１,r)、(２,r)没有参与行变换,只有一次初等列变

换,确定h１r,h２r的式子:

h１r＝a~１r＋a~１,r＋１lr＋１,r＋􀆺a~１nlnr

h２r＝a~２r＋a~２,r＋１lr＋１,r＋􀆺a~２nlnr

因元素(３,r)参与一次初等行变换,一次初等列变换,确

定h３r的式子:

h３r＝a~３r＋a~３,r＋１lr＋１,r＋􀆺a~３nlnr－l
~
３２h２r

因元素(４,r)参与二次初等行变换,一次初等列变换,确

定h４r的式子:

h４r＝a~４r＋a~４,r＋１lr＋１,r＋􀆺a~４nlnr－l
~
４２h２r－l

~
４３h３r

　⋮

因元素(r－１,r)参与r－３次初等行变换,一次初等列变

换,确定hr－１,r的式子:

hr－１,r＝a~r－１,r＋a~r－１,r＋１lr＋１,r＋􀆺a~r－１,nlnr －l
~
r－１,２h２r－

l
~
r－１,３h３r－􀆺l

~
r－１,r－２hr－２,r

结合行变换和列变换的情况继续考察其第r列第r~n
行的元素变化,分别写出(r,r),(r＋１,r),􀆺,(n,r)位置上的

元素内容为如下式子(记作※式):

元素(r,r)参与r－２次初等行变换,一次初等列变换,元

素(r,r)⇔a~rr＋a~r,r＋１lr＋１,r＋􀆺＋a~rnlnr－l
~
r２h２r－l

~
r３h３r－􀆺－

l
~
r,r－２hr－２,r－lr,r－１hr－１,r,元素(r＋１,r)参与r－２次初等行变

换,一 次 初 等 列 变 换,元 素 (r＋１,r)⇔a~r＋１,r ＋a~r＋１,r＋１

lr＋１,r＋􀆺＋a~r＋１,nlnr－l
~
r＋１,２h２r－l

~
r＋１,３h３r－􀆺－l

~
r＋１,r－２

hr－２,r－lr＋１,r－１hr－１,r,􀆺,元素(n,r)参与r－２次初等行变换,

一次初等列变换,元素(n,r)⇔a~nr＋a~n,r＋１lr＋１,r＋􀆺＋a~nnlnr－

l
~
n２h２r－l

~
n３h３r－􀆺－l

~
n,r－２hr－２,r－ln,r－１hr－１,r.３)对Ar－１Ir,r′

N－１
r 交换第r,r′行,同时写出A

~
０＝Ir,r′A

~
０,这时确定hr,r－１,

hrr(分别为上步○式子中和这步※式子中经过[r,r′]位置互

相对换后的元素):hr,r－１＝上步○式中元素(r′,r－１);hrr＝
这步※式中元素(r′,r),然后对约化矩阵Ir,r′Ar－１Ir,r′N－１

r 的

第r＋１~n行实施初等行变换⇔NrIr,r′Ar－１Ir,r′N－１
r ＝Ar,最

后考察约化矩阵Ar 第r列第r＋１~n行的元素内容改变,相

当于在(中间约化矩阵 Ar－１Ir,r′N－１
r 元素)这步※式中元素

(r,r)与元素(r′,r)互相对换基础上各自最后加上一项变化形

成,可以写出Ar 中(r＋１,r),􀆺,(n,r)位置上的元素内容为

如下式子(记作○式):

元素(r＋１,r)⇔※式中元素(r＋１,r)－lr＋１,rhrr

　⋮

元素(r′,r)⇔※式中元素(r,r)－lr′,rhrr

　⋮

元素(n,r)⇔※式中元素(n,r)－lnrhrr(若n≠r′)

(或)元素(n,r)⇔※式中元素(r,r)－lnrhrr(若n＝r′)

中间约化矩阵Ar 形式略写.４)对 N~ －１
２ ,N~ －１

３ ,􀆺,N－１
r－１分

别执行第２列,第３列,􀆺,第r－１列向量元素的[r,r′]置换,

更新得到 N~ －１
２ ,􀆺,N~ －１

r－１⇔

Ir,r′N
~ －１

２ Ir,r′＝N~ －１
２

　　⋮

Ir,r′N－１
r－１Ir,r′＝N~ －１

r－１

ì

î

í

ïï

ïï

.(在第１)步

互相对换σr 与σr′时,该操作本质是对约化矩阵的部分元素

实施行交换,而此时约化矩阵前面r－１列对角线以下元素已

约化为零,因此约化矩阵已约化的这部分元素本该实施的行

交换操作在 N~ －１
２ ,N~ －１

３ ,􀆺,N~ －１
r－１ 中 替 补 进 行,于 是 列 向 量

１

l
~
３２

⋮

l
~
r２

⋮

l
~
n２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

;

０

１

l
~
４３

⋮

⋮

l
~
n３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

;􀆺;

０
⋮

１

lr,r－１

⋮

ln,r－１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

中l
~
r２与l

~
r′,２;l

~
r３与l

~
r′,３;􀆺;lr,r－１

与lr′,r－１元素互相对换,所以特别有步骤４).

􀆺,r＝n－１时,已得约化矩阵An－２,１)由上步○ 式 ,将

约化矩阵An－２第n－２列第n－１~n行(n－１,n－２),(n,n－

２)位置上的元素临时赋值为σn－１,σn,比较其绝对值大小,

max
n－１≤i≤n

|σi|＝|σ(n－１)′|,确定(n－１)′,对换σn－１与σ(n－１)′,重新

排列σn－１,σn,确定ln,n－１＝ σn

σn－１
.２)对An－２交换第n－１,(n－

１)′列,再对约化矩阵第n－１列施行列变换⇔An－２I(n－１),(n－１)′

N－１
n－１,同 时 写 出 A

~
０ ＝ A

~
０I(n－１),(n－１)′,这 时 确 定 h１,n－１,

h２,n－１,􀆺,hn－２,n－１,考察约化矩阵第n－１列改变后的元素内

容,写出式子:

h１,n－１＝a~１,n－１＋a~１nln,n－１;

h２,n－１＝a~２,n－１＋a~２nln,n－１;

h３,n－１＝a~３,n－１＋a~３nln,n－１－l
~
３２h２,n－１;

h４,n－１＝a~４,n－１＋a~４nln,n－１－l
~
４２h２,n－１－l

~
４３h３,n－１;

　⋮

hn－２,n－１＝a~n－２,n－１ ＋a~n－２,nln,n－１ －l
~
n－２,２h２,n－１ －l

~
n－２,３

h３,n－１－􀆺l
~
n－２,n－３hn－３,n－１

继续考察约化矩阵第n－１列第n－１~n行的元素内容

改变,写出式子(记作※ 式)为:

元素(n－１,n－１)⇔a~n－１,n－１＋a~n－１,nln,n－１－l
~
n－１,２h２,n－１－

l
~
n－１,３h３,n－１－􀆺－ln－１,n－２hn－２,n－１

元素(n,n－１)⇔a~n,n－１＋a~nnln,n－１－l
~
n２h２,n－１－l

~
n３

h３,n－１－􀆺－ln,n－２hn－２,n－１

３)对An－２I(n－１),(n－１)′N－１
n－１交换第n－１,(n－１)′行,同时
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写出A
~

０＝I(n－１),(n－１)′A
~

０,这时可以确定hn－１,n－２,hn－１,n－１的式

子为:

h(n－１),(n－２)＝上步○式中元素((n－１)′,n－２)

h(n－１),(n－１)＝这步※式中元素((n－１)′,n－１)

再对 约 化 矩 阵 的 第 n 行 实 施 初 等 行 变 换 ⇔ Nn－１

I(n－１),(n－１)′An－２I(n－１),(n－１)′N－１
n－１＝An－１,最后,在考察约化矩

阵An－１的第n－１列第n行(n,n－１)位置上的元素内容时需

要注意,写出式子(记作○式):若(n－１)′＝n,元素(n,n－１)⇔
※式中元素(n－１,n－１)－ln,n－１h(n－１),(n－１),若(n－１)′＝
n－１,元 素 (n,n－１)⇔ ※ 式 中 元 素 (n,n－１)－ln,n－１

h(n－１),(n－１).至此约化矩阵An－１的前n行和前n－１列元素已

确定,至此约化已完成,r＝n－１是约化最后一步,也即(最后

约化矩阵)An－１＝H,确定hn,n－１就是An－１在 (n,n－１)位置

上的元素,即○式中元素(n,n－１).４)最后,分别对 N~ －１
２ 􀆺

N－１
n－２第２列,第３列,􀆺,第n－２列向量元素进行[(n－１),

(n－１)′]置换,更新得到:

N~ －１
２ ,􀆺,N~ －１

n－２⇔

I(n－１),(n－１)′N
~ －１

２ I(n－１),(n－１)′＝N~ －１
２

　⋮

I(n－１),(n－１)′N－１
n－２I(n－１),(n－１)′＝N~ －１

n－２

ì

î

í

ïï

ïï

从r＝２开始到r＝n－１步递推约化已完成.当r＝n
时,现在约化已结束,An－１＝H,但还剩An－１的最后一列未知

元素待给出.前面(从r＝２开始到r＝n－１步)第r步每步

约化时先对约化矩阵的第r列元素实施初等列变换,再对约

化矩阵的r＋１~n行元素实施初等行变换,而列变换和行变

换之前先有行列交换,第r步约化完成已确定中间约化矩阵

前r行r列的元素.现在考察An－１的第n列元素,可以看出,

第n列未参与任一步约化的列变换,第n列共参与了n－２步

约化的行变换,(不妨假设约化矩阵从第２行起伴有行交换,

从第２列起伴有列交换.)考察最后约化矩阵共n－２步递推

约化过程中第n列元素实际发生的行变换次数,结合原始矩

阵经过全部行列交换后已形成A
~

０,分析(最后约化矩阵)H 的

第n列元素应该存在有不同情形,得到如下结果:

约化矩阵第１、２行未发生初等行变换,有:

h１n＝a~１n;h２n＝a~２n

约化矩阵元素(３,n)共参与初等行变换１次,有:

h３n＝a~３n－l
~
３２h２n

约化矩阵元素(４,n)共参与初等行变换２次,有:

h４n＝a~４n－l
~
４２h２n－l

~
４３h３n

约化矩阵元素(５,n)共参与初等行变换３次,有:

h５n＝a~５n－l
~
５２h２n－l

~
５３h３n－l

~
５４h４n

　⋮

约化矩阵元素(n－１,n)共参与初等行变换n－３次,有:

hn－１,n＝a~n－１,n－l
~
n－１,２h２n－l

~
n－１,３h３n－􀆺－l

~
n－１,n－２hn－２,n

约化矩阵元素(n,n)共参与初等行变换n－２次,有:

hnn＝a~nn－l
~
n２h２n－l

~
n３h３n－􀆺－l

~
n,n－２hn－２,n－ln,n－１hn－１,n

至此,r＝n步全部步骤结束.最后约化矩阵H 的元素及

初等稳定矩阵 N~ －１
２ ,􀆺,N~ －１

n－２,N－１
n－１的元素hij,l

~
ij全部结果都

已得到.最后整理得:

N~ －１
２ ＝I(n－１),(n－１)′ 􀆺 Ir,r′ 􀆺 I３,３′ N－１

２ I３,３′ 􀆺 Ir,r′ 􀆺

I(n－１),(n－１)′

　⋮

N~ －１
r－１＝I(n－１),(n－１)′􀆺Ir,r′N－１

r－１Ir,r′􀆺I(n－１),(n－１)′

　⋮

N~ －１
n－２＝I(n－１),(n－１)′N－１

n－２I(n－１),(n－１)′

N~ －１
n－１＝N－１

n－１

可以看出:Ir,r′仅仅置换作用于N~ －１
２ ,􀆺,N~ －１

r－１,正如约化

第r步４)小步所述.由以上全部n－１步步骤其间结合行列

交换的递推约化过程清楚得出如下结论:由原始矩阵A０ 开始

的递推约化过程演变成为最后的约化矩阵 H;经过全部行列

交换的原始矩阵已变形成为A
~

０,得到A
~

０＝I(n－１),(n－１)′􀆺I２,２′

A０I２,２′􀆺I(n－１),(n－１)′;共n－２步的递推约化过程中间生成一

组初等稳定矩阵 N~ －１
２ ,􀆺,N~ －１

n－２,N－１
n－１,进而得到单位下三角

阵 N~ ＝N~ －１
２ N~ －１

３ 􀆺N~ －１
n－２N－１

n－１,不难验证,以上递推约化方法的

逻辑实现结果与第１部分①式矩阵运算A
~

０N
~ ＝N~H 的准确

计算结果是显然一致的.下面通过实例进行验证.

４　数值例子

给出一个５阶矩阵,采用带内积累加的四位十进位定点

运算,用初等矩阵结合交换技术,

A０＝

０．３２００ ０．２７００ ０．２３００ ０．３２００ ０．４０００

０．２５００ ０．０３００ ０．７１００ ０．２１００ ０．１７００

０．４３００ ０．７３００ ０．１３００ ０．３７００ ０．８５００

０．５３００ ０．２５００ ０．５１００ ０．６２００ ０．１６００

０．１６００ ０．６５００ ０．４６００ ０．５６００ ０．３２００

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

将A０ 约化为上 Hessenberg型.

解:r＝１时,特别说明:从 A０ 直接得到 A１＝A０;h１１＝

a１１＝０．３２００.

r＝２时,１)比较a２１,a３１,a４１,a５１绝对值的大小,max
２≤i≤５

|ai１|＝

|a４１|,确定２′＝４,并且a２１与a４１二元素互相对换,得到重新

排列元素a~２１,a~３１,a~４１,a~５１,然后确定l３２ ＝a~３１

a~２１
＝０．４３００

０．５３００＝

０．８１１３;l４２＝a~４１

a~２１
＝０．２５００

０．５３００＝０．４７１７;l５２ ＝a~５１

a~２１
＝０．１６００

０．５３００＝

０．３０１９.２)先对A１ 交换第２、４列,然后对第２列进行初等

列变换⇔A１I２,４N－１
２ ,同时写出:

A
~

０ ＝A０I２４

＝

０．３２００ ０．３２００ ０．２３００ ０．２７００ ０．４０００

０．２５００ ０．２１００ ０．７１００ ０．０３００ ０．１７００

０．４３００ ０．３７００ ０．１３００ ０．７３００ ０．８５００

０．５３００ ０．６２００ ０．５１００ ０．２５００ ０．１６００

０．１６００ ０．５６００ ０．４６００ ０．６５００ ０．３２００

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

这时可以确定h１２＝a~１２＋a~１３l３２＋a~１４l４２＋a~１５l５２＝０．７５４７,并

得到约化矩阵A１I２,４N－１
２ 的(２,２),(３,２),(４,２),(５,２)位置

上的元素,写出如下式子(记作※ 式 )并分别算出:

元素(２,２)＝a~２２＋a~２３l３２＋a~２４l４２＋a~２５l５２＝０．８５１５

元素(３,２)＝a~３２＋a~３３l３２＋a~３４l４２＋a~３５l５２＝１．０７６４

元素(４,２)＝a~４２＋a~４３l３２＋a~４４l４２＋a~４５l５２＝１．２０００

元素(５,２)＝a~５２＋a~５３l３２＋a~５４l４２＋a~５５l５２＝１．３３６４
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３)对A１I２,４N－１
２ 交换第２、４行,同时写出:

A
~

０ ＝I２４A
~

０

＝

０．３２００ ０．３２００ ０．２３００ ０．２７００ ０．４０００

０．５３００ ０．６２００ ０．５１００ ０．２５００ ０．１６００

０．４３００ ０．３７００ ０．１３００ ０．７３００ ０．８５００

０．２５００ ０．２１００ ０．７１００ ０．０３００ ０．１７００

０．１６００ ０．５６００ ０．４６００ ０．６５００ ０．３２００

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
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ú
ú
úú

这时可以确定h２１＝a~２１＝０．５３００,h２２＝※ 式中元素(４,

２)＝１．２０００,再对约化矩阵的第３－５行实施初等行变换⇔

N２I２,４A１I２,４N－１
２ ＝A２,现在考察约化矩阵A２ 第２列第３~５

行元素的改变内容,相当于在前面※式中元素(２,２)与元素

(４,２)互换基础上最后加上一项形成,写出 A２中(３,２),(４,

２),(５,２)位置上的元素内容为如下式子(记作○ 式 ):

元素(３,２)＝※式中元素(３,２)－l３２h２２＝１．０７６４－

０．８１１３∗１．２０００＝０．１０２８
元素(４,２)＝※式中元素(２,２)－l４２h２２＝０．８５１５－

０．４７１７∗１．２０００＝０．２８５５
元素(５,２)＝※式中元素(５,２)－l５２h２２＝１．３３６４－

０．３０１９∗１．２０００＝０．９７４１
此步完成的中间约化矩阵A２,写出为如下内容:

A２＝

０．３２０００．７５４７ ０．２３００ ０．２７００ ０．４０００

０．５３００１．２０００ ０．５１００ ０．２５００ ０．１６００

０ ０．１０２８－０．２８３８ ０．５２７２ ０．７２０２

０ ０．２８５５ ０．４６９４ －０．０８７９０．０９４５

０ ０．９７４１ ０．３０６０ ０．５７４５ ０．２７１７

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
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ú
úú

r＝３时,１)已得约化矩阵A２,其第２列的第３－５行元素

进行临时赋值为σi(i＝３,􀆺,５),比较绝对值大小,max
３≤i≤５

|σi|＝

|σ５|,确定３′＝５,将σ３ 与σ５ 互相对换,重新排列σ３,σ４,σ５,然

后确 定l４３ ＝σ４

σ３
＝０．２８５５

０．９７４１＝０．２９３０;l５３ ＝σ５

σ３
＝０．１０２８

０．９７４１＝

０．１０５６.２)先对A２ 交换第３、５列,同时写出:

A
~

０ ＝A
~

０I３５

＝

０．３２００ ０．３２００ ０．４０００ ０．２７００ ０．２３００

０．５３００ ０．６２００ ０．１６００ ０．２５００ ０．５１００

０．４３００ ０．３７００ ０．８５００ ０．７３００ ０．１３００

０．２５００ ０．２１００ ０．１７００ ０．０３００ ０．７１００

０．１６００ ０．５６００ ０．３２００ ０．６５００ ０．４６００

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

再对约化矩阵第３列施行初等列变换⇔A２I３５N－１
３ ,这时可以

确定h１３,h２３元素内容,写出式子并算出:

h１３＝a~１３＋a~１４l４３＋a~１５l５３

＝０．４０００＋０．２７００∗０．２９３０＋０．２３００∗０．１０５６

＝０．５０３４

h２３＝a~２３＋a~２４l４３＋a~２５l５３

＝０．１６００＋０．２５００∗０．２９３０＋０．５１００∗０．１０５６

＝０．２８７１
现在考察中间约化矩阵A２I３５N－１

３ (３,３),(４,３),(５,３)位

置上的元素内容,写出式子(记作※ 式)并算出:

元素(３,３)＝a~３３＋a~３４l４３＋a~３５l５３－l３２h２３

＝０．８５００＋０．７３００∗０．２９３０＋０．１３００∗

０．１０５６－０．８１１３∗０．２８７１

＝０．８４４７
元素(４,３)＝a~４３＋a~４４l４３＋a~４５l５３－l４２h２３

＝０．１７００＋０．０３００∗０．２９３０＋０．７１００∗

０．１０５６－０．４７１７∗０．２８７１

＝０．１１８３
元素(５,３)＝a~５３＋a~５４l４３＋a~５５l５３－l５２h２３

＝０．３２００＋０．６５００∗０．２９３０＋０．４６００∗

０．１０５６－０．３０１９∗０．２８７１

＝０．４７２４
３)对A２I３５N－１

３ 交换第３、５行,同时写出:

A
~

０ ＝I３５A
~

０

＝

０．３２００ ０．３２００ ０．４０００ ０．２７００ ０．２３００

０．５３００ ０．６２００ ０．１６００ ０．２５００ ０．５１００

０．１６００ ０．５６００ ０．３２００ ０．６５００ ０．４６００

０．２５００ ０．２１００ ０．１７００ ０．０３００ ０．７１００

０．４３００ ０．３７００ ０．８５００ ０．７３００ ０．１３００

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

这时可以确定h３２,h３３:

h３２＝上步○式中元素(５,２)＝０．９７４１
h３３＝这步※式中元素(５,３)＝０．４７２４
再对约化矩阵I３５A２I３５N－１

３ 的第４、５行实施初等行变换⇔

N３I３５A２I３５N－１
３ ＝A３,现在考察约化矩阵A３ 第３列第４－５

行元素的改变内容,相当于在前面※式中元素(３,３),元素(５,

３)互换基础上各自最后加上一项,写出A３ 中(４,３),(５,３)位

置上的元素内容为如下式子并算出(记作○式):

元素(４,３)＝※式中元素(４,３)－l４３h３３＝０．１１８３－０．２９３

０∗０．４７２４＝－０．０２０１
元素(５,３)＝※式中元素(３,３)－l５３h３３＝０．８４４７－０．１０５

６∗０．４７２４＝０．７９４８
４)单独更新,对 N－１

２ 执行第２列向量元素的[３,５]置换,

更新得到:

N~ －１
２ ⇔I３５N－１

２ I３５＝N~ －１
２

＝

１ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０

０ ０．３０１９ １ ０ ０

０ ０．４７１７ ０ １ ０

０ ０．８１１３ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

r＝４时,１)已得约化矩阵A３,由上步○式 ,将约化矩阵

A３ 第３列第４－５行元素临时赋值为σ４＝－０．０２０１,σ５＝

０．７９４８,比较其绝对值大小,max
４≤i≤５

|σi|＝|σ５|,确定４′＝５,将

σ４ 与σ５ 互 相 对 换,重 新 排 列σ４,σ５,然 后 确 定l５４ ＝σ５

σ４
＝

－０．０２０１
０．７９４８ ＝－０．０２５３.２)先对A３ 交换第４、５列,再对中间

约化矩阵第４列施行初等列变换⇔A３I４５N－１
４ ,同时写出:

A
~

０ ＝A
~

０I４５

＝

０．３２００ ０．３２００ ０．４０００ ０．２３００ ０．２７００

０．５３００ ０．６２００ ０．１６００ ０．５１００ ０．２５００

０．１６００ ０．５６００ ０．３２００ ０．４６００ ０．６５００

０．２５００ ０．２１００ ０．１７００ ０．７１００ ０．０３００

０．４３００ ０．３７００ ０．８５００ ０．１３００ ０．７３００

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

这时确定h１４,h２４,h３４,对中间约化矩阵第４列施行初等

５５６苏　尔:初等稳定矩阵约化A０为上 Hessenberg型的方法研究



列变换后考察第４列元素改变内容,写出式子为:

h１４＝a~１４＋a~１５l５４＝０．２３００＋０．２７００∗(－０．０２５３)

＝０．２２３２
h２４＝a~２４＋a~２５l５４＝０．５１００＋０．２５００∗(－０．０２５３)

＝０．５０３７

h３４＝a~３４＋a~３５l５４－l
~
３２h２４

＝０．４６００＋０．６５００∗(－０．０２５３)－０．３０１９∗０．５０３７
＝０．２９１５

继续考察第４列第４、５行的元素改变内容,写出如下式

子并算出(※式):

元素(４,４)＝a~４４＋a~４５l５４－l
~
４２h２４－l４３h３４

＝０．７１００＋０．０３００∗(－０．０２５３)－０．４７１７∗
０．５０３７－０．２９３０∗０．２９１５

＝０．３８６２

元素(５,４)＝a~５４＋a~５５l５４－l
~
５２h２４－l５３h３４

＝０．１３００＋０．７３００∗(－０．０２５３)－０．８１１３∗
０．５０３７－０．１０５６∗０．２９１５

＝－０．３２７９
３)先对约化矩阵A３I４５N－１

４ 交换第４、５行,同时写出:

A
~

０ ＝I４５A
~

０

＝

０．３２０００．３２０００．４００００．２３０００．２７００

０．５３０００．６２０００．１６０００．５１０００．２５００

０．１６０００．５６０００．３２０００．４６０００．６５００

０．４３０００．３７０００．８５０００．１３０００．７３００

０．２５０００．２１０００．１７０００．７１０００．０３００

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

这时确定h４３,h４４的式子:

h４３＝上步○式中元素(５,３)＝０．７９４８
h４４＝这步※式中元素(５,４)＝－０．３２７９

再对约化矩阵I４５A３I４５N－１
４ 第５行实施初等行变换⇔N４I４５

A３I４５N－１
４ ＝A４,最后考察约化矩阵A４(５,４)位置的元素内容

需注意,因５＝４′,则元素(５,４)⇔※式中元素(４,４)－l５４h４４＝
０．３８６２－(－０．０２５３)∗(－０．３２７９)＝０．３７７９.(r＝４是约化

最后一步)至此约化已完成,A４＝H,这时确定h５４＝０．３７７９.

４)更新矩阵,对 N~ －１
２ ,N－１

３ 分别执行第２列,第３列列向量元

素的[４,５]置换,更新得到:

N~ －１
２ ,N~ －１

３ ⇔I４５N
~ －１

２ I４５＝N~ －１
２ ＝

１ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０

０ ０．３０１９ １ ０ ０

０ ０．８１１３ ０ １ ０

０ ０．４７１７ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

I４５N－１
３ I４５＝N~ －１

３ ＝

１ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０

０ ０ ０．１０５６ １ ０

０ ０ ０．２９３０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

N－１
４ 没有置换不用更新.

N－１
４ ＝

１ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ １ ０

０ ０ ０ －０．０２５３ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

当r＝５时最后一步,经过前面共３步的递推约化过程已

完成,原始矩阵经过全部行列交换形成的 A
~

０ 已经得到,(最
后约化矩阵)A４＝H 现在还剩最后一列未知元素待给出,根

据最后约化矩阵第５列元素实际发生的行变换次数考察,有

如下结果:

h１５＝a~１５＝０．２７００

h２５＝a~２５＝０．２５００

h３５＝a~３５－l
~
３２h２５＝０．６５００－０．３０１９∗０．２５００＝０．５７４５

h４５＝a~４５－l
~
４２h２５－l

~
４３h３５

＝０．７３００－０．８１１３∗０．２５００－０．１０５６∗０．５７４５

＝０．４６６５

h５５＝a~５５－l
~
５２h２５－l

~
５３h３５－l５４h４５

＝０．０３００－０．４７１７∗０．２５００－０．２９３０∗０．５７４５－
(－０．０２５３)∗０．４６６５

＝－０．２４４５
至此上 Hessenberg型的最后约化矩阵 H 及初等稳定矩

阵N~ －１
２ ,N~ －１

３ ,N－１
４ 都已得到,全部元素结果hij,l

~
ij都已给出,

前面A
~

０ 也已给出,写出全部４个步骤的递推约化过程,计算

得到的最后约化矩阵和约化结果 H,N~ :

H＝

０．３２０００．７５４７０．５０３４ ０．２２３２ ０．２７００

０．５３００１．２００００．２８７１ ０．５０３７ ０．２５００

０ ０．９７４１０．４７２４ ０．２９１５ ０．５７４５

０ ０ ０．７９４８－０．３２７９ ０．４６６５

０ ０ ０ ０．３７７９ －０．２４４５

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

N~ ＝N~ －１
２ N~ －１

３ N－１
４

　＝

１ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０

０ ０．３０１９ １ ０ ０

０ ０．８１１３ ０ １ ０

０ ０．４７１７ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

１ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０

０ ０ ０．１０５６ １ ０

０ ０ ０．２９３０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

１ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ １ ０

０ ０ ０ －０．０２５３ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

１ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０

０ ０．３０１９ １ ０ ０

０ ０．８１１３ ０．１０５６ １ ０

０ ０．４７１７ ０．２９３０ －０．０２５３ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

矩阵结果进行运算:计算的 N~ 和 H 的准确乘积以及计

算的A
~

０ 和 N~ 的准确乘积,如果不考虑舍入误差,它们应该是

相等的.下面算式结果得出结论:递推约化实现方法不仅基

于矩阵理论满足依据又是实际计算可行的.

　A
~

０N
~ ＝

０．３２０００．７５４７１８０．５０３３９８０．２２３１６９０．２７００

０．５３００１．１９９９９２０．２８７１０６０．５０３６７５０．２５００

０．１６００１．３３６４１１０．５５９０２６０．４４３５５５０．６５００

０．４３００１．０７６４２５１．０７７６１８０．１１１５３１０．７３００

０．２５０００．８５１４９７０．２５３７６６０．７０９２４１０．０３００

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú
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N~H＝

０．３２００ ０．７５４７ ０．５０３４ ０．２２３２ ０．２７００

０．５３００ １．２０００ ０．２８７１ ０．５０３７ ０．２５００

０．１６０００７ １．３３６３８０ ０．５５９０７５４９ ０．４４３５６７０３ ０．６４９９７５００

０．４２９９８９ １．０７６４２４９６ １．０７７６０９６７ ０．１１１５３４２１ ０．７２９９９２２０

０．２５０００１ ０．８５１４５１３０ ０．２５３７２９８３ ０．７０９２００６６ ０．０２９９５１０５

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

　　对于约化为 Hesserberg矩阵,使用初等稳定矩阵的约化

变换方法通常比 Householder方法更精确,如果可以利用计

算机内积累加的运算优点,这个方法显得十分紧凑.它比三

角形化方法[３]也要减少乘法量,若用初等相似变换把矩阵约

化为 Hessenberg型的三角形化方法,那么第r列中(n－r－
１)个零元素需要用(n－r－１)个稳定的初等矩阵 Mj,r＋１逐个

引进,而不是一个稳定矩阵 N~r＋１,这种情况下第r＋１步细分

为(n－r－１)小步,每一小步引进一个零(矩阵 Mij,除了(i,j)
元素为乘子外,它等于单位矩阵).
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