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摘　要　在许多实际应用中出现了大量的冗余数据,这些数据可能是高维的,这时进行回归预测将会出现过拟合的现象,并且

还会出现预测精度偏低等问题.另外,大多数回归方法都是基于向量的,忽略了矩阵数据原始位置之间的关系.为此,文中提

出了一种基于样本特征核矩阵的稀疏双线性回归(KernelMatrixＧbasedSparseBilinearRegression,KMSBR)方法.该方法直接

将数据矩阵作为输入,其是通过左右回归系数矩阵而建立的,利用样本的特征核矩阵和 L２,１范数,能够同时实现对样本及样本

特征的选择,且考虑了数据的原始位置,提高了算法的性能.在若干数据集上的实验结果表明,KMSBR能有效地选择相对重

要的样本和特征,从而提高算法的运行效率,且其预测精度优于已有的几种回归模型.
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Abstract　Therearealargenumberofredundantdatainmanyrealapplications,whichmaybehighdimensional．Inthiscase,

therewillbemanyproblemsinregressionprediction,suchasoverfittingandlowpredictionaccuracy．Inaddition,mostregression
methodsarebasedonvectors,ignoringtherelationshipbetweentheoriginalpositionsofmatrixdata．Tothisend,asamplekernel
matrixＧbasedsparsebilinearregression(KMSBR)methodisproposed．TheKMSBRmodelwhichusethesamplefeaturekernel
matrixandL２,１Ｇnormisestablishedthroughtheleftandrightregressioncoefficientmatrix．Thus,theKMSBRcanimplementthe
selectionofsamplesanditsfeaturessimultaneously．ExperimentalresultsonseveraldatasetsshowthatKMSBRcaneffectively
selectsamplesanditsfeatures,thusimprovetheefficiencyofthealgorithm,andthepredictionaccuracyisbetterthantheexisting
regressionmodels．
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１　引言

在许多实际应用中,构建学习模型并通过相应的算法来

处理数据以解决不同的问题是常用的方法.在这些方法中,

回归分析或曲线拟合在实际应用中较为常见.回归模型通过

估计一个或多个自变量(输入)与一个因变量(输出)之间的关

系来预测给定输入的连续输出值,使模型拟合误差之和最

小[１].回归模型可以被广泛应用于金融、经济、电力能源、医

疗卫生等领域.但是,如果数据集中存在大量次要的样本与

特征,则回归模型容易出现过拟合现象,从而降低预测的精确

性.因此,除了预测功能外,选择重要的样本和特征对于回归

分析也是至关重要的.其可以提高模型的泛化能力和可解释

性,降低冗余样本与特征对预测结果的影响,提高预测精度.

常见的回归方法分为线性回归[２]与非线性回归[３].传统

的线 性 回 归 方 法 包 括 岭 回 归、LASSO (Least Absolute
ShrinkageandSelectionOperator)回归等,但这类方法无法

解决非线性问题.而典型的非线性回归方法有支持向量回归

(SupportVectorRegression,SVR)、最小二乘支持向量回归

(LeastSquaresSupportVectorRegression,LSSVR)等.支持

向量回归(SVR)利用正则化参数在模型复杂度和总误差之间

进行权衡,从而预测输入的输出值[４Ｇ６].在面对非线性回归问

题时,SVR引入核函数,将有限维的原始空间映射到新的空

间,然后在特征空间中进行回归操作.与SVR不同的是,最
小二乘支持向量回归(LSSVR)通过最小化平方误差来降低

模型的计算复杂度[７Ｇ８].与SVR相比,LSSVR模型虽然具有

较强的统计鲁棒性和较低的计算复杂度,但缺乏模型解的稀

疏性,因此它提取重要样本的能力相对较差.Tian等[９]提出

了一种 线 性 规 划 支 持 向 量 回 归 方 法 (LinearProgramming
SupportVectorRegression,LPSVR),该方法引入 L１范数为

正则化项.但是,上述方法仍然不具有特征选择的能力,而且

计算量也很大.Zhang等提出了一种基于双稀疏优化的最小

二乘回 归 方 法 (BiＧSparseOptimizationＧbasedLeastSquares



Regression,BSOLSR)[１０]和基于双稀疏优化的可解释回归方

法(BiＧSparseOptimizationRegression,BSOR)[１１],这些方法

通过重构行核矩阵和列核矩阵来提高数值预测的准确性,但
它们都需要迭代地求解两个线性方程组,因此其复杂度较高.

BSOLSR模型仅使用一对回归系数向量,这可能会导致此模

型存在较大的回归误差.

现有的特征选择算法大多是基于向量的,如基于线性判

别分析的特征选择算法 FisherScore[１２].Liu等[１３]在特征选

择的基础上加入多任务学习,提出了多任务特征选择方法.

Nie等[１４]在鲁棒线性回归中加入稀疏约束,提出了鲁棒特征

选择算法(RobustFeatureSelection,RFS).Cai等[１５]提出了

一种特征选择方法,该方法将 L２,１范数作为损失函数.Liu
等[１６]提出了一种全局和局部结构保存特征选择方法(Global
andLocalStructurePreservationforFeatureSelection,GLＧ
SPFS),该方法在 RFS算法全局结构的基础上考虑了数据的

局部结构.这些特征选择方法在学习前都需要先将原始的矩

阵数据扫描成向量,然后再进行其他的处理.将矩阵数据向

量化会引起一些问题,首先,向量数据通常维度都较高,这会

导致许多方法出现小样本问题.其次,向量化忽略了原始矩

阵数据的位置信息,破坏了数据之间的几何关系.基于此类

问题,Hou等[１７]提出了一种稀疏矩阵回归算法(SparseMaＧ
trixRegression,SMR),用于对矩阵数据进行直接特征选择,

有效地改善了特征选择的分类性能.

在处理非线性问题时,为了更为有效地利用原始数据的

拓扑信息,本文在 BSOLSR 方法的基础上,结合稀疏矩阵回

归SMR方法,构建了一种新的基于样本特征核的稀疏双线

性回归(KMSBR)模型,以在双稀疏优化的基础上提高数值预

测的准确性.与同样对样本与特征进行选择的 BSOLSR 模

型相比,KMSBR模型使用了多对回归系数向量,提高了预测

精度.此外,KMSBR还使用 L２,１范数作为稀疏正则化项,可
得到稀疏的多对回归系数向量.相比传统的非线性回归模

型,KMSBR通过多对回归系数向量同时实现对样本及特征

的选择,从而选择重要的样本与特征.因此,KMSBR在提高

预测准确性的同时,也具有一定的可解释性.

２　相关研究

给定 一 个 训 练 样 本 集 T＝ {(xi,yi)}ni＝１,其 中xi ＝
(xi１,xi２,􀆺,xid)T∈Rd (i＝１,２,􀆺,n)为 第i个 样 本,F＝
{fm}dm＝１(fm∈Rn)为特征集,yi(yi∈R)为其对应的连续输出

值,d为特征维数,n为样本个数.对于回归问题,目标是寻

找一个回归函数f:xi→yi,使训练集T 的预测误差值最小.

对于测试样本x,通过回归函数给出其预测值.
下文介绍几种典型的基于回归的特征选择方法.

２．１　鲁棒特征选择 (RFS)

RFS[１５]是一种基于向量的特征选择方法,该方法通过对

回归系数W 施加L２,１范数,使得W 稀疏,并通过稀疏的回归

系数选择数据特征.RFS的目标函数为:

L(W,b)＝∑
l

i＝１
‖WTxi＋b－yi‖F＋α‖W‖２,１ (１)

其中,W∈Rd×c,b∈Rc(c为类别数)为偏置项,α(α＞０)为拉格

朗日参数.这里使用 L２,１范数来实现样本特征的选择,即选

择样本数据中相对重要的特征.虽然 RFS在许多应用中都

取得了显著的效果,但它只接受向量作为输入.当数据集为

矩阵数据集时,矢量化会忽略原始矩阵的位置信息.

２．２　最小二乘支持向量回归 (LSSVR)

LSSVR[５Ｇ６]是一种基于核函数的特征选择方法.与支持

向量回归模型(SVR)相比,LSSVR使用平方误差和(SSE)来
代替SVR中的总误差,故LSSVR的模型如下:

min
w,b,ζ

１
２

(‖w‖２
２＋α∑

n

i＝１
ζ２

i)

s．t．(wTϕ(xi)＋b)＋ζi＝yi,ζi∈R,i＝１,􀆺,n
(２)

其中,w为权重向量,截距b为无约束变量,ζi 为第i个样本的

误差,α(α＞０)为拉格朗日参数,函数ϕ(x)为核函数.LSSVR
仅是对样本进行冗余度分析,但不包含对特征的稀疏分析.

２．３　基于双稀疏优化的最小二乘回归方法 (BSOLSR)

BSOLSR[１０]是一种基于核函数的特征选择方法,它可以

选择重要的样本与特征.BSOLSR 可表示为以下两个优化

问题:

min
λ－,η

１
２

(λ
－Tdiag(θ(t))λ

－
＋α∑

n

i＝１
η２

i)

s．t．λ
－TAi＋ηi＝yi,λ

－
∈Rn＋１,ηi∈R,i＝１,􀆺,n

(３)

min
μ
－,ζ

１
２

(μ
－Tdiag(π(t))μ

－
＋β∑

n

i＝１
ζ２

i)

s．t．μ
－TBi＋ζi＝yi,μ

－
∈Rd＋１,ζi∈R,i＝１,􀆺,n

(４)

其中,η＝(η１,􀆺,ηn)T 和ζ＝(ζ１,􀆺,ζn)T 是两个松弛变量,

α＞０和β＞０是两个正参数,λ
－

和μ
－

是两个回归系数向量.A
和B 为所有训练样本的行核矩阵和列核矩阵,即:

Α＝

μTu１１ 􀆺 μTun１

⋮ ⋱ ⋮

μTu１n 􀆺 μTunn

１ 􀆺 １

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
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ú
ú

,B＝

λTv１１ 􀆺 λTvn１

⋮ ⋱ ⋮

λTv１d 􀆺 λTvnd

１ 􀆺 １

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(５)

其中,μij ＝ (k(xi１,xj１),􀆺,k(xid,xjd ))T,vim ＝ (k(xim ,

x１m),􀆺,k(xim ,xnm ))T.交替求解式(３)和式(４)可得到稀疏

的回归系数向量λ
－

和μ
－.

３　基于样本特征核矩阵的稀疏双线性回归 (KMSＧ
BR)

　　BSOLSR算法使用两个稀疏回归模型来分别实现对样本

与特征的选择.而提出的 KMSBR算法则可以同时实现样本

选择和特征选择的统一模型,并利用 RFS中的 L２,１范数来表

示损失函数和稀疏约束.
对于任意两个训练样本xi 和xj(i,j＝１,􀆺,n),假设基函

数ϕ(xim )将xi 的第m 个特征值xim 从原始特征空间映射到一

个新的 特 征 空 间 (m＝１,􀆺,d),则 称 函 数k(xim ,xjm )＝

ϕ(xim )Tϕ(xjm )为xi 和xj 的第m 个特征的核函数.本文使用

如下线性核函数:

k(xim ,xjm )＝ϕ(xim )Tϕ(xjm )＝xT
imxjm (６)

则定义如下矩阵:

Ki＝

k(xi１,x１１) k(xi２,x１２) 􀆺 k(xid,x１d)

k(xi１,x２１) k(xi２,x２２) 􀆺 k(xid,x２d)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

k(xi１,xn１) k(xi２,xn２) 􀆺 k(xid,xnd)

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(７)
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该矩阵为样本xi 的特征核矩阵,它的第j行为xi 与xj 的

特征核向量,称之为样本xi 与xj 的行核向量;第m 列为xi 和

所有样本的第m 个特征的核向量,称之为xi 与所有样本的第

m 个特征间的列核向量.
广义双线性回归模型(GBR)[１８]使用一组左回归系数向

量和右回归系数向量来实现对样本与特征的选择,但是该模

型的拟合误差较大.为了提升模型的回归预测能力,使用

s＜min(n,d)对左回归向量{ul}sl＝１和右回归向量{vl}sl＝１建立

以下基于样本特征核矩阵的双线性回归(KMSBR)模型.

min
U,V,b

　∑
n

i＝１
(Tr((U)TKiV)＋b－yi)２＋α‖U‖２,１＋

β‖V‖２,１ (８)

其中,U＝[u１,u２,􀆺,us]∈Rn×s和V＝[v１,v２,􀆺,vs]∈Rd×s分

别为左、右回归系数矩阵,回归向量对数s用来平衡回归模型

的学习与泛化能力.α和β为非负参数,b∈R为模型偏差.
模型(８)中行稀疏的左回归矩阵U 可以从Ki 中选择行,

即实现样本的选择,而行稀疏的右回归矩阵V 可以从Ki 中选

择列,即实现特征的选择.因此,该模型能同时实现对样本及

特征的选择.模型(８)含有３个变量U,V 和b,同时求解会比

较困难,因此可以利用交替迭代法进行求解.求解过程如下.
(１)固定V 和b,更新U
当V 和b固定时,目标函数(８)可表示为:

∑
n

i＝１
(∑

s

l＝１
(ul)TKivl＋b－yi)２＋αTr(UTD(u)U) (９)

其中,对角矩阵D(u)的第l个主对角元素定义为:

du
ll＝

１
２‖ul‖２

２

, ul≠０

δ, otherwise{ (１０)

其中,ul 为U 的第l行,δ为充分小的正常数.
对式(９)关于uj 求导并令其等于零,可以得到:

uj＝－[αD(u)＋∑
n

i＝１
Kivj (vj)T (Ki)T]－１×∑

n

i＝１
[∑

s

l≠j
(ul)T Ki

vl＋b－yi]Kivj (１１)
(２)固定U 和b,更新V
当固定U 和b时,目标函数(８)可表示为:

∑
n

i＝１
(∑

s

l＝１
(ul)TKivl＋b－yi)２＋βTr(VTD(v)V) (１２)

其中,对角矩阵D(v)的第r个主对角元素定义为:

dv
rr＝

１
２‖vr‖２

２

, vr≠０

δ, otherwise{ (１３)

其中,vr 为V 的第r行.
对式(１２)关于vj 求导并令其等于零,可以得到:

vj＝ － [βD(v)＋ ∑
n

i＝１
(Ki)Tuj (uj)TKi]－１ × ∑

n

i＝１
[∑

s

l≠j
(vl)T

(Ki)Tul＋b－yi](Ki)Tuj (１４)
(３)固定U 和V,更新b
当固定U 和V 时,目标函数(８)等价于:

min
b

∑
n

i＝１
(Tr((U)TKiV)＋b－yi)２ (１５)

其最优解为:

b＝１
n ∑

n

i＝１
(yi－Tr((U)TKiV)) (１６)

以上过程可迭代地进行,直到达到最大迭代次数或满足

如下终止迭代条件:

|L(t＋１)－L(t)|＜τ (１７)

其中,L(t)＝ ∑
n

i＝１
(Tr((U(t))T Ki V(t))＋b(t) －yi)２ ＋α

‖U(t)‖２,１＋β‖V(t)‖２,１,τ＞０为一个充分小的正实数.整

个过程如算法１所示.

算法１　KMSBR算法

输入:训练样本{(xi,yi)}ni＝１;正则化参数α和β;左右回归向量的对数

s∈{１,２,􀆺},核函数k(􀅰,􀅰),最大迭代次数 Tmax

输出:U(Tmax)和V(Tmax)

１．初始化:U(０)＝[Is×s,０s×(n－s)]T,V(０)＝[Is×s,０s×(d－s)]T,t＝０

２．whilenoconvergencedo

３．由式(６)计算各样本xi的特征核矩阵Ki

４．由式(１６)更新b的值

５．由式(１０)计算对角矩阵D(u)

６．由式(１１)更新左回归矩阵U

７．由式(１３)计算对角矩阵D(v)

８．由式(１４)更新右回归矩阵V

９．更新迭代次数t＝t＋１

１０．endwhile

４　实验和结果分析

本节通过实验说明 KMSBR的有效性,并将它和其他７种

算法 进 行 比 较,即 SMR[１７],SVR[２Ｇ４],BSOLSR[１０],BSOR[１１],

LASSO[１９],LSSVR[５Ｇ６]和RFS[１４].这里使用的１１个不同规模

的数据集均取自 UCI数据库[２０],各数据集的样本数和特征数

如表１所列.本文评价指标分别为均方误差(MSE)、平均绝

对误差(MAE)、定义样本缩减率(IRR)和特征缩减率(FRR)
等预测统计量.实验平台为 MATLABR２０１６a.

表１　数据集统计

Table１　Datasetstatistics

dataset numberof
samples

numberof
features

numberof
trainingsample

numberof
testing
sample

bodyfat ２５２ １４ １７６ ７６
kidney ７６ ６ ５３ ２３
house ２０６４０ ６ ４３６８ １６２７２
PM１０ ５００ ７ ３５０ １５０

mlＧprove ４５８９ ５６ ３２１２ １３７７
SCAD１ ７０ ２０５ ４９ ２１
NO２ ５００ ７ ３５０ １５０

airfoil_self_noise １５０３ ５ １０５２ ４５１
abalone ４１７７ ８ ２５０５ １６７２

winequalityＧred １５９９ １１ １１１７ ４８２
dermatology ３６６ ３３ ２５４ １１２

４．１　数据集

实验中将每个数据集分别随机地划分为训练集和测试

集,各数据集的训练样本数以及测试样本数如表１所列.

从表１ 中 各 数 据 集 的 统 计 信 息 可 以 看 出,house,mlＧ

prove,airfoilself_noise,abalone及 winequalityＧred等数据集

相对 较 大,而 mlＧprove和 SCAD１ 则 是 高 维 的.其 中 mlＧ

prove是高维的大数据集,其他的都是中小规模的数据集.

４．２　性能指标

实验中,对于１１个数据集中的每个数据,采用最小Ｇ最大

准则将不同特征值归一化到区间[０,１].

评 价 各 回 归 模 型 预 测 性 能 的 指 标 通 常 有 均 方 误 差

(MSE)和平均绝对误差(MAE),它们的定义分别为:

７８１邵政毅,等:基于样本特征核矩阵的稀疏双线性回归



MSE＝１
n ∑

n

i＝１
(yi－y

∧
i)２ (１８)

MAE＝１
n ∑

n

i＝１
|yi－y

∧
i| (１９)

其中,yi 是真实的标签,y
∧
i 是样本xi(i＝１,２,􀆺,n)的预测

值.MSE和 MAE 值越接近于零,回归模型的预测精度就

越高.
此外,还使用重要样本数＃IIs和重要特征数＃IFs来分

别分析比较不同回归模型的样本选择能力和特征选择能力.
对于某种回归模型,为了度量其识别重要样本和特征的能力,
分别定义样本缩减率(IRR)和特征缩减率(FRR)为:

IRR＝ １－＃IIs
|F|( ) ×１００％ (２０)

FRR＝ １－＃IFs
|T|( ) ×１００％ (２１)

其中,F为训练集中的样本数,而 T 为训练集中的特征数,

＃IIs为重要样本数,＃IFs为重要特征数.这里,样本的重

要性和特征的重要性可以分别用以下指标来描述:

II(xi)＝ λi

∑
n

i＝１
λi

×１００％ (２２)

FI(fm)＝ μm

∑
d

m＝１
μm

×１００％ (２３)

其中,xi 为第i个样本,fm 是特征集中的第m 个特征;λi＝

‖ui‖１ 为左回归矩阵U 中第i行元素的绝对值之和,它表示

样本xi 的相对重要性;μm ＝‖vm‖１ 为右回归矩阵V 中第m
行所有元素绝对值之和,它表示所有的样本第 m 个特征fm

的重要性(m＝１,􀆺,d).设置充分小的正实数σ１ 和σ２,如果

λi＜σ１,那么对应的样本xi 为次要的样本,其II值取为零;否

则,样本xi 为相对重要的样本,而且II值越大,对应的样本就

越重要,因此它为更具代表性的训练样本.同理,如果μm ＜

σ２,那么对应的特征fm 为次要的特征,其 FI值可取为零;

否则,特征fm 为相对重要的特征.这样,可以从训练集和

特征集中选择一些相对重要的样本和特征,从而提高样本

分类的效率.

４．３　参数设置

由模型(８)可知,非负参数α和β以及回归向量个数s的

大小决定了算法的预测精确度.假设非负参数α和β的取值

范围为[１０－４,１０－３,􀆺,１０４],s为[１,min(n,d)]内的正整数.

采用网格搜索的方法,在以上参数范围内找到在测试集上

使得 MSE最优的参数组合.各回归模型在１１个数据集

上 的 最 优 参 数α,β以 及 KMSBR 中 的α,β和s参 数 值 如

表２所列.

表２　在１１个测试集上各回归模型的参数值

Table２　Parametervaluesofeachregressionmodelon１１testsets

dataset
KMSBR

α β s
SMR
α

SVR
α

BSOLSR
α β

LASSO
α

LSSVR
α

RFS
α

BSOR
α β

bodyfat １０－２ １０－２ １ １０－４ １０３ １０１ １０２ １００ １０３ １０－３ １０１ １０１

kidney １０－１ １０－１ １ １０－４ １０２ １０２ １０３ １００ １００ １０－２ １０２ １０３

house １０－２ １０－２ ２ １０－２ １０３ １０１ １０１ １００ １０４ １０－１ １０１ １０１

PM１０ １０－２ １０－２ ２ １０－４ １０４ １０２ １０４ １００ １０４ １０－３ １０１ １０１

mlＧprove １０－２ １０－２ １ １０－２ １０２ １０１ １０１ １００ １０２ １０－３ １０２ １０２

SCAD１ １００ １００ １ １０－３ １０１ １０２ １０３ １００ １０２ １０－２ １０２ １０２

NO２ １０－４ １０－４ １ １０－２ １０５ １０２ １０２ １００ １０４ １０－３ １０２ １０２

airfoil_self_noise １０－２ １０－２ １ １０－３ １０４ １０２ １０２ １００ １０１ １０－３ １０１ １０１

abalone １０－４ １０－４ １ １０－２ １０４ １０２ １０３ １００ １０３ １０－３ １０１ １０３

winequalityＧred １０－４ １０－４ １ １０－２ １０３ １０２ １０２ １００ １０２ １０－３ １０１ １０１

dermatology １０－４ １０－４ １ １０－３ １０１ １０１ １０３ １００ １０２ １０－３ １００ １０３

４．４　计算复杂性

由算法１可以看出,KMSBR 的计算步骤最多的是用函

数(１１)更新左回归矩阵U,用函数(１４)更新右回归矩阵V.

函数(１１)是函数(９)正则化最小二乘问题的解,其计算复杂度

为 O(n×s２).相应地,函数(１４)中的计算复杂度为 O(n×

s２).假设总迭代次数为T,KMSBR的计算复杂度为 O(n２×

s２×T).一般T 小于３０,s远小于n.

４．５　实验结果与分析

KMSBR算法和对比算法在１１个训练集上进行训练,并

分别在训练集上找到参数最优的回归模型,然后将这些回归

模型应用于独立测试集,得到预测输出值.

对于 １１ 个 测 试 集 中 的 每 个 测 试 集,使 用 式 (１８)－
式(２１)分别计算回归模型的 MSE,MAE,FRR和IRR值,

如表３－表６所列.

表３　在１１个测试集上各回归模型预测的 MSE值

Table３　MSEvaluespredictedbyeachregressionmodelon１１testsets

dataset KMSBR SMR SVR BSOLSR LASSO LSSVR RFS BSOR
bodyfat ０．０００４ ０．０００４ ０．０７１７ ０．０３２０ ０．００２４ ０．０００３ ０．０００６ ０．０４８０
kidney ０．０６８５ ０．０８９１ ０．２１０５ ０．０７４８ ０．２６１３ ０．０７７４ ０．１０５８ ０．１０３８
house ０．０３４０ ０．０５５９ ０．０９４３ ０．０５６２ ０．１０３２ ０．０４６１ ０．１１５４ ０．０５４９
PM１０ ０．０２６３ ０．０２９１ ０．０９２１ ０．２０２４ ０．０２７６ ０．０２６４ ０．０４３１ ０．０３６６

mlＧprove ０．０００１ ０．２４３０ ０．０５１９ ０．２４８９ ０．１３１９ ０．０００８ ０．００２５ ０．２３９８
SCAD１ ０．０３５０ ０．０５０７ ０．２７１２ ０．０５００ ０．０６９９ ０．０４７３ ０．０３６８ ０．１２３７
NO２ ０．０１６６ ０．０２５５ ０．０６９６ ０．１０９２ ０．０２０２ ０．０１２９ ０．０１７６ ０．０５００

airfoil_self_noise ０．０３０３ ０．０３７４ ０．２１５７ ０．０３２９ ０．０４１９ ０．０３２８ ０．０９８４ ０．０３４２
abalone ０．１６７８ ０．１６９０ ０．２３１６ ０．１７８９ ０．１７４１ ０．１６８０ ０．１７６０ ０．１７２６

winequalityＧred ０．０１７８ ０．０２６３ ０．０８７４ ０．０２５２ ０．０２５２ ０．０２０２ ０．０３３０ ０．０２５７
dermatology ０．０２１７ ０．０１９７ ０．０６６３ ０．０９５５ ０．０３０５ ０．０１４７ ０．０２８１ ０．０９４６

８８１ ComputerScience 计算机科学 Vol．４８,No．１０,Oct．２０２１



表４　在１１个测试集上各回归模型预测的 MAE值

Table４　MAEvaluespredictedbyeachregressionmodelon１１testsets

dataset KMSBR SMR SVR BSOLSR LASSO LSSVR RFS BSOR
bodyfat ０．０１３０ ０．０１２１ ０．２６６７ ０．１４７０ ０．０３８７ ０．００９６ ０．０１６７ ０．１７７１
kidney ０．２０５２ ０．２４０７ ０．３９８６ ０．２０９２ ０．４３８１ ０．２１５１ ０．２６７６ ０．２７９８
house ０．１４１６ ０．１７８０ ０．２３２３ ０．１８２２ ０．２４０７ ０．１６５６ ０．２５５１ ０．１８０２
PM１０ ０．１３０９ ０．１３６０ ０．２６４７ ０．４１５２ ０．１３４１ ０．１３００ ０．１６６０ ０．１４９７

mlＧprove ０．００２４ ０．４８６１ ０．２１０５ ０．４９１６ ０．３２８３ ０．０２５７ ０．０１２４ ０．４７８１
SCAD１ ０．１３８１ ０．１９６６ ０．４８６７ ０．１９０５ ０．２１７３ ０．１６５６ ０．１４３６ ０．２７４６
NO２ ０．０９６９ ０．１２２３ ０．２３９７ ０．３００７ ０．１０９６ ０．０８１５ ０．０９５５ ０．１７１３

airfoil_self_noise ０．１４５８ ０．１６０４ ０．４１１８ ０．１５００ ０．１６４８ ０．１４９５ ０．２６８６ ０．１４９５
abalone ０．３４６１ ０．３４６５ ０．４１６０ ０．３６９５ ０．３６００ ０．３４９０ ０．３６９０ ０．３６０１

winequalityＧred ０．１０４２ ０．１３７１ ０．２６９３ ０．１３２４ ０．１２４７ ０．１１２１ ０．１３９７ ０．１３５１
dermatology ０．１１２６ ０．１１２４ ０．２１５６ ０．２６３３ ０．１３５７ ０．０９６４ ０．１３２８ ０．２６４１

表５　在１１个测试集上６种回归模型的FRR值

Table５　FRRvaluesofthefiveregressionmodelson１１testsets

dataset KMSBR SMR BSOLSR LASSO RFS BSOR
bodyfat ５０．００ ６４．２９ ４２．８６ ７１．４３ ２１．４３ ６４．２９
kidney ８３．３３ ８３．３３ ５０．００ １６．６７ １６．６７ ３３．３３
house ６２．５０ １２．５０ ７５．００ ６２．５０ １２．５０ ３７．５０
PM１０ ４２．８６ ４２．８６ ５７．１４ ２８．５７ ２８．５７ ２８．５７

mlＧprove ７５．００ ６６．０７ ７３．２１ ６６．０７ ７３．２１ ７３．２１
SCAD１ ８２．９３ ９５．１２ ８１．９５ ８７．３２ ８２．４４ ８２．４４
NO２ ４２．８６ ２８．５７ ５７．１４ ２８．５７ ２８．５７ ４２．８６

airfoil_self_noise ４０．００ ６０．００ ６０．００ ６０．００ ６０．００ ６０．００
abalone ５０．００ ３７．５０ １２．５０ ３７．５０ １２．５０ １２．５０

winequalityＧred ５４．５５ ５４．５５ ４５．４５ ２７．２７ ２７．２７ ４５．４５
dermatology ４８．４８ ３３．３３ ９０．９１ ４８．４８ ２７．２７ ３０．３０

表６　在１１个测试集上６种回归模型的IRR值

Table６　IRRvaluesofthefiveregressionmodelson１１testsets

dataset KMSBR SMR SVR BSOLSR LSSVR BSOR
bodyfat ３６．９３ ３６．９３ ６０．２３ ４３．１８ ６６．４８ ４６．０２
kidney ５４．７２ ８６．７９ ２８．３０ ９８．１１ ４１．５１ ５６．６０
house ９９．９１ ０．０４ ２９．４０ ９９．９５ ３０．７２ ９９．９５
PM１０ ９８．２９ ０．２９ ４３．１４ ９９．７１ ４３．１４ ９４．８６

mlＧprove ６１．９９ ５２．１８ ５３．８０ ４０．４１ ５４．９８ ４０．４１
SCAD１ ５５．１０ ７３．４７ ２６．５３ ９７．９６ ４４．９０ ９１．８４
NO２ ９１．７１ ９５．１４ ２２．８６ ９９．７１ １７．７１ ８４．８６

airfoil_self_noise ５９．３２ ９６．１０ ５８．５６ ９９．８１ ６０．６５ ９６．１０
abalone ９９．２４ ７４．６９ ２１．５２ ９９．８８ ３０．３０ ４３．１６

winequalityＧred ９８．４８ ９２．６６ ６５．９８ ９９．９１ ６８．１３ ８８．９９
dermatology ９４．８８ ９０．５５ ９４．０８ ９７．６４ ９５．２８ ９５．２８

由表３和表４可知,在大多数测试集上,KMSBR一般比

其他回归模型具有更好的 MSE和 MAE值.具体来说,LSSＧ

VR在bodyfat,NO２和dermatology数据集上获得了最佳的

MSE,而 KMSBR 在 剩 余 的 ８ 个 数 据 集 上 获 得 了 最 佳 的

MSE.关于 MAE,LSSVR在bodyfat,PM１０,NO２和dermaＧ

tology数据集上分别获得了最佳的 MAE值,但它们与 KMSＧ

BR的 MAE相差不是太明显,而且 KMSBR在剩余的数据集

上明显地获得了最佳的 MAE值.

由表３和表 ４可知,在大样本以及高维的数据集中,

KMSBR算法具有更好的预测性能,而在小样本或是低维的

数据集中,KMSBR算法的预测性能则与其他几种回归方法

相差不多.这主要是因为在大样本或是高维的数据集中,具

有判别性的特征或样本会更多,而 KMSBR算法结合了稀疏

矩阵回归方法,利用了L２,１范数稀疏正则化项,具有可以同时

选择出更多具有判别性的特征与样本的优势,因此在这类数

据集中,KMSBR算法的性能会比其他对比的回归算法好.

KMSBR算法在大部分数据集上的 MSE和 MAE值优于

其他回归模型的主要原因之一可能是在其模型中使用了成对

的左回归系数和右回归系数.由于左回归系数矩阵和右回归

系数矩阵具有稀疏性,因此该模型可以分别对样本和特征进

行选择,从而提高预测的准确性.另外,与 BSOLSR不同的

是,KMSBR模型中使用了多对左右回归系数向量,这样可进

一步减少拟合误差,有利于预测精度的提高.总之,由实验结

果可知,KMSBR模型的预测精度优于其他现有的回归算法.

为进一步说明算法的有效性,接下来比较相关算法对特

征和样本的选择能力,即算法的特征缩减率和样本缩减率,如
表５和表６所列.由于SVR和LSSVR仅仅是对样本进行稀

疏化,因此在FRR值的统计结果中(见表５)没有列出它们的

相关特征缩减率.同理,在IRR值的统计结果中(见表６)也
没有列出LASSO和 RFS的样本缩减率.

由表５和表６可知,KMSBR回归模型的 FRR值和IRR
值相对于其他模型虽然在多数测试集上不是最优的,但它至

少不是最差的,因此其具有一定的特征选择和样本选择能力.

在 KMSBR回归模型中,由于利用了左右回归矩阵对样本的

特征核矩阵进行了回归,并根据左回归矩阵的行稀疏性实现

了样本的选择,根据右回归矩阵的行稀疏性实现了特征的选

择,因此其预测精度高于其他方法.注意到在左右回归矩阵

中的非稀疏行中可能包含绝对值较大的元素,这些行的元素

绝对值之和将会影响特征和样本的选择,从而在某些测试集

上其特征和样本的缩减率小于其他回归算法.

４．６　收敛性

为说明算法的收敛性,考虑 KMSBR的目标函数值随迭

代次数的变化趋势,这里仅给出该算法目标函数在bodyfat,

kidney数据集上的变化情况,而在其他数据集上的情况与之

类似.其中,各数据集的训练样本数为１７６,５３,特征数为１４,

６,最大迭代次数为５０.结果如图１所示,本文算法的目标函

数随着迭代次数的增加逐渐减小,且当迭代次数增加到一定

值时,目标函数值趋于稳定,这说明本文提出的 KMSBR算法

是具有收敛性的.

(a)bodyfat数据集 (b)kidney数据集

图１　部分数据集的目标函数收敛图

Fig．１　Convergencefigureofobjectivefunctionofpartialdatasets
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结束语　本文提出了一种基于样本特征核矩阵的稀疏双

线性回归模型(KMSBR).该模型在 BSOLSR 的基础上,结

合稀疏矩阵回归SMR方法,使用了多对回归系数向量,还使

用L２,１范数作为稀疏正则化项,得到了稀疏的多对回归系数

向量.利用该模型及得到的算法可以同时选择相对重要的样

本和 特 征.在 １１ 个 真 实 的 数 据 集 上 的 实 验 结 果 表 明,

KMSBR的预测性能普遍优于现有的SMR,SVR,LSSVR,

BSOLSR,LASSO和 RFS方法.

虽然 KMSBR在高维大样本数据集中具有良好的预测性

能,但如何进一步提高其在低维小样本数据集中的预测性能

仍需继续研究.KMSBR在对相对重要的样本和特征的选择

能力方面仍然有所不足,还需要进一步对特征和样本的缩减

率进行研究,从而改善算法的运行效率.
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