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摘　要　文中研究了两点混合环上负载均衡问题的两种半在线情形.给定一个两点混合环和若干流量需求,寻找合适的流量

运输方式,使得环上的最大负载尽可能地小.当存在一个容量为 K 的缓冲区时,证明了该半在线情形的下界为４/３.特别地,
当K＝１时,证明了下界为３/２,并给出了一个竞争比至多为８/５的半在线算法.当所有流的需求之和已知时,设计了一个竞争

比为３/２的最优半在线算法.
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１　引言

环负载均衡问题在基于光纤的通信网络和多物流运输等

领域有着广泛应用,近２０年来,环负载均衡问题及其变种已

得到深入的研究,在无向环和有向环上都取得了一些成果.

环负载均衡问题即给定一个环网络R＝(V,E),V 是顶点集,

E是无向边集,V 中的顶点之间有一些流,需要将这些流从起

始顶点按照顺时针或者逆时针的方向通过E 中的边运输到

终点.E中每条边的负载为通过这条边的所有流的需求之

和,目标为最小化 E 中边的最大负载.环负载均衡问题由

Cosares等[１]提出,文献[２Ｇ５]对其进行了大量研究.目前,环
负载均衡问题研究主要有３种流模型:１)流的需求任意可分,

即任意两个顶点之间的一个流可以任意分成两个部分,再分

别沿着顺时针和逆时针两个方向运输;２)流的需求整数可分,

即任意两个顶点之间的一个流可以任意分成两个整数部分,

再分别沿着顺时针和逆时针两个方向运输;３)流的需求不可

分,即任意两个顶点之间的一个流不能被拆分,只能沿着顺时

针或逆时针方向运输.

对于无向环上的负载均衡问题,Khanna[５]研究了流的需

求不可分的情形,设计了一个多项式时间近似方案(PTAS).

Schrijver等[３]研究了流的需求任意可分的情形,给出了一个

O(n２k)时间复杂度的最优算法,其中n是无向环的顶点数

量,k为流的数量.Li等[６]研究了带惩罚费用的负载均衡问

题,证明了该问题是 NPＧhard的,对流的需求整数可分情形给

出了一个１．５８Ｇ近似算法,对流的需求不可分情形给出了一个

１．５８＋εＧ近似算法.Nong等[７]考虑了流的需求整数可分情

形下,带权重的环负载均衡问题.

对于有向环上的负载均衡问题,Wilfong等[８]考虑了流

的需求任意可分的情形,设计了一种最优算法.Myung等[９]

考虑了流的需求整数可分的情形,给出了一个时间复杂度为

O(nk)的最优算法.Myung等[１０]提出了一个时间复杂度为

O(min{nk,n２})的 最 优 算 法,改 进 了 这 个 结 果.接 着,

Wang[１１]设计了一个线性时间的最优算法,再次改进了这个

结果.Becchetti等[１２]考虑了流的需求不可分的情形,设计了

一个PTAS.Guan等[１３]考虑了带惩罚费用的情形,当流可分

时,设计了一种１．５８２Ｇ近似算法;当流不可分时,设计了一种

３Ｇ近似算法.

Havill等[１４]首先提出了在线负载均衡问题,他们考虑了

流的需求任意可分的情形,并给出了一个有向环上的最优在

线算法.Guan等[１５]提出了混合环上的在线负载均衡问题,

并考虑了两点混合环上的３种模型:１)流的需求任意可分,设
计了一种最优在线算法;２)流的需求整数可分,设计了一种渐

进最优在线算法;３)流的需求不可分,给出了一种在线算法.

两点环的３种环模型如图１所示.



(a)无向环 (b)有向环 (c)混合环

图１　３种环模型

Fig．１　Threeringmodels

对于混合环上的在线负载均衡问题,目前仅知文献[１５]

中两点混合环上的成果,对于流不可分时,还未得到最优在线

算法.受文献[１５]的启发,结合文献[１６],当流的需求不可分

时,对于两点混合环上的在线负载均衡问题,我们分别考虑了

带有一个容量为K∈ℕ＋ 的缓冲区和流的需求之和T 已知的

情形.一个容量为K 的缓冲区可以暂时储存至K 个流时,当
缓冲区中已经存有K 个流时,若需要将新到达的一个流存入

缓冲区,则需要先将缓冲区中的一个流分配到环上.
本文第２节描述了具体的问题,定义了文中使用的符号;

第３节研究了带有一个容量为 K 的缓冲区的情形,对于

∀K∈ℕ＋ ,给出了一个下界４
３

,特别是当K＝１时,给出了一

个下界３
２

,并设计了一个竞争比为 ８
５

的半在线算法;第４节

研究了提前获知流的需求之和T 的情形,设计了一个竞争比

为３
２

的最优半在线算法;最后总结全文.

２　预备知识

给定一个混合环R＝(V,E∪A),其中V＝{０,１}是环的

顶点集合,E＝{e(＝{０,１})}是环上的无向边集,A＝{a０＝
(０,１),a１＝(１,０)}是环上的有向边集.V 中顶点之间有一些

流需要运输,这些流都一个接一个地到达,且每一个流都不可

分(即任意一个流不能被拆分为两部分,再沿着环上不同的边

进行运输).令第j个到达的流为fj＝(sj,tj,dj),其中sj 是

流fj 的源点,tj 是流fj 的终点,dj 是流fj 的需求,且有sj∈
{０,１},tj∈{０,１},sj≠tj.fj 仅需通过有向边asj

从sj 运输到

tj 或者仅通过无向边e从sj 运输到tj.V 中顶点之间的流被

分为两种类型,若sj＝i∈{０,１},则称流fj 为i型流.且这些

流都在 线 到 达,即 只 有 当 前 的 流 fj 被 处 理 后,下 一 个 流

fj＋１＝(sj＋１,tj＋１,dj＋１)才会到达,在fj＋１未到达之前,sj＋１,

tj＋１和dj＋１的值未知.目标为最小化混合环R 上边的最大负

载,环上每条边的负载即为通过这条边的流的需求之和.对

于一个在线算法A 和一个流序列F＝f１,f２,􀆺,fn,令Lj
a 为

前j个流被处理后边a 上的负载,a∈{a０,e,a１}.为简化符

号,也令Ln
a＝La.因此,在线算法A 对于流序列输出的目标

函数值为:

CA(F)＝max{La０
,Le,La１

}

令COPT(F)(简记为COPT )为该问题离线情形的最优值,

也将CA(F)简记为CA.在线算法A 的优劣用竞争比ρA 来衡

量,对于极小化问题,竞争比ρA 定义为:

ρA＝inf{ρ≥１|CA(I)≤ρACOPT(I),∀I}

如果一个在线问题不存在竞争比小于ρ的在线算法,则
称ρ是该问题的一个下界.如果在线算法A 的竞争比与该在

线问题的一个下界相等,则称算法A 是最优的在线算法.
本文研究的问题在不考虑缓冲区和流的需求之和 T 未

知时,即为文献[１７]中两类工件的在线排序问题,文献[１７]给

出了一个下界７
４

和一个竞争比为９
５

的在线算法.例如,考虑

一个实例(R,F),流序列有４个流:f１＝(０,１,１),f２＝(１,０,

１),f３＝(０,１,２),f４＝(１,０,２).如图２所示,流不可分,对流

序列的最优分配即将流f１ 和f２ 分配到无向边e;将流f３ 和

f４ 分别分配到有向边a０ 和a１,得到最优值COPT ＝２.

图２　实例(R,F)的最优分配

Fig．２　Optimalallocationofinstance(R,F)

为方便叙述,对于∀i∈{０,１},定义如下符号:

Tj(i):前j个流中i型流的需求之和.

Lj
e(i):前j个流被处理后,无向边e上i型流造成的负

载.

pj
max(i):前j个流中i型流的最大需求.

为简化符号,定义Tn(i)＝T(i),Ln
e(i)＝Le(i),pn

max(i)＝

pmax(i).

３　使用一个容量为K的缓冲区

本节考虑混合环R带有一个容量为K(K∈ℕ＋ )的缓冲

区,当新的一个流到达后,可以直接分配到环上,也可以考虑

暂时存入缓冲区.首先,对于∀K∈ℕ＋ ,证明了该问题下界

至少为４
３

.接着特别考虑了 K＝１时的情形,证明了下界至

少为３
２

,并设计了一个竞争比至多为８
５

的半在线算法.

引理１　 令 LBj ＝max{T
j(０)＋Tj(１)

３
,T

j(０)
２

,T
j(１)
２

,

pj
max(０),pj

max(１)},该问题在前j个流被处理后(被分配到环

上或者被存入缓冲区),其最优目标值Cj
OPT 至少为LBj.

证明:在前j个流被处理后,因为Cj
OPT 不小于环R 上３

条边负载的平均值,所以Cj
OPT ≥Tj(０)＋Tj(１)

３
.因为０型流

只能通过有向边a０ 和无向边e运输,所以Cj
OPT 不小于０型流

的需求之和在有向边a０ 和无向边e上的平均值,即有Cj
OPT ≥

Tj(０)
２

.同理,也有Cj
OPT ≥Tj(１)

２
.因为Cj

OPT 不小于任意一

个流的需求,所以Cj
OPT ≥max{pj

max(０),pj
max(１)}.因此,此引

理成立.
为简化符号,令LBn＝LB,则由引理１可得:

COPT ≥LB＝max{T(０)＋T(１)
３

,T(０)
２

,T(１)
２

,pmax(０),

pmax(１)} (１)

定理１　对于∀K∈ℕ＋ ,不存在一个竞争比小于４
３

的在

线算法A.

证明:令 N 是一个充分大的正整数,ε＝ １
２NK

,首先到达

２NK 个大小为ε的０型流.

若L２NKＧK
a０ ≥２

３
,则最后一个流f２NK＋１＝(１,０,１

２
)到达.

在算法执行完毕之后,得到CA≥La０ ≥L２NK－K
a０ ≥ ２

３
.此时,流
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序列的最优分配即分别将 NK 个大小为ε的流分配到有向边

a０ 和无 向 边e 上;将 流 f２NK＋１ 分 配 到 有 向 边a１ 上,得 到

COPT ＝１
２

.因此,

CA

COPT
≥

La０

COPT
≥

２
３
１
２

＝４
３

若L２NK－K
a０ ＜ ２

３
,则 L２NKＧK

e ＞ １
３ － １

２N
.最 后 两 个 流

f２NK＋１＝(１,０,１)和f２NK＋２＝(１,０,１)到达.因为流f２NK＋１和

流f２NK＋２不能分配到有向边a０,在算法执行完毕之后,可得

CA≥max{Le,La１
}≥１＋１

３Ｇ１
２N

.此时,流序列的最优分配策

略即将２NK 个大小为ε 的０型流分配到有向边a０,将流

f２NK＋１＝(１,０,１)和f２NK＋２＝(１,０,１)分别分配到无向边e和

有向边a１ 上,得到COPT ＝１.因此:

CA

COPT
≥

max{Le,La１
}

COPT
≥
１＋１

３－ １
２N

１ ＝４
３－ １

２N→４
３

(N→¥)
证毕.
定理２　当缓冲区容量K＝１时,不存在一种竞争比小于

３
２

的在线算法A.

证明:首先到达流f１＝(０,１,１)和f２＝(１,０,１).因为缓

冲区容量K＝１,则必有一个流会被立即分配到环上,不妨设

流f１ 被分配.
若算法 A 将流f１ 分配到有向边a０ 上,则最后两个流

f３＝(０,１,２)和f４＝(１,０,２)到达.在算法A 执行完毕之后,
可得CA≥３.此时,流序列的最优分配策略即将流f１ 和f２

分配到无向边e上,将流f３ 分配到有向边a０ 上,将流f４ 分

配到有向边a１ 上,得到COPT ＝２.因此,CA

COPT
≥３

２
.

若算法A 将流f１ 分配到无向边e上,最后一个流f３＝
(１,０,１)到达.在算法A 执行完毕之后,得到CA ＝max{Le,

La１
}≥２.此时,流序列的最优分配策略即将流f１ 分配到有

向边a０ 上,将流f２ 和f３ 分别分配到无向边e和有向边a１

上,得到COPT ＝１.因此,CA

COPT
≥２.证毕.

本文算法 H１ 在前面部分将尽可能多的流分配到有向边

上,最后将缓冲区中储存的流分配到无向边e上.算法１的

具体步骤如下.
算法１　H１

Input:混合环 R上的一个流序列

Output:流序列F在混合环 R上的一个分配方案

１．令j＝１,Lj－１
a０

＝Lj－１
e ＝Lj－１

a１
＝０.

２．　For每一个流fj＝(sj,tj,dj)到达.

３．　　If缓冲区中存有sj型流,比较流fj和缓冲区中流的需求(若缓

冲区中没有流,则假设缓冲区中存有一个需求为０的sj 型

流).将需求较大的流令为Bj(也用Bj表示这个流的需求),存
入缓冲区,将较小的流令为fj.

４．　　EndIf

５．　　IfLj－１
asj

＋dj≤
８
５LBj,将流fj分配到有向边asj

上.

６．　　ElseLj－１
asj

＋dj＞
８
５LBj.

７．　　ElseIfLj－１
e (sj)＋dj≤

１
５Tj(sj),将流fj分到无向边e上.

８．　　Else将缓冲区中tj型流Bj分配到有向边atj
上,并将流fj 存入

缓冲区.

９．令j＝j＋１.

１０． EndFor

１１．将缓冲区中的流分配到无向边e上.

算法 H１ 的流程框图如图３所示.

图３　算法 H１ 的流程框图

Fig．３　FlowchartofH１algorithm

定理３　当缓冲区容量K＝１时,算法 H１ 的竞争比至多

为８
５

.

证明:首先,我们证明算法 H１ 执行步骤８时,缓冲区中

一定存有一个tj 型流ft,且流ft 被分配到有向边atj 后,必有

Lj－１
atj ＋dt≤８

５LBj.

当算法 H１ 执行步骤８时,有:

Lj－１
e (sj)＋dj＞１

５Tj(sj) (２)

由步骤３可知,若此时缓冲区中没有一个tj 型流,则必

有一个sj 型流fs 在步骤３被存入缓冲区,且ds≥dj.又由步

骤６有:

Lj－１
asj ＋dj＞８

５LBj (３)

因此,由不等式(２)、不等式(３)和ds≥dj 有:

Lj－１
e (sj)＋ds＋Lj－１

asj ＋dj≥Lj－１
e (sj)＋dj＋Lj－１

asj
＋dj

　＞１
５Tj(sj)＋８

５LBj

　≥１
５Tj(sj)＋４

５Tj(sj)

　＝Tj(sj)

即有Tj(sj)＝Lj－１
e (sj)＋ds＋Lj－１

asj ＋dj＞Tj(sj),矛盾,
因此证得算法 H１ 执行步骤８时,缓冲区中一定存有一个tj

型流ft.

３４４肖　满,等:两点混合环上的半在线算法



接下来,证明流ft 被分配到有向边atj
后,有Lj－１

atj
＋dt≤

８
５LBj.

由步骤６和LBj 的定义可知:

Lj－１
asj ＋dj＞８

５LBj≥８
１５

(Tj(０)＋Tj(１)) (４)

假设Lj－１
atj ＋dt＞８

５LBj,则可得:

Lj－１
atj ＋dt＞８

５LBj≥８
１５

(Tj(０)＋Tj(１)) (５)

因此,由不等式(４)和不等式(５)可得:

Tj(０)＋Tj(１)＝Lj－１
asj ＋dj＋Lj－１

atj ＋dt＞１６
１５

(Tj(０)＋

Tj(１))矛盾,因此流ft 被分配到有向边atj
后,必有Lj－１

atj
＋

dt≤８
５LBj.因此,对于k＝０,１,结合步骤５可知:

Ln－１
ak ≤８

５LBn＝８
５LB (６)

若CH１ ＝Lak
,由步骤１１知Lak ＝Ln－１

ak
,则再由不等式(１)

和不等式(６)得到:

CH１

COPT
＝

Lak

COPT
≤

８LB
５
LB ＝８

５
若CH１ ＝Le,对于i∈{０,１},１≤j≤n－１,令fj 是最后一

个被分配到无向边e上的i型流.则由算法 H１ 知fj 在步骤

７被分配到无向边e,又由步骤７有:

Lj
e(i)＝Lj－１

e (i)＋dj≤１
５Tj(i) (７)

因此,由fj 是１≤j≤n－１中最后一个被分配到无向边e上

的i型流,和不等式(７)得到:

Ln－１
e (i)＝Lj

e(i)≤１
５Tj(i)≤１

５Tn－１(i) (８)

由不等式(８)得到Ln－１
e ＝Ln－１

e (０)＋Ln－１
e (１)≤ １

５
(Tn－１

(０)＋Tn－１(１)),故由步骤１１得到:

Le ＝Ln－１
e ＋Bn

≤１
５

(Tn－１(０)＋Tn－１(１))＋Bn

≤１
５

(Tn－１(０)＋Tn－１(１))＋max{pmax(０),pmax(１)}

≤１
５

(T(０)＋T(１))＋max{pmax(０),pmax(１)} (９)

因此,由不等式(１)和不等式(９)得到:

CH１

COPT
＝ Le

COPT

≤

１
５

(T(０)＋T(１))

COPT
＋max{pmax(０),pmax(１)}

COPT

≤

１
５

(T(０)＋T(１))

１
３

(T(０)＋T(１))
＋max{pmax(０),pmax(１)}

max{pmax(０),pmax(１)}

＝８
５

证毕.

４　已知流的需求之和T

本节考虑在流达到之前已知所有流的需求之和为T,其

中T＝T(０)＋T(１).首先证明了该问题下界至少为３
２

,接着

设计了一个竞争比至多为３
２

的半在线算法.

本节取LBj＝max{T
３

,T
j(０)
２

,T
j(１)
２

,pj
max(０),pj

max(１)},

则:

LB＝max{T
３

,T(０)
２

,T(１)
２

,pmax(０),pmax(１)}

由不等式(１),同样有:

COPT ≥LB＝max{T
３

,T(０)
２

,T(１)
２

,pmax(０),pmax(１)}

(１０)
定理４　当已知０型流和１型流的需求之和T,则不存在

一种竞争比小于３
２

的在线算法A.

证明:令T＝６,首先流f１＝(０,１,１)和f２＝(１,０,１)到
达.如果算法A 将流f１ 和f２ 都分配给无向边e,则最后３
个流f３＝(０,１,１),f４＝(１,０,１),f５＝(１,０,２)到达.因为流

f４ 和f５ 只能分配到无向边e和有向边a１,算法A 结束后,可
得CA＝max{Le,La１

}≥３.此时流序列最优的一种分配即将

流f１ 和f３ 分配到有向边a０,将流f２ 和f４ 分配到无向边e,

将流f５ 分配到有向边a１,得到COPT ＝２.因此,CA

COPT
≥３

２
.

否则,到达最后２ 个流:f３＝(０,１,２)和f４＝(１,０,２).

算法A 结束后,易得CA≥３.此时流序列的最优分配即将流

f１ 和f２ 分配到无向边e,将流f３ 和f４ 分别分配到有向边a０

和a１,得到COPT ＝２.因此,得到 CA

COPT
≥３

２
.证毕.

本文算法 H２ 的主要策略是将尽可能多的流分配到有向

边上,具体步骤如算法２所示.
算法２　H２

Input:混合环 R上的一个流序列F

Output:流序列F在混合环 R上的一个分配方案

１．令j＝１,Lj－１
a０

＝Lj－１
e ＝Lj－１

a１
＝０.

２．For每一个流fj＝(sj,tj,dj)到达.

３．　IfLj－１
asj

＋dj≤
３
２LBj,将流fj分配到有向边asj

上.

４．　Else将流fj分配到无向边e上.

５．令j＝j＋１.

６．EndFor

算法 H２ 的流程图如图４所示.

图４　算法 H２ 的流程图

Fig．４　FlowchartofH２algorithm

４４４ ComputerScience 计算机科学 Vol．４８,No．１１A,Nov．２０２１



定理５　当已知０型流和１型流的需求之和T,算法 H２

的竞争比至多为３
２

.

证明:首先证明无向边e上至多被分配了一种类型的流.
假设e上有２种类型的流(０型流和１型流),不妨令e上有０
型流fx 和１型流fy,即有sx＝０,sy＝１.因为流fx 和fy 都

要被分配到无向边e上,则由步骤４和LBj 的定义得到:

Lx－１
asx

＋dx＞３
２LBx≥T

２
(１１)

和

Ly－１
asy

＋dy＞３
２LBy≥T

２
(１２)

因此,由不等式(１１)和不等式(１２)有:

T≥Lx－１
asx ＋dx＋Ly－１

asy ＋dy＞T
矛盾,故证得无向边e上至多只有一种类型的流.

对于k＝０,１,由步骤３可知Lak ≤ ３
２LB.若CH２ ＝Lak

,

由不等式(１０)得到:

Lak

COPT
≤

３LB
２
LB ＝３

２
若CH３ ＝Le,当无向边e未被分配任意一个流,则Le＝０.

当无向边e上有流,则由前面的结论可知e上只有一种类型

的流,不妨令e上只有０型流,且最后一个分配到e上的０型

流为fl(sl＝０).因为fl 要被分配到e上,则由步骤４得到:

Ll－１
asl

＋dl＞３
２LBl (１３)

又有dl≤pl
max(０)≤LBl,由不等式(１３)得到Ll－１

asl
＞LBl

２

≥Tl(０)
４

.如果流fl 之后还有０型流到达,将被分配到有向

边a０.令流fl 之后的０型流的需求之和为S０,即有La０ ＝

Ll－１
asl

＋S０≥Tl(０)＋S０

４ ＝T(０)
４

,因此得到Le＝T(０)－La０ ≤

３
４T(０).因此,由不等式(１０)得到:

Le

COPT
≤

３T(０)
４

T(０)
２

＝３
２

证毕.
结束语　对于两点混合环上的负载均衡问题,本文研究

了两种半在线情形.当所有流的需求之和已知时,本文设计

了一种最优的半在线算法,并严格证明了该算法的最优性.
当带有一个容量为１的缓冲区时,给出了一个接近最优的半

在线算法.设计与缓冲区容量相关的最优半在线算法是未来

值得研究的方向之一.
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