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关于有界Petri网的弱进程和弱出现网
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摘　要　有界Petri网Σ的满进程(N,φ)利用出现网N 和网射φ 将N 的S 切对应Σ 的可达标识,从而提供研究有界Petri网的

可达标识的有力工具.由于出现网中限制每一个库所的后集最多一个变迁,因此,当Σ 的库所的后集有多个变迁时,网射就会

出现多次重复的现象.从而使得计算过于烦杂.文中提出弱出现网并且利用弱出现网来构造有界Petri网的弱进程,文中对于

弱进程证明了在满进程中起重要作用的结论,表明弱进程是满进程的有意义的推广.由于弱出现网取消库所的后集元素个数

的限制,在弱进程中,消除了满进程由于上述原因而产生的重复现象,提高了计算的效率.给出的例子表明了弱出现网在计算

中的简便性.
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Abstract　Thefullprocess(N,φ)ofboundedPetrinetsΣprovidesapowerfultooltostudythereachableremarkedofbounded
PetrinetsΣ,mappingtheScutofoccurrencenetNtothereachableremarkedofΣbyusingoccurrentnetNandnetmapφ．Since
thereisnomorethanonetransitioninthebackＧsetofanyspaceintheoccurrencenetwork,whentherearemorethanonetransiＧ
tioninthebackＧsetofsomespaceofthePetrinetsΣ,thephenomenonofmultiplerepeatswillappear．Itmakesthecalculationtoo
complication．Inthispaper,theweaklyprocessofboundedPetrinetandweaklyoccurrentnetsareintroducedtoreplacefull

processofPetrinetsΣ．ThemainresultsholdinfullprocessareprovedholdinweakprocessesofboundedPetrinets．Thusweak

processesareameaningfulextensionoffullprocesses．Becausetheweakoccurrencenetworkcancelstherestrictiononthenumber
ofelementsinthebacksetofthespaceintheweakprocess,therepetitionphenomenoncausedbytheabovereasonsinthefull

processiseliminated．Sothattheefficiencyofcalculationareimproved．Theexamplegiveninthispapershowsthesimplicityof
weakoccurrencenetworksincalculation．
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１　引言

Petri网的满进程的概念是吴哲辉教授提出的[１].设

Σ＝(S,T;F,M０)是 Petri网,Σ 的满进程是指二元组合(N,

φ),其中:
(１)N＝(B,E;G)是一个出现网.

１)(∀b∈B)|􀅰b|≤１∧|b􀅰|≤１;

２)(∀x,y∈B∪E)如果(x,y)∈G＋ ,则(y,x)∉G＋ ,即在

N 中不存在回路;
(２)φ:B∪E→S∪T 是N 到Σ 的网射,满足以下条件:

１)φ(B)⊆S,φ(E)⊆T,;

２)(∀e∈E)φ(􀅰e)＝􀅰
φ(e),φ(e􀅰 )＝φ(e)􀅰

３)如果b１,b２∈B(b１≠b２),使得φ(b１)＝φ(b２),则􀅰b１≠
􀅰b２ 或者􀅰b１＝􀅰b２＝ϕ,且b１

􀅰 ≠b２
􀅰 或者b１

􀅰 ＝b２
􀅰 ＝ϕ.

４)(∀s∈S)M０(s)＝|{b∈B:φ(b)＝s∧􀅰b＝ϕ}|.

Petri网Σ的满进程(N,φ)的重要意义在于以下的性质.

(１)N 的每一个S 切u,对应Σ的一个可达标识M,记为

φ(u),定义为:
(∀s∈S)M(s)＝|{b∈B:φ(b)＝s∧b∈u}|
(２)设u是出现网N 的 S切,e∈E,如果􀅰e⊆u,令v＝

(u－􀅰e)∪e􀅰 ,则v是N 的S切,称为u关于e的转移[１０],设

t＝φ(e),则 M＝φ(u)在变迁t能够发动,且 M[t›φ(v).
(３)令w０＝{b∈B:􀅰b＝ϕ},则w０ 是N 的初始S切,且所

有 N 的S切都是w０ 经过一系列e∈E的转移所得[１０].根据

(２),可以得到由初始标识 M０＝φ(w０)可以达到的标识的一

个集合,即R(M０)的子集.

由于Petri网的满进程的上述重要的性质,因此,满进程

在有界Petri网的可达标识的研究中起了重要的作用[２Ｇ９].由

于在出现网中,任何库所的后集最多一个变迁,因此,当 Petri
网Σ中有库所的后集的元素个数大于１时,必然使得出现网

出现多个重复段,使得计算烦杂.为了解决这个问题,本文提

出弱出现网和弱进程.



２　弱出现网及弱S切

定义１　设 N＝(B,E;G)是网,如果满足下面的条件,就
称 N 是弱出现网:

(１)∀b∈B,|􀅰b|≤１;即 N 的库所b 的前集至多一个

变迁;
(２)∀x,y∈B∪E,(x,y)∈G＋ →(y,x)∉G＋ ,即在 N 中

不存在回路.
显然出现网是弱出现网.在弱出现网中,如果b∈B,

e∈􀅰b,因为|􀅰b|≤１,所以可以表示为e＝􀅰b.
在弱出现网中有与出现网类似的 S切的概念和基本

性质.
定义２　设 N＝(B,E;G)是弱出现网,u⊆B,u≠ϕ.如果

对于任意x,y∈u,x≠y,都有(x,y)∉G＋ 且(y,x)∉G＋ ,则u
称为N 的弱S切.

引理１　设 N＝(B,E;G)是弱出现网,b１,b２∈B,如果

(b１,b２)∈G＋ ,e＝􀅰b２,则(b１,e)∈G＋ .

证明:因为(b１,b２)∈G＋ ,所以有{x０,􀆺,xk}⊆B∪E,使
得b１＝x０,xk＝b２,(xi－１xi)∈G(i＝１,􀆺,k－１),(xk－１,b２)∈
G.则xk－１∈E且xk－１∈􀅰b２＝e,因此(xk－２,e)∈G,所以(b１,

e)∈G＋ .
引理２　令w０＝{b∈B:􀅰b＝ϕ},w０ 是 N 的弱S切.

证明:设b１,b２∈w０ 使得(b１,b２)∈G＋ ,由引理１,(b１,e)∈
G＋ .其中e＝􀅰b２,因为b２∈w０,所以􀅰b２＝ϕ.矛盾.其次证

明w０≠ϕ,设 w０＝ϕ,取b１∈B,则b∉w０,因此􀅰b１≠ϕ.令
􀅰b１＝e,因为􀅰e≠ϕ 则 有b２ ∈􀅰e 使 得􀅰b２ ≠ϕ 而 且 (b２,

b１)∈G＋ .因此可以得到一系列bk,􀆺,b１∈B,使得(bi,bi－１)∈
G＋ (i＝１,􀆺,k－１).因此当j＞i时有(bj,bi)∈G＋ .因为 N
没有回路,所以得到B的无限子集,矛盾.因此 w０≠ϕ,所以

w０ 是弱S切.
定义３　弱出现网 N＝(B,E;G)连同 w０ 表示为 N＝

(B,E;G,w０).
定理１　设 N＝(B,E;G,w０)是弱出现网,u是N 的弱S

切.如果e∈E使得􀅰e⊆u,令v＝(u－􀅰e)∪e􀅰 ,则v是N 是

弱S切,记为u[e],称v为u借助e的转移.
证明:设b１,b２∈v,分以下４种情形证明(b１,b２)∉G＋ .
(１)如果b１,b２∈u－􀅰e,则b１,b２∈u,因为u是N 的弱S

切,所以(b１,b２)∉G＋ .
(２)如果b１∈u－􀅰e,b２∈e􀅰 ,则e＝􀅰b２.设(b１,b２)∈

G＋ ,就有x０,􀆺,xk ∈B∪E 使b１ ＝x０,(xi,xi＋１)∈G(i＝
０,􀆺,k－１),xk＝b２,则(xk－１,b２)∈G,因此xk－１＝􀅰b２＝e.

因为(xk－２,xk－１)∈G,则(xk－２,e)∈G,因此xk－２∈􀅰e⊆u,且
(b１,xk－２)∈G＋ ,因为b１,xk－２∈u,矛盾.

(３)如 果b２ ∈u－􀅰e,b１ ∈e􀅰 ,则 (e,b１)∈G.设 (b１,

b２)∈G＋ ,则(e,b２)∈G＋ ,取c∈􀅰e,则(c,b２)∈G＋ ,因为c,

b２∈u,矛盾.
(４)如果b１∈e􀅰 ,b２∈e􀅰 ,则e＝􀅰b２.设(b１,b２)∈G＋ ,则

由引理１,(b１,e)∈G＋ 和(e,b１)∈G成为回路,矛盾.
定义４　设R(w０)是在弱出现网 N＝(B,E;G,w０)中符

合以下要求的弱S切子集中最小的:
(１)w０∈R(w０);
(２)如果u∈R(w０),􀅰e⊆u,则u[e]∈R(w０).

定理２　设u是弱出现网N＝(B,E;G,w０)的弱S切,以
下条件等价;

(１)u∈R(w０);
(２)存在弱S切u０,􀆺,un 及e１,􀆺,en∈E,使得u０＝w０,

ui＝ui－１[ei](i＝１,􀆺,n),un＝u.

证明:设R 是满足条件(２)的弱S切的集合,则 w０∈R,

如果u∈R,v＝u[e],由条件(２),v∈R.根据R(w０)的最小

性,R(w０)⊆R.反之,如果u∈R,因为 w０∈R(w０),所以根

据定义４的条件(２),在定理２的(２)中的u０,􀆺,un 都在R
(w０)中,所以u∈R(w０),因此R⊆R(w０).

定义５　R(w０)中的弱S切称为 N＝(B,E;G,w０)的S
切.这就表明,弱出现网 N＝(B,E;G,w０)的S切的集合是

从w０ 经过若干次e转移可以得到的所有弱S切的集合

下面的例１表明,弱出现网的弱S切未必是S 切.

例１　在图１中,N 是弱出现网.因为|b􀅰
１|＝２,所以 N

不是出现网.w０＝{b１},u１＝{b２},u２＝{b３}是３个弱S 切.

因为w０[e１]＝{b２}＝u１,w０[e２]≠{b３},u１[e２]≠{b３},所以

w０,u１ 是S切,u２ 不是S切.

图１　弱出现网N

Fig．１　WeaklyemergingnetworkN

３　Petri网的弱进程

定义６　设Σ＝(S,T;F,M０)是 Petri网,Σ 的弱进程是

指二元组合(N,φ),其中:
(１)N＝(B,E;G,w０)是弱出现网,
(２)网射φ:B∪E→S∪T 满足以下条件:

１)φ(B)⊆S,φ(E)⊆T;

２)(∀e∈E),φ(􀅰e)＝􀅰
φ(e),φ(e􀅰 )＝φ(e)􀅰 ;

３)如果b１,b２∈B,b１≠b２ 使得φ(b１)＝φ(b２),则􀅰b１≠
􀅰b２ 或者􀅰b１＝􀅰b２＝ϕ,并且b􀅰

１ ∩b􀅰
２ ＝ϕ;

４)(∀s∈S)M０(s)＝|{b∈B:φ(b)＝s∧􀅰b＝ϕ}|.

因为弱出现网允许|b􀅰|＞１,因此弱进程中的网射不会

出现满进程中可能出现的重复现象.

以下是本文的主要结论.

定理３　设N＝(B,E;G,w０)是弱出现网,(N,φ)是Petri
网Σ＝(S,T;F,M０)的弱进程.

(１)对于每一个S切u∈R(w０),令φ(u)＝M 是定义在S
上的函数:

M(s)＝|{b∈B:φ(b)＝s∧b∈u}|
设e∈E,如果􀅰e⊆u,令v＝(u－􀅰e)∪e􀅰 .M＝φ(u),

M１＝φ(v).设φ(e)＝t,则 M[t＞M１.
(２)设S切u∈R(w０),φ(u)＝M,则 M∈R(M０).

证明:(１)设(∀s∈S):

K１(s)＝{b∈B:φ(b)＝s∧b∈􀅰e}

K２(s)＝{b∈B:ϕ(b)＝s∧b∈e􀅰 }
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K０(s)＝{b∈B:ϕ(b)＝s∧b∈u－􀅰e}
因此 M(s)＝|K１(s)|＋|K０(s)|,M１(s)＝|K２(s)|＋|K０

(s)|.因为􀅰e∩e􀅰 ＝ϕ,所以K１(s)∩K２(s)＝ϕ.

１)设s∈􀅰t－t􀅰 ,s∈􀅰t＝􀅰
φ(e)＝φ(􀅰e),因此有b∈􀅰e

使得b∈K１(s),因此|K１(s)|＞０,所以 M(s)＞０,因此 M[t＞
成立.如果有b１,b２∈K１(s)(b１≠b２),则e∈b􀅰

１ ,e∈b２
􀅰 .所

以e∈b􀅰
１ ∩b２

􀅰 ,根据定义６中映射φ的条件(３),矛盾.所以

|K１(s)|＝１.如果 K２(s)≠ϕ,则有b１∈e􀅰 ,φ(b１)＝s,因此

s∈ϕ(e􀅰 )＝ϕ(e)􀅰 ＝t􀅰 ,矛盾.因K２(s)＝ϕ,所以|K２(s)|＝
０.所以当s∈􀅰t∩t􀅰 时 M１(s)＝M(s)－１.

２)设s∈t􀅰 －􀅰t,s∈t􀅰 ＝φ(e)􀅰 ＝φ(e􀅰 ),因此有b∈e􀅰

使得b∈K２(s),因|K２(s)|＞０,所以M１(s)＞０.如果b１,b２∈
K２(s)(b１≠b２),则e∈􀅰b１,e∈􀅰b２,所以e∈􀅰b１＝􀅰b２.根据

定义６中的映射φ的条件(３),矛盾.所以|K２(s)|＝１.如果

K１(s)≠ϕ,则有b１∈􀅰e,φ(b１)＝s,所以s∈ϕ(􀅰e)＝􀅰
ϕ(e)＝

􀅰t,矛盾.所以K１(s)＝ϕ,则|K１(s)|＝０.所以当s∈t􀅰 ∩􀅰t
时 M１(s)＝M(s)＋１.

３)设s∈􀅰t∩t􀅰 ,则由上述可得|K１(s)|＝１,并且|K２(s)|＝
１,所以 M１(s)＝M(s).

这就表明 M[t＞M１.
(２)设u∈R(w０),根据定理２,则u是从w０ 经过一系列

e∈E 的转移而得,因为 w０＝{b∈B:􀅰b＝ϕ},所以 M０(s)＝
|{b∈B:φ(b)＝s∉∧b∈w０}|,由证明(１),M＝φ(u)必为从

M０ 经过一系列t∈T 的发动而得,因此 M∈R(M０).
例２　图２是有界 PetrinetΣ.库所s２ 有令牌１.图３

是弱出现网 N,|b􀅰
１|＝２,|b􀅰

３|＝２,所以 N 不是出现网.

图２　Petri网Σ

Fig．２　PetrinetΣ

图３　Σ的弱进程s(N,Ψ)中的弱出现网

Fig．３　EmergencenetsNinweakprocesses(N,Ψ)ofΣ

网射φ:Σ→N 的对应关系为φ(ei)＝ti(i＝１,２,３,４,５),

φ(bi)＝si(i＝１,３,４,５),φ(b２)＝φ(b２１)＝φ(b２２)＝s２.(N,φ)
是Σ的弱进程.证明略.

例如w０＝{b２},M０(s２)＝|{b∈B:φ(b)＝s２∧b∈w０}|＝
１,M０(si)＝０(i＝１,３,４,５).

N 的S切:w０＝{b２},w０[e１]＝(w０－􀅰e１)∪e􀅰
１ ＝{b１,

b３}＝u１,u１[e２]＝(u１－􀅰e２)∪e􀅰
２ ＝{b４,b３}＝u２,u２[e４]＝

(u２－􀅰e４)∪e􀅰
４ ＝{b４,b５}＝u３,u３[e５]＝(u３－􀅰e５)∪e􀅰

５ ＝

{b２２}＝u４,u１[e３]＝(u１－􀅰e３)∪e􀅰
３ ＝{b２１}＝u５.

S切对应φ(ui)＝Mi(i＝０,１,２,３,４,５)(u０＝w０).
计算可得:

M０＝(０,１,０,０,０),M１＝(１,０,１,０,０),M２＝(０,０,１,１,

０),M３＝(０,０,０,１,１),M４＝(０,１,０,０,０)＝M０,M５＝(０,１,０,

０,０)＝M０.
计算过程省略.例如:M１(s１)＝|{b∈B:φ(b)＝s１∧b∈

u１}|＝|{b１}|＝１.计算可得:M０[t１›M１,M１[t２›M２,M２[t４›

M３,M３[t５›M４,M１[t３›M５.其可以根据定理３计算,也可根

据图２直接计算.
需要注意的是:
(１)在图１的Petri网Σ中,如果利用出现网 N１ 做网射,

则从s１ 和s２ 起就需要分别建立两条路径,因此计算比较

烦杂.
(２)本文中的弱进程和满进程比较有较大的不足.在满

进程中,出现网 N＝(B,E;G)有起始S切w０＝{b:􀅰b＝ϕ}和
结束S切w１＝{b∈B:b􀅰 ＝ϕ},分别对应标识φ(w０)＝M０ 和

φ(w１)＝M１.从 M０ 起,经过所有t＝φ(e)(e∈B)发动到 M１

([２]).而在弱出现网中,如例１,w１＝{b３}是弱S切,不是S
切.因此,不存在 w１ 对应的标识.这就要求对弱进程的定

义中的条件加以适当补充.这个问题留待今后的研究.
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