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摘　要　QＧLearning是目前一种主流的强化学习算法,但其在随机环境中收敛速度不佳,之前的研究针对SpeedyQＧLearning
存在的过估计问题进行改进,提出了 DoubleSpeedyQＧLearning算法.但 DoubleSpeedyQＧLearning算法并未考虑随机环境中

存在的自循环结构,即代理执行动作时,存在进入当前状态的概率,这将不利于代理在随机环境中学习,从而影响算法的收敛速

度.针对 DoubleSpeedyQＧLearning中存在的自循环结构,利用逐次超松弛技术对 DoubleSpeedyQＧLearning算法的 Bellman
算子进行改进,提出基于逐次超松弛技术的 DoubleSpeedyQＧLearning算法(DoubleSpeedyQＧLearningbasedonSuccessive

OverRelaxation,DSQLＧSOR),进一步提升了 DoubleSpeedyQＧLearning算法的收敛速度.通过数值实验将 DSQLＧSOR 与其

他算法的实际奖励和期望奖励之间的误差进行对比,实验结果表明,所提算法比现有主流的算法SQL的误差低０．６,比逐次超

松弛算法 GSQL低０．５,这表明 DSQLＧSOR算法的性能较其他算法更优.实验同时对 DSQLＧSOR算法的可拓展性进行测试,

当状态空间从１０增加到１０００时,每次迭代的平均时间增长缓慢,始终维持在１０－４数量级上,表明 DSQLＧSOR 的可拓展性较

强.
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Abstract　QＧLearningisamainstreamreinforcementlearningalgorithmatpresent,butitsconvergencespeedispoorinrandom

environment．Previousstudieshaveimprovedtheoverestimationproblem ofSpeeＧdyQＧLearning,andhaveproposedDouble

SpeedyQＧLearningalgorithm．However,theDoubleSpeedyQＧLearningalgorithmdoesnotconsidertheselfＧloopstructureexisＧ

tingintherandomenvironment,thatis,theprobabilityofenteringthecurrentstatewhentheagentperformsanaction,whichwill

notbeconducivetotheagent’slearningintherandomenvironment,therebyaffectingtheconvergencespeedofthealgorithm．AiＧ

mingattheselfＧloopstructureexistinginDoubleSpeedyQＧLearning,theBellmanoperatorofDoubleSpeedyQＧLearningalgoＧ

rithmisimprovedbyusingsuccessiveoverＧrelaxationtechnology,andtheDoubleSpeedyQＧLearningalgorithmbasedonsuccesＧ

siveoverrelaxation(DSQLＧSOR)isproposedtofurtherimprovetheconvergencespeedoftheDoubleSpeedyQＧLearningalgoＧ

rithm．ByusingnumericalexperimentstocomparetheerrorbetweentheactualrewardsandexpectedrewardsofDSQLＧSORand

otheralgorithms,theexperimentalresultsshowthattheproposedalgorithmhasalowererrorof０．６thantheexistingmainＧ

streamalgorithmSQL,whichislowerthanthesuccessiveoverＧrelaxationalgorithmGSQL０．５,indicatingthattheperformanceof

theDSQLＧSORalgorithmisbetterthanotheralgorithms．TheexperimentalsoteststhescalabilityoftheDSQLＧSORalgorithm．

Whenthestatespaceisincreasedfrom１０to１０００,theaveragetimeofeachiterationincreasesslowly,alwaysmaintainingatthe

magnitudeof１０－４,indicatingthatDSQLＧSORhasstrongscalability．

Keywords　Reinforcementlearning,QＧLearning,Markovdecisionprocess(MDP),Successiveoverrelaxation(SOR),SelfＧloop
structure

　



１　引言

近年来,强化学习[１]受到了广泛的关注,在博弈论、运筹

学、信息论、控制理论、统计等各个领域都有成功的应用.强

化学习是一类强大的学习算法,通过与环境交互来学习最优

策略,它将智能体与环境之间的相互作用建模为一个 MDP
无限折 扣 的 奖 励,并 根 据 这 个 奖 励 来 预 测 最 优 策 略.QＧ

Learning[２]是一种无模型的强化学习算法,也可以被视为一

种异步动态规划(DynamicPrograming,DP)方法[３],它使得代

理在不需要建立环境地图的情况下具有学习在马尔可夫环境

中通过一系列动作的经验值执行最优动作的能力.QＧLearＧ

ning的学习过程与时间差分 (TemporalDifferences,TD)方

法[４]相似:代理在特定状态尝试执行一个动作,并评估它收到

的及时奖励或惩罚和状态值估计,通过反复尝试所有状态的

所有动作,代理就能从长期折扣奖励中判断出总体上最优的

动作.

在随机环境中,强化学习算法 QＧLearning的性能表现非

常差,这是因为 QＧLearning使用最大行动值作为最大预期行

动值的近似值,所以引入了正偏差,从而导致了过估计,影响

了算法的整体的性能[５].为此,许多研究者对 QＧLearning算

法进行了改进,我们之前的研究对SpeedyQＧLearning[６]算法

进行分析,SpeedyQＧLearning算法利用一个冒进的学习率对

QＧLearning算法进行改进,但由于其将当前 Q 值的估计函数

作为历史Q 值的估计,虽然整体上提升了智能体的收敛速

度,但是同样存在过估计问题,使得算法在迭代初期的收敛速

度较慢.对于这个问题,之前的研究基于 DoubleQＧLearnＧ
ing[７]算法中的双估计器可以改善智能体收敛速度的特性,提

出了一种改进算法 DoubleSpeedyQＧLearning.

DoubleSpeedyQＧLearning[８]算法虽然提升了强化学习

算法 QＧLearning在随机环境中的整体性能,但并未针对代理

在环境中的特殊情况进行分析改进.QＧLearning算法在随机

环境中的性能差的原因是,随机环境中环境的不确定性与随

机性.本文针对 DoubleSpeedyQＧLearning在随机环境中存

在的自循环结构,即代理在当前状态执行动作准备进入下一

状态时,存在一定的停留在当前状态的概率,这将不利于代理

在随机环境中的学习与推理,从而影响算法的整体性能.

本文针对上述提到的随机环境中的自循环结构问题,利

用逐次超松弛技术[９]对 DoubleSpeedyQＧLearning的 BellＧ

man算子进行改进,提出了基于逐次超松弛技术的 Double

SpeedyQＧLearning算法,进一步提升了 DoubleSpeedyQＧ

Learning在随机环境中的整体性能.

２　相关工作

QＧLearning是最具有代表性的强化学习算法之一,许多

研究者将它应用到强化学习和人工智能问题中,但早期的

QＧLearning存在许多的缺陷,应用范围有限[１０],为此许多研

究者对 QＧLearning的缺陷进行了分析及改进.本文将改进

的算法分为两类:单智能体 QＧLearning改进算法和多智能体

QＧLearning改进算法.在单智能体 QＧLearning改进算法中,

最优Q值的概念定义为一个智能体在随机环境下自己预期

收益的最大值,在多智能体 QＧLearning改进算法中,最优Q
值取决于其他智能体的策略[１１].

单智能体 QＧLearning改进算法的典型代表主要有 Deep
QＧLearning,Incrementalmultistep QＧLearning,Hierarchical

QＧLearning,DoubleQＧLearning和SpeedyQＧLearning等.其

中,DeepQＧLearning是最流行的单智能体 QＧLearning改进

算法.深度强化学习模型[１２]由 Vnih等于２０１３年首次提出,

其利用深度学习能够从原始观测数据中提取高级特征的能

力,提出了第一个能够利用强化学习直接从高维感官输入成

功学习控制策略的深度学习模型,弥补了强化学习在高维观

测数据领域性能表现不稳定的缺陷,AlphaGo[１３]在２０１７年战

胜了许多顶端围棋高手,引起了学术界的轰动.Incremental

multistepQＧLearning[１４]算法由 Peng等提出,通过将基于动

态规划的强化学习方法 QＧLearning与 TD(λ)回报估计过程

相结合,参数(λ)用于在整个动作序列中分配积分,从而提高

学习速度,这有助于缓解粗状态空间量化的非马尔可夫效应.

此外,由于 QＧLearning使用最大行动值作为最大预期行动值

的近似值,因此引入了正偏差,从而导致了过估计.为了解决

QＧLearning的过估计问题,Van等[７]通过将双估计器应用到

QＧLearning中,提出了一种新的离线策略强化学习算法———

DoubleQＧLearning,并在网格世界中进行实验,实验结果表明,

就平均回报而言,DoubleQＧLearning的表现更好.

多智能体 QＧLearning改进算法的典型代表有 NashQＧ

Learning、合作多代理 QＧLearning、加权政策 QＧLearning、基

于种群的 QＧLearning等.其中,NashQＧLearning[１５]是一种非

合作的多智能体 QＧLearning改进算法,在该算法中,代理从

随机动作开始试图学习一个平衡Q 值.为了达到这个目的,

NashQＧLearning代理必须维护其他代理的Q值模型(Q值为

代理在每种状态下采取行动的期望),并使用该信息来更新自

己的Q值.与 NashQＧLearning不同,文献[１６]提出了一种

合作多代理 QＧLearning算法,其同时也是一种基于种群的 QＧ

Learning算法.该算法利用奖励机制和人工蚂蚁来确定全局

最优路由选择,用于解决水下无线传感器网络(Underwater

WirelessSensorsNetworks,UWSNs)中的能效问题和链路不

稳定问题.合作多代理 QＧLearning算法的优势在于,在一个

多智能体的环境中,由于智能体之间是相互合作的,因此可以

有效地发现并评价某个特定的行动.

本 文 将 针 对 单 智 能 体 QＧLearning 算 法———Double

SpeedyQＧLearning在随机环境中存在的自循环结构问题,利

用逐次超松弛技术对其 Bellman算子进行改进,从而提升

DoubleSpeedyQＧLearning算法的整体性能.

３　关键技术

本文利 用 逐 次 超 松 弛 技 术 来 解 决 DoubleSpeedy QＧ

Learning算法 在 随 机 环 境 中 的 自 循 环 问 题.本 节 首 先 对

DoubleSpeedyQＧLearning算法进行介绍,然后介绍了Double

SpeedyQＧLearning在随机环境中存在的自循环问题,最后介

绍逐次超松弛技术以及如何通过逐次超松弛技术来解决

DoubleSpeedyQＧLearning算法在随机环境中存在的自循环

问题.
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３．１　DoubleSpeedyQＧLearning算法

DoubleSpeedyQＧLearning(DSQL)算法[８]由Zheng等提

出,其目标是解决 SpeedyQＧLearning算法存在的过估计问

题.该算法基于 DoubleQＧLearning的双估计器可以改善智

能体收敛速度的特性,将双估计器应用到SpeedyQＧLearning
中,利用两个 Q表(QA和QB)分离最优动作和最大Q 值的选

择,改善了SpeedyQＧLearning算法在迭代初期的学习策略,

提升了SpeedyQＧLearning算法的整体收敛速度.DSQL算

法对应的Bellman公式为:

Q(st,at)＝γ∑
M

t＝１
P(st＋１|st,at)max

at＋１∈A
Q(st＋１,at＋１)＋R(st,at)

(１)

DSQL算法的最优策略可表示为:

π(st)＝argmax
a∈A

　Q(st,at) (２)

DSQL算法的更新公式如下:

δ１＝R(s,a)＋γQB
k－１(s′,a∗

A ) (３)

δ２＝γ(QB
k (s′,a∗

A )－QB
k－１(s′,a∗

A )) (４)

QA
k (s,a)＝(１－α)QA

k (s,a)＋αδ１＋(１－α)δ２ (５)

其中,δ１表示上一迭代步骤采样下一状态的经验 Bellman最

优算子,δ２表示当前迭代步骤采样下一状态的经验 Bellman
最优算子与上一迭代步骤采样下一状态的经验Bellman最优

算子之差.QA
k (s,a)表示第k次迭代时,状态Ｇ动作对(s,a)在

QA表中对应的Q 值,QB
k (s,a)表示第k次迭代时,状态Ｇ动作

对(s,a)在QB表中对应的Q 值.a∗
A ＝argmax

a′
　QA(s′,a′),s′表

示下一状态,k表示迭代次数,R(s,a)表示在状态s时采取动

作a获得的奖励,a 表示学习率,γ 表示折扣因子.Double

SpeedyQＧLearning算法的伪代码如算法１所示.

算法１　DoubleSpeedyQＧLearning算法

输入:Q０,γ,K,P
输出:QK

１．初始化:Q－１←Q０/∗初始化 Q表∗/;

２．fork←０toK－１do

３．　αk←１/(k＋１)

４．　foreach(i,a)∈S×Ado

５．　　generatenextＧstatesamples_

６．　　ifupdateQA

７．　　　a∗ ←argmax
a
　QA

k(s_,a)

８．　　　δ１←R＋max
a
　QB

k－１(s,a∗)－QA
k(s,a)

９．　　　δ２←γ(max
a
　QB

k(s,a∗)－max
a
　QB

k－１(s,a∗))

１０． QA
k＋１(s,a)←QA

k(s,a)＋αδ１＋(１－α)δ２

１１．　 ifupdateQB

１２．　 　a∗ ←argmax
a
　QB

k(s_,a)

１３．　　δ１←R＋max
a
　QA

k－１(s,a∗)－QB
k(s,a)

１４．　　δ２←γ(maxaQA
k(s,a∗)－max

a
　QA

k－１(s,a∗))

１５．　　 QB
k＋１(s,a)←QB

k(s,a)＋αδ１＋(１－α)δ２

３．２　马尔可夫决策过程和自循环结构

在介绍 DoubleSpeedyQＧLearning在随机环境中的自循

环结构 之 前,先 介 绍 马 尔 可 夫 决 策 过 程 (MarkovDecision

Process,MDP).一个 MDP可以用一个５元组(S,A,P,R,γ)

来表示,其中,S表示状态集,A 表示动作集,P表示转移概率

矩阵,P(j|i,a)表示从状态i采取动作a 到状态j 的概率,R
表示奖励矩阵,R(i,a)表示在状态i采取动作a 时获得的奖

励,γ表示折扣因子,且γ∈(０,１).一个强化学习问题可以用

MDP的框 架 进 行 建 模,在 折 现 奖 励 马 尔 可 夫 决 策 过 程

(MDP)中,目标是寻找最优价值函数,即与最优策略对应的

价值函数.该问题可以理解为利用值迭代求解如下的 BellＧ

man方程:

Eπ(st)[∑
∞

t＝０
γtR(st,st＋１)|s０＝i] (６)

其中,st为t时刻时代理所处的状态,π(st)表示状态i中最大

化折扣奖励目标所要采取的行动.这样,当模型信息已知时,

我们可以通过数值计算最优值函数.在许多实际应用中,我

们无法访问模型信息,但是我们可以使用所访问的状态和奖

励样本找到最佳价值函数和相应的策略,QＧLearning及其改

进算法是从样本计算最佳策略和价值函数的算法之一.

在 MDP中,代理从状态i采取动作a 到下一状态时,存

在使得代理的下一状态仍然为i的概率,即存在P(j|i,a)＞

０,使得代理从状态i采取动作a 回到状态i.自循环结构的

存在,使得代理在训练过程中学习到了一定的无效经验,这些

无效经验对代理任务的完成没有任何作用,降低了算法的整

体性能.

３．３　逐次超松弛技术

逐次超松弛(SuccessiveOverRelaxation,SOR)迭代法是

一种经典的迭代算法.它是为了解决大规模系统的线性等式

而提出来的,在高斯法基础上为提高收敛速度,采用加权平均

而得到的新算法[１７].在逐次超松弛迭代法中进行迭代时,没

有对aii部分进行计算,如式(７)所示.利用这一点,我们可以

用它来解决 MDP中存在的自循环结构问题.在SOR理论的

发展中,研究人员一直在研究能够使得SOR收敛的超松弛因

子ω的范围,并在可能的情况下求出ω的最优值[９].使用超

松弛迭代法的关键在于选取合适的松弛因子,如果松弛因子

选取合适,则会大大缩短计算时间.

xk＋１
i ＝xk

i＋ω
aii

(bi－∑
i－１

j＝１
aijxk＋１

j － ∑
n

j＝i＋１
aijxk

j) (７)

文献[１８]证明了SOR可以用于求解一个折现马尔可夫

决策问题,并确定了 MDP模型的最优超松弛因子ω∗ (如式

(８)所示)和最小收缩因子１－ω∗ ＋γω∗ ,最小收缩因子１－

ω∗ ＋γω∗ 最终至多等于折扣因子γ(见定理１).

ω∗ ＝min
i,j

１
１－γp(i|i,j) (８)

其中,γ表示折扣因子(０＜γ≤１),P(i|i,j)表示在状态i采取

动作j回到状态i的概率(０＜P(i|i,j)＜１),因此可以推断

ω∗ ＞１.

定理１　１－ω∗ ＋γω∗ ≤γ
证明:

１－ω∗ ＋γω∗ ≤γ

＜＝＞１－ω∗ ＋γω∗ －γ≤０

＜＝＞(γ－１)(ω∗ －１)≤０

∵０＜γ≤１,∴γ－１≤０

１４２周　琴,等:基于逐次超松弛技术的 DoubleSpeedyQＧLearning算法



∵ω∗ ＞１,∴ω∗ －１≥０

∴(γ－１)(ω∗ －１)≤０

∴１－ω∗ ＋γω∗ ≤γ
证毕.

４　基于逐次超松弛技术的 DoubleSpeedyQＧLearＧ
ning算法

４．１　DoubleSpeedyQＧLearning算法的概述

基于 DoubleSpeedyQＧLearning算法,考虑存在这样一

种特殊结构的 MDP,即对于动作空间中的每个动作,状态空

间中的每个状态都有正的自循环概率.这种结构可以利用对

Bellman操作算子的逐次超松弛技术来开发.对于具有这种

结构的 MDP,可以选择一个超松弛因子ω,这样在有限时间

内该算法的性能优于 DSQL.本文利用逐次超松弛技术,对

DoubleSpeedyQＧLearning的Bellman方程进行改进,提出了

一种新的算法,基于逐次超松弛技术的 DoubleSpeedyQＧ

Learning算法(DSQLＧSOR),进一步提升了DoubleSpeedyQＧ

Learning算法的性能.改进的Bellman方程为:

Q(s,a)＝ωτ＋(１－ω)max
c∈A

　Q(s,c) (９)

τ＝R(s,a)＋α∑
M

s′＝１
P(s′|s,a)max

b∈A
　Q(s′,b) (１０)

DSQLＧSOR的更新公式如下(当更新QA时):

δ１＝ωR＋(１－ω＋ωγ)max
a
　QB

k－１(s,a∗ )－QA
k (s,a) (１１)

δ２＝max
a∈A

　QB
k (s,a∗ )－max

a∈A
　QB

k－１(s,a∗ ) (１２)

QA
k＋１(s,a)＝QA

k (s,a)＋αδ１＋(１－α)(１－ω＋ωγ)δ２ (１３)

其中,δ１表示上一迭代步骤采样下一状态的经验 Bellman最

优算子,δ２表示当前迭代步骤采样下一状态的经验 Bellman
最优算子与上一迭代步骤采样下一状态的经验Bellman最优

算子之差,ω(０＜ω＜ω∗ )表示超松弛因子,R 表示在当前迭代

步骤获得的奖励,１－ω∗ ＋γω∗ 表示最小收缩因子,max
a
　QA

k

(s,a)表示第k次迭代时,状态Ｇ动作对(s,a)在QA表中对应的

最大Q 值,QA
k (s,a)表示第k次迭代时,状态Ｇ动作对(s,a)在

QA表中对应的Q 值,a∗ ＝argmax
a
　QA

k (s_,a),s_表示下一

状态.

DoubleSpeedyQＧLearningbasedonSuccessiveOverReＧ

laxation算法的伪代码如算法２所示.算法２开始前先对 Q
表Q０、折扣因子γ、超松弛因子ω、迭代次数K、概率矩阵P以

及奖励矩阵R 进行初始化.随后,根据式(８)计算出最优超

松弛因子ω∗ ,ω∗ 在算法中只需计算一次,由于ω∗ 只与概率矩

阵P和折扣因子γ有关,而概率矩阵P和折扣因子γ 初始化

后在整个算法执行过程中保持不变,因此可以保证ω∗ 在算法

的所有迭代中都是最优的.该算法采用线性学习率α＝１/

(１＋k).每次迭代开始时,对每个(s,a)∈S×A 生成下一个

状态s_.该算法采用两个 Q表(QA和QB)将最优动作与Q值

的选择分离,每次更新Q值时,随机选择一个 Q表进行更新.

若对QA表进行更新,则根据QA 选择最优动作a∗ ,并使用QB

的Q 值对QA表的Q 值进行更新;若对QB表进行更新,则根据

QB选择最优动作a∗ ,并使用QA的Q 值对QB 表的Q 值进行

更新.

算法２　DoubleSpeedyQＧLearningbasedonSuccessiveOver

Relaxation算法

输入:Q０,γ,ω,K,P

输出:QK

１．初始化:Q－１←Q０/∗初始化 Q表∗/;

２．computetheoptimalω∗

３．fork←０toK－１do

４．　αk←１/(k＋１)

５．　foreach(i,a)∈S×Ado

６．　 　generatenextＧstatesamples_

７．　 　ifupdateQA

８．　　　 a∗ ←argmax
a
　QA

k(s_,a)

９．　　 　δ１←ω∗R＋(１－ω∗ ＋ω∗γ)max
a
　QB

k－１(s,a∗)－QA
k(s,a)

１０．　　　 δ２←(１－ω∗ ＋ω∗γ)max
a
　QB

k(s,a)－max
k

QB
k－１(s,a∗)

１１．QA
k＋１(s,a)←QA

k(s,a)＋αδ１＋(１－α)δ２

１２．　　ifupdateQB

１３．　　　a∗ ←argmax
a
　QB

k(s_,a)

１４．　　　δ１←ω∗R＋(１－ω∗ ＋ω∗γ)maxQA
k－１(s,a∗)－QB

k(s,a)

１５．　　　δ２←(１－ω∗ ＋ω∗γ)max
a
　QA

k(s,a)－max
a
　QA

k－１(s,a∗)

１６．　　　　QB
k＋１(s,a)←QB

k(s,a)＋αδ１＋(１－α)δ２

DSQLＧSOR算法与 DSQL算法的主要区别在于,在每次

迭代开始之前,DSQLＧSOR算法需要根据式(８)计算出超松

弛因子ω的最优值,迭代开始之后,根据改进的Bellman算子

进行 Q表的更新.

４．２　DSQLＧSOR算法的收敛性分析

本节将对 DSQLＧSOR的收敛性进行分析.首先,本文提

出引理１,得出HwQ∗ ＝Q∗ ;其次根据得出的引理１及定理３
对定理２进行了证明,从而得出结论:DSQLＧSOR 算法迭代

Qn几乎可以肯定收敛到最优Q 值Q∗ .

引理１　Hw:RS×A→RS×A是一个最大收缩范数,并且Q∗

是Hw的唯一不动点.其中,HwQ(s,a)＝ω[R(s,a)＋γ∑
M

s′＝１
P

(s′|s,a)max
b∈A

　Q(s′,b)]＋(１－ω)max
c∈A

　Q(s,c),Q∗ (s,a)＝ω[R

(s,a)＋γ∑
M

s′＝１
P(s′|s,a)max

b∈A
　Q∗ (s′,b)]＋(１－ω)max

c∈A
　Q∗ (s,c).

证明:

|(HwP－HwQ)(s,a)|

　＝|ωγ∑
M

s′＝１
P(s′|s,a)(max

b∈A
　P(s′,b)－max

b∈A
　Q(s′,b)＋

(１－ω)(max
c∈A

　P(s,c)－max
c∈A

　Q(s,c))|

　＝|ωγ ∑
M

s′＝１,s′≠s
P(s′|s,a)(max

b∈A
　P(s′,b)－max

b∈A
　Q(s′,b)＋

(１－ω＋ωγP(s|s,a))(max
c∈A

　P(s,c)－max
c∈A

　Q(s,c))|

　≤ωγ ∑
M

s′＝１,s′≠s
P(s′|s,a)|(max

b∈A
　P(s′,b)－max

b∈A
　Q(s′,b)|＋

(１－ω＋ωγP(s|s,a))|(max
c∈A

　P(s,c)－max
c∈A

　Q(s,c)|

　≤ωγ ∑
M

s′＝１,s′≠s
P(s′|s,a)|(max

b∈A
　P(s′,b)－max

b∈A
　Q(s′,b)|＋

(１－ω＋ωγP(s|s,a))|(max
b∈A

　P(s,b)－max
b∈A

　Q(s,b))|

　≤(ωγ＋１－ω)‖P－Q‖

　∴|(HwP－HwQ)(s,a)|≤(ωγ＋１－ω)‖P－Q‖
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因此,Hw在收缩因子为ωγ＋１－ω时是一个最大范数收缩,并

且Q∗ 是唯一的收敛点.

我们应用文献[１９]的定理(即定理２)来证明 DSQLＧSOR
算法迭代对最优Q值的收敛性(见定理３).

定理２　随机迭代过程Δn＋１(x)＝(１－αn(x))Δn(x)＋αn

(x)Fn(x)在以下３个条件下,当n→¥时以概率１收敛至０.

(１)０≤αn(x)≤１,∑
¥

n＝１
αn(x)＝¥,∑

¥

n＝１
αn(x)２＜¥

(２)‖E[Fn]‖≤β‖Δn‖,β＜１
(３)var{Fn(x)}≤C(１＋‖Δn‖２),C＞０
定理３　给定一个有限 MDP(S,A,P,r,γ),并且r≤R,

∀s,a,s′∈(S×A×S),DSQLＧSOR的更新公式为:

Qn＋１(s,a)＝(１－αn(s,a))Qn(s,a)＋αn(s,a)(ωr(s,a,

s′)＋γ′maxQn－１(s,a′))＋(１－αn(s,a))γ′
[maxQn(s,a)－maxQn－１(s,a′)],γ′＝ωγ＋

１－ω
以概率１收敛至最优Q 值,只要满足对于所有的(s,a),

∑
¥

n＝１
αn(s,a)＝¥,∑

¥

n＝１
αn(s,a)２＜¥.

证明:令Δn(s,a)＝Qn(s,a)－Q∗ (s,a),则更新公式可重

写为:

Δn＋１(s,a)＝(１－αn(s,a))Δn(s,a)＋αn(s,a)[ωr(s,a,

s′)＋γ′maxQn－１(s,a′)]＋(１－αn(s,a))γ′
[maxQn(s,a)－maxQn－１(s,a′)]－Q∗ (s,

a)

令

Fn(s,a)＝αn(s,a)[ωr(s,a,s′)＋γ′maxQn－１(s,a′)]＋
(１－αn(s,a))γ′[maxQn(s,a)－maxQn－１(s,

a′)]－Q∗ (s,a)

则E[Fn(s,a)]＝ ∑
M

s′＝１
p(s′|s,a)[αn(s,a)(ωr(s,a,s′)＋γ′max

Qn－１(s,a′))＋(１－αn(s,a))γ′(maxQn(s,a)－maxQn－１(s,

a′))]－Q∗ (s,a)＝(HwQn)(s,a)－Q∗ (s,a).

由引理１可知:HwQ∗ ＝Q∗ ,因此:

|E[Fn(s,a)]|≤(ωγ＋１－ω)‖Qn－Q∗ ‖＝(ωγ＋１－ω)

‖Δn‖
最后,

var[Fn(s,a)]

　＝E[(Fn(s,a)－(HwQn)(s,a)＋Q∗ (s,a))２]

　＝E[(αn(s,a)[ωr(s,a,s′)＋γ′maxQn－１(s,a′)]＋(１－

αn(s,a))γ′[maxQn(s,a)－maxQn－１(s,a′)]－(Hw

Qn)(s,a))２]

　≤E[(αn(s,a)[ωr(s,a,s′)＋γ′maxQn－１(s,a′)]＋(１－

αn(s,a))γ′[maxQn(s,a)－maxQn－１(s,a′)])２]

　≤３(αn(s,a)２ω２r(s,a,s′)２＋αn(s,a)２γ′２maxQn－１(s,

a′)２＋(１－αn(s,a))２γ′２(maxQn(s,a)－maxQn－１

(s,a′))２)

　＝３(αn(s,a)２ω２r(s,a,s′)２＋αn(s,a)２γ′２‖Qn－１‖２＋
(１－αn(s,a))２γ′２(‖Qn‖－‖Qn－１‖)２)

　＝３(αn(s,a)２ω２r(s,a,s′)２＋αn(s,a)２γ′２[‖Q∗ ‖＋

‖Δn‖]２＋(１－αn(s,a))２γ′２(‖Δn‖－‖Δn－１‖)２)

　＝３(αn(s,a)２ω２r(s,a,s′)２ ＋αn(s,a)２γ′２[‖Q∗ ‖ ＋

‖Δn‖]２－２(１－αn(s,a))２‖Δn‖‖Δn－１‖＋(１－

αn(s,a))２γ′２‖Δn－１‖２＋(１－αn(s,a))２‖Δn‖２)

　≤C(１＋‖Δn‖２)

其中,C＝max{(αn(s,a)２ω２r(s,a,s′)２＋αn(s,a)２[‖Q∗ ‖＋

‖Δn‖]－２(１－αn(s,a))２γ′２‖Δn‖‖Δn－１‖＋(１－αn(s,

a))２γ′２‖Δn－１‖２)/(１－αn(s,a))２}

∴var[Fn(s,a)]≤C(１＋‖Δn‖２)

综上,根据定理 ２和定理 ３,Δn 以概率 １ 收敛至 ０,即

DSQLＧSOR算法迭代Qn几乎可以肯定收敛到最优Q 值Q∗ .

５　实验设计与结果分析

本节对 DSQLＧSOR算法进行实验评估.首先对本实验

的环境及配置进行说明,其次将所提算法与主流强化学习算

法和逐次超松弛算法进行对比.接下来通过增大空间状态基

数对所提出算法的可扩展性进行测试.最后比较了不同超松

弛因子ω下 DSQLＧSOR算法的性能.

５．１　实验环境及配置

本实验通过将算法在随机的 MDPs模型上进行数值比

较来检验算法的性能,评价指标为算法随迭代次数变化的平

均误差,其定义为１００个 MDPs最优值函数与其基于不同算

法给出的 Q函数的估计之间的差值,即:

En＝ １
１００∑

１００

１
|V∗

k －max
a
　Qk,n(．,a)| (１４)

此外,本实验使用python的 mdptoolbox来生成１００个

独立的 MDPs,每个 MDP具有S(１０/２０/５０/１００/５００/１０００)

个状态以及５个动作,并满足条件P(i|i,a)＞０(P(i|i,a)＞０
确保了本实验环境中 MDPs存在自循环结构).本实验中所

有比较算法保持相同的步长,并运行相同的迭代次数(即

１０００００次).在迭代过程中,所有算法使用相同的参数.其

中,学习率α＝１/(k＋１),k＝１,２,􀆺,１０００００,折扣因子γ＝

０．６.为了更好地对比各种算法之间的性能,各种算法使用同

一个初始化概率矩阵P和奖励矩阵R.

５．２　DSQLＧSOR与主流强化学习算法的对比

本节将 DSQLＧSOR 与另外４种传统强化学习算法 QＧ

Learning(QL),DoubleQＧLearning(DQL),Speedy QＧLearＧ

ning(SQL)和 DoubleSpeedyQＧLearning(DSQL)在随机构造

的 MDPs上进行比较,并考虑了在不同空间状态基数(S＝１０
和S＝２０)上,所提算法 DSQLＧSOR与其他算法的性能比较.

如图１所示,在状态数为１０和２０的情况下,随着迭代次

数的增加,各种算法的平均误差均在减小.如图１(a)所示,

所提算法在整个迭代步上的误差始终保持最小(即２．１４),而

QL,DQL,SQL,DSQL算法的误差分别为２．４０,２．３７,２．２０,

２．２４.对 比 图 １(a)和 图 １(b)可 知,空 间 状 态 基 数 越 大,

DSQLＧSOR算法的优势就越明显.这是因为本文考虑 MDPs
过程的自循环结构,避免了代理学习无用的经验,从而提升了

算法的整体性能.
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(a)S＝１０

(b)S＝２０

图１　DSQLＧSOR和传统 QＧLearning算法的平均误差

Fig．１　AverageerrorofDSQLＧSORandothertraditional

QＧLearningalgorithm

５．３　DSQLＧSOR与逐次超松弛算法的对比

为了将 DSQLＧSOR算法与同类逐次超松弛算法进行对

比,本 节 将 所 提 算 法 DSQLＧSOR 与 GeneralizedSpeedyQＧ

Learning(GSQL)[２０]和 QＧLearningSOR(QＧSOR)[２１]在随机

MDPs上进行对比,评估 DSQLＧSOR在逐次超松弛算法中的

优越性.同样考虑了在不同空间状态基数(S＝１０和S＝２０)

上所提算法 DSQLＧSOR与其他算法的性能比较.

如图２所示,随着迭代次数的增加,QＧSOR,GSQL 和

DSQLＧSOR算法的误差均在减小,但无论是在状态数为１０
或２０的情况下,本文提出的 DSQLＧSOR算法的误差始终保

持最小.

(a)S＝１０

(b)S＝２０

图２　DSQLＧSOR和逐次超松弛算法的平均误差

Fig．２　AverageerrorofDSQLＧSORandsuccessiveoverrelaxation

algorithm

如图２(a)所示,所提算法在整个迭代步骤上的误差始终

保持最小(即２．１４),而 QＧSOR和 GSQL算法的误差分别为

２．２４,２．１９.这是由于本文是基于 DSQL算法考虑了自循环

结构,DSQL是基于 QL以及SQL算法,考虑了收敛速度慢

以及过估计等缺陷的改进算法,因此 DSQL 算法的性能在

QL和SQL的基础上得到了提升.

５．４　DSQLＧSOR算法的可扩展性测试

本节通过考虑状态空间基数为１０,５０,１００,５００和１０００
的 MDPs,评估了所提算法的可扩展性.

表１列出了对于不同状态空间基数的 MDPs和 DSQLＧ

SOR算法每次迭代的平均时间,可以看到,当状态空间从１０
增加到１０００时,DSQLＧSOR 算法每次迭代的平均时间增长

缓慢,始终维持在１０－４数量级上,可见 DSQLＧSOR的可拓展

性较强.这是因为基于 DSQLＧSOR算法的改进提升了算法

的性能,使得其在较大空间状态基数的 MDPs上也能较快地

收敛.因此,可以推断出 DSQLＧSOR算法的可拓展性较高.

表１　DSQLＧSOR算法的拓展性

Table１　DSQLＧSORscalability

StateNumber AverageTimeperiteration/s

１０ ３．７１×１０－４

５０ ３．９４×１０－４

１００ ４．１６×１０－４

５００ ６．３９×１０－４

１０００ ９．２５×１０－４

５．５　不同超松弛因子ω下DSQLＧSOR算法的性能

为了检验最优超松弛因子对算法性能的影响,本节测试

了根据式(８)计算出的超松弛因子ω∗ 和其他超松弛因子下

DSQLＧSOR算法的性能.

图３给出了对于选择不同超松弛因子ω,(０＜ω＜ω∗ )时,

DSQLＧSOR算法的性能.本实验中计算得出的最优超松弛

因子ω∗ ＝１．３,我们测试了ω＝１．３,ω＝１．１,ω＝０．９,ω＝０．７
时,DSQLＧSOR算法的性能.图３中,ω值越接近ω∗ ,DSQLＧ

SOR算法的平均误差就越小.可以得知,根据式(８)计算得

出的超松弛因子能够使得 DSQLＧSOR算法的性能得到最大

提升.

图３　不同ω值下 DSQLＧSOR算法的平均误差

Fig．３　AverageerrorofDSQLＧSORwithdifferentvalueofω

结束语　首先对 QＧLearning及其衍生算法进行研究并

分析其缺陷与优势.QＧLearning由于具有能够与环境交互这

一特性,在许多领域中得到了广泛的应用,但是它在随机环境

中的性能不佳,因此提出对 QＧLearning算法进行进一步改进

的需求.然后充分利用逐次超松弛迭代法收敛速度快的
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特点,通过超松弛因子ω 对 DoubleSpeedyQＧLearning算法

的Bellman算子进行改进,提出了一种改进的 QＧLearning算

法,即 DoubleSpeedyQＧLearningbasedonSuccessiveOver

Rlaxation.最后,我们通过数值实验将 DSQLＧSOR算法与其

他改进算法的性能进行比较,实验结果表明,本文提出的

DSQLＧSOR算法的性能表现最好,并且可拓展性强.在本文

算法的迭代过程中,概率矩阵保持不变,因此最优超松弛因子

ω也保持不变,为了更好地适应环境,未来考虑在迭代过程中

对概率矩阵进行更新,从而使超松弛因子能够自适应环境,进

一步提升算法的性能.
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