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基于物理信息的神经网络:最新进展与展望

李　野 陈松灿
南京航空航天大学计算机科学与技术学院/人工智能学院　南京２１１１０６
　
摘　要　基于物理信息的神经网络(PhysicsＧinformedNeuralNetworks,PINN),是一类用于解决有监督学习任务的神经网络,

它不仅尽力遵循训练数据样本的分布规律,而且遵守由偏微分方程描述的物理定律.与纯数据驱动的神经网络学习相比,

PINN在训练过程中施加了物理信息约束,因此能用更少的数据样本学习得到更具泛化能力的模型.近年来,PINN 已逐渐成

为机器学习和计算数学交叉学科的研究热点,并在理论和应用方面都获得了相对深入的研究,取得了可观的进展.但 PINN 独

特的网络结构在实际应用中也存在训练缓慢甚至不收敛、精度低等问题.文中在总结当前 PINN 研究的基础上,对其网络/体

系设计及其在流体力学等多个领域中的应用进行了探究,并展望了进一步的研究方向.
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Abstract　PhysicalＧinformedneuralnetworks(PINN)areaclassofneuralnetworksusedtosolvesupervisedlearningtasks．

Theynotonlytrytofollowthedistributionlawofthetrainingdata,butalsofollowthephysicallawsdescribedbypartialdiffeＧ

rentialequations．ComparedwithpuredataＧdrivenneuralnetworks,PINNimposesphysicalinformationconstraintsduringthe

trainingprocess,sothatmoregeneralizedmodelscanbeacquiredwithfewertrainingdata．Inrecentyears,PINNhasgradually

becomearesearchhotspotintheinterdisciplinaryfieldofmachinelearningandcomputationalmathematics,andhasobtainedrelaＧ

tivelyinＧdepthresearchinboththeoryandapplication,andhasmadeconsiderableprogress．However,duetotheuniquenetwork

structureofPINN,therearesomeproblemssuchasslowtrainingorevennonＧconvergenceandlowprecisioninpracticalapplicaＧ

tion．OnthebasisofsummarizingthecurrentresearchofPINN,thispaperexploresthenetwork/systemdesignanditsapplication

inmanyfieldssuchasfluidmechanics,andlooksforwardtothefurtherresearchdirections．

Keywords　Artificialintelligence,Machinelearning,Neuralnetwork,Physicalmodel,Partialdifferentialequations

　

１　引言

随着数据和计算资源的爆炸式增长,近年来以深度学习

为代表的机器学习技术在众多领域取得了革命性的成果,如

图像识别[１]、自然语言处理[２]、认知科学[３]和基因组学[４]等.

此类技术的成功离不开丰富的训练数据,但在某些复杂的物

理和工程领域,数据的可获取性是一大难题,这种数据稀疏性

使得预测和决策遭受多重挑战,另一方面也使经典的深度神

经网络、卷积神经网络、递归神经网络等机器学习算法易陷入

过拟合而导致泛化能力变差.

在数据驱动的机器学习取得长足进步之前,许多物理和

工程领域采用的都是物理模型驱动,这些领域经过多年发展,

积累了丰富的物理模型,大多以偏微分方程形式刻划或描述,

如流体动力学中的 NavierＧStokes方程组[５]、电磁场理论中的

Maxwell方程组[６]和量子力学中的 Schrödinger方程[７]等.

直接求解物理模型可进行精准预测,但面临着物理模型简单

导致的误差过大、物理模型复杂导致的求解复杂度过高、物理

模型参数和初边值数据缺失或测量不准导致的求解误差过大

等问题,且传统的偏微分方程数值方法在逆问题求解、复杂几

何区域求解、高维空间求解等方面都面临着很大的挑战[８].

与之不同的是,经典的机器学习算法都以纯数据驱动为主,训

练一个有监督的机器学习模型的任务就是建立输入数据到



输出数据之间的函数映射,即从事先获得的训练数据和事先

定义好的算法结构中学习一个具体模型,其好坏与训练数据

或分布息息相关.而在许多物理和工程领域场景中,这些训

练数据常常隐含部分先验知识(如流体力学问题中的流场数

据需要满足质量守恒和动量守恒物理定律,即满足 NavierＧ

Stokes方程组),但这部分知识并未体现在经典的机器学习算

法中,因此某种程度上来说,这是一种信息资源的浪费.本文

提出的 基 于 物 理 信 息 的 神 经 网 络 算 法 (PhysicsＧinformed

NeuralNetworks,PINN)正是结合了数据驱动的机器学习和

物理模型的优势,能在少量训练数据的条件下,训练出自动满

足物理约束条件的模型,在保证精度的同时具有更好的泛化

性能,预测模型的重要物理参数.

２　基于物理信息的神经网络PINN

２．１　什么是PINN
人工神经网络早在２０多年前就被用于求解常微分方程

和偏微分方程[９Ｇ１１]但受限于当时的计算方法和计算资源,这

一技术并未得到足够的重视.近年来,随着深度学习的发展,

美国布朗大学应用数学系的 Karniadakis教授及其合作者们

重新审视了这一技术,在原有的基础上进行扩展,提出了一套

深度学 习 算 法 框 架,将 其 命 名 为 “PhysicsＧinformed Neural

Networks”,并首先将其用于求解偏微分方程的正问题和逆

问题[１２Ｇ１４].他们期望借助PINN将深度学习算法更好地应用

于传统数学物理和工程领域的建模和计算.PINN 被提出

后,引发了大量的后续研究工作,并逐渐成为科学机器学习

(ScientificMachineLearning,SciML)这一新兴交叉领域的研

究热点[１５].

从数学上函数逼近论的角度来看,神经网络可以看作是

一个通用的非线性函数逼近器,而偏微分方程的建模过程也

是寻找满足约束条件的非线性函数,两者具有相通之处.得

益于在深度神经网络中广泛使用的自动微分技术[１６],我们可

以将偏微分方程中的微分形式约束条件融入到神经网络的损

失函数设计中,从而获得带物理模型约束的神经网络,这就是

PINN最基础的设计思想.这样训练出来的神经网络不仅能

够逼近观测数据,而且能够自动满足偏微分方程所遵循的对

称性、不变性、守恒性等物理性质.下文以一个通用形式的偏

微分方程为例来介绍PINN的设计方法.设函数u＝u(t,x)

满足如下形式的偏微分方程:

ut＋N(u,λ)＝０,x∈Ω,t∈[０,T] (１)

其中,N(u,λ)是一个带参数λ的对u 进行微分运算的泛函,x
是空间变量,t是时间变量,Ω 是欧氏空间RD 的子集,T 是终

止时刻.传统的物理模型是给定u(t,x)的初始状态、边界状

态和物理参数λ,便可通过求解偏微分方程来预测出任意时

空点的u(t,x)函数值,当无法获得解析解时可以利用有限差

分、有限元等数值方法进行求解.PINN 则考虑建立一个神

经网络来逼近偏微分方程的解,定义uN (t,x)为逼近函数u
(t,x)的神经网络,r(t,x)＝uN

t ＋N(uN ,λ)为偏微分方程的残

差,并定义PINN的损失函数为Loss＝Lossu＋Lossr,其中:

Lossu＝ １
Nu

∑
Nu

i＝１
|uN(ti

u,xi
u)－ui|２ (２)

式(２)表示损失函数中的数据驱动部分,{ti
u,xi

u,ui}Nu
i＝１表

示通过初始状态和边界状态获取的训练数据(也包括通过实

验观测、数值仿真等手段获取的训练数据).另一部分损失函

数为:

Lossr＝ １
Nr

∑
Nr

i＝１
|r(ti

r,xi
r)|２ (３)

式(３)表示损失函数中的物理模型驱动部分,{ti
r,xi

r}Nr
i＝１

表示方程的训练配点,可以利用自动微分技术来高效地获得

方程残差值r(ti
r,xi

r).我们希望训练出的神经网络逼近函数

uN(t,x),不但要与已知训练数据的误差尽可能小,而且要尽

可能满足偏微分方程的约束条件.PINN 的网络结构如图１
所示,在输入时间和空间数据后,首先通过全连接神经网络来

逼近函数,再利用自动微分技术,求出偏微分方程残差和初边

值残差约束,并将其作为正则项放入损失函数中,最后利用梯

度下降法等优化算法获得神经网络连接权重参数和偏微分方

程物理参数.

图１　求解扩散方程∂u
∂t－λ∂２u

∂x２＝０的PINN网络结构示意图[１７]

Fig．１　SchematicofPINNforsolvingdiffusionequation

∂u
∂t－λ∂２u

∂x２＝０[１７]

从上文可以看出,PINN 的网络结构和损失函数都需要

根据偏微分方程的形式来量身定做,这与当前计算物理学领

域中直接利用机器学习算法的已有工作不同.将物理信息先

验知识融入机器学习算法中的工作有很多,如 Wang等[１８]提

出了基于物理信息的机器学习框架(PhysicsＧinformed MaＧ

chineLearning,PIML),该框架用于求解湍流模型,利用观测

数据代替专家经验来建立流场特征到雷诺张量映射的机器学

习模型;其他利用机器学习算法对物理系统进行建模预测的

工作请参考文献[１９Ｇ３２].这类工作最大的特点是只在训练

数据的分类处理中利用了物理信息先验知识,而把机器学习

算法当作一个“黑盒”,支持向量机、随机森林等经典机器学习

算法都能应用.PINN 的设计则更依赖于偏微分方程的结

构,希望能够进一步理解算法“黑盒”的内部结构,从而具有更

好的可解释性和可扩展性.实际上,在 Raissi等于２０１７年首

次提出PINN 的概念后[１２Ｇ１３],涌现了不少 PINN 的变种,如

cPINNs(守恒型PINNs)和vPINNs(变分型 PINNs)等,同时

也有不少研究者将PINN应用于流体力学、材料力学等领域.

表１列出了近年来 PINN 在理论和应用方面的部分研究

成果.

５５２李　野,等:基于物理信息的神经网络:最新进展与展望



表１　PINN的理论和应用的研究总结

Table１　SummaryofPINN’stheoryandapplicationresearch

理论研究

参考文献 理论方法

应用研究

参考文献 应用场景

[３３] nPINNs:非局部型PINN [４９] HiddenFluidMechanics,流体力学

[３４Ｇ３５] fPINNs:分数阶PINN [５０] NSFnets:不可压 NavierＧStokes流

[３６] PPINN:并行的PINN [５１] 高速空气动力学气流问题

[３７] cPINNs:守恒型PINN [５２] 多孔介质的地下水流问题

[３８] DPINNs:分布型PINN [５３] 心房颤动诊断问题

[３９] BＧPINNs:贝叶斯型PINN [５４Ｇ５５] 超材料设计

[４０] vPINNs:变分型PINN [５６] 金属裂缝检测

[４１] XPINNs:扩展型PINN [５７Ｇ５８] 预测电力系统动力学状态

[４２Ｇ４３] PINN的泛化误差估计 [５９] 低分辨率图像重构

[４４Ｇ４６] PINN的训练过程优化 [１７,６０] 偏微分方程求解工具包

[４７Ｇ４８] PINN的激活函数优化 [６１Ｇ６２] 芯片散热器外形优化设计

２．２　理论研究

与传统的偏微分方程数值解法相比,PINN 具有无网格

的特点,有望在传统数值方法面临挑战的方面(如维数灾难、

逆问题求解等)开拓出新的研究思路.与经典的机器学习任

务相比,PINN在损失函数的设计中除了有监督的数据部分

外,还包括违反物理定律(偏微分方程)的正则化因子.这些

正则化因子因问题而异,需要进行量身定做设计以达到最优.

值得一提的是,许多传统的偏微分方程数值算法的设计思想

会对 PINN 的 分 析 和 设 计 有 很 大 的 帮 助[６３Ｇ６９].下 文 讨 论

PINN近几年在泛化误差估计、训练过程优化、激活函数设计

等理论方面的研究工作.

２．２．１　PINN的泛化误差估计

传统的偏微分方程数值解法,如有限差分、有限元方法

等,都有严格的误差分析理论,以保证方法的稳定性和有效

性.PINN尽管处于初始研究阶段,但也有工作对 PINN 的

泛化误差进行了分析研究.Shin等[７０]首次对 PINN 求解偏

微分方程的相容性进行了分析,证明了在 Hölder连续等假设

条件下,PINN的泛化误差上界能被训练误差和训练样本数

所控制.

Losstest(um)≤C[Losstrain(um)＋mr
－α

d ＋mb
－ α
d－１] (４)

其中,Losstest(um )是 PINN 在 进 行 预 测 时 的 损 失 函 数 值,

Losstrain(um)是训练集上的损失函数值,mr和md分别是在区域

内部和区域初始/边界上的训练样本点数量.更进一步地,二
阶线性椭圆型偏微分方程可以证明PINN的解能够收敛到偏

微分方程的解.几乎同一时期,Mishra等也建立了 PINN 求

解偏微分方程正问题误差估计的抽象框架理论[４２],在更弱的

假设条件下也能获得类似的误差估计结果,并分别在半线性

抛物方程、粘性双曲守恒律方程、不可压 Euler方程上进行了

证明和验证;后来又将其推广到了偏微分方程逆问题的求解

上,也获得了类似的误差估计结果[４３].从泛化误差估计式

(４)可以看出,在一定的正则性假设条件下,只要 PINN 的训

练误差足够小,选取的训练样本数量足够多,PINN 训练获得

的解就能准确收敛到偏微分方程(也就是物理模型)的解.

２．２．２　PINN的训练过程优化

虽然在一定的正则性假设条件下建立了PINN的泛化误

差分析理论,但在实际应用中,全连接的PINN神经网络还是

出现了训练缓慢甚至不收敛的情形,特别是在偏微分方程的

解有高频现象或者多尺度现象时[７１Ｇ７４].Wang等[４４]注意到,

在利用梯度下降法训练 PINN 时,动态调整损失函数中不同

组成成分之间的权重,使得损失函数中不同组成成分的梯度

值大小趋于一致时,可以有效改善训练收敛情况.这一经验

性的参数调整技巧并未揭示 PINN 训练失败的根本原因,他
们在随后的工作[４５]中从神经正切核[７５Ｇ７６]的角度,证明了在神

经网络的宽度趋于无穷时,全连接的 PINN 的神经正切核将

会收敛到一个确定性的常数核;通过分析发现,PINN 训练困

难的根本原因是总的神经正切核矩阵和损失函数中不同组成

成分对应的核矩阵的特征值分布差异皆过大.分析PINN解

的梯度流可以发现,解迭代的变化速率与神经正切核矩阵密

切相关,矩阵的大特征值对应的解分量迭代快,小特征值对应

的解分量迭代慢,而神经正切核矩阵的特征值分布往往差异

很大(见图２),这就会导致 PINN 训练缓慢.为此,他们提出

了根据分量核矩阵的特征值之和(等价于矩阵的迹)来自适应

调整损失函数中不同组成成分之间权重的算法,显著提高了

PINN的训练速度和预测的准确性.Ji等在利用 PINN 求解

常微分方程组时也注意到了刚性常微分方程组(这里的刚性

可以简单理解为矩阵特征值分布差异大)会导致 PINN 训练

失败[７７],因此需要先降低系统的刚性后才能用 PINN 进行训

练求解.除此之外,Wight等[７８]提出了自适应的配点重采样

法来提高PINN 的训练速度和逼近效果,McClenny等[７９]利

用软注意力机制来训练调整损失函数中不同组成成分之间的

权重,均在一定程度上加速了PINN的训练过程.

(a)EigenvalueofKuu (b)EigenvalueofKrr

图２　稳态热传导方程解为u(x)＝sin(aπx),a＝１,２,４时

PINN的神经正切核矩阵的特征值分布[４５]

Fig．２　EigenvaluedistributionofPINNneuraltangentkernel

matrixforsteadyheatconductionequationwith

solutionsu(x)＝sin(aπx),a＝１,２,４[４５]

２．２．３　PINN的激活函数设计

神经网络可以看作线性变换和非线性变换的组合,其中
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激活函数唯一决定了神经网络的非线性逼近效果.与普通的

神经网络相比,PINN由于涉及到偏微分运算,因此激活函数

的选择就尤为重要.深度神经网络中常用的 ReLU激活函数

由于二阶及以上导数为零,对损失函数中的高阶微分算子无

贡献,因此不再适用.PINN中常用的激活函数包括tanh(x)
和sin(x)等,其选择常常与具体问题相关,尚无统一的选择标

准.对于普通的神经网络,文献[８０Ｇ８１]证实了自适应的激活

函数能够加快收敛过程.Jagtap等引入了包含缩放因子的激

活函数[４７],该因子作为参数与神经网络参数同步训练更新,
能够动态调节激活函数的导数值.与固定不变的激活函数相

比,该方法能够显著加快PINN的训练收敛速度并提高精度.
更进一步地,对PINN中的每个神经层/神经元的激活函数引

入不同的自适应缩放因子[４８],可以进一步加快训练收敛速

度.另外,值得一提的是,如果对偏微分方程解的形式有先验

知识,将其融入到激活函数的设计中能够大大提高 PINN 的

逼近效果,例如Zobeiry等在求解热传导方程时,通过传统的

分离变量法可以知道解在空间上有周期性、在时间上有指数

衰减性,因此他们在PINN网络中引入了一层前置网络,这层

网络中包含sin(x)和exp(－t)形式的激活函数[８２],最终逼近

效果显著优于常用的sigmoid(x)、tanh(x)等激活函数.

２．３　应用研究

由于PINN自然地满足了物理定律约束,随着机器学习

和深度学习的发展,许多研究者在不同领域对其进行了应用,
特别是在许多具有多尺度物理现象的建模和求解问题中得到

了广泛的关注[８３Ｇ８４].Lu等建立了基于 TensorFlow 的 PyＧ
thon库 DeepXDE[１７],其可用于求解偏微分方程的正问题和

逆问题,便于 PINN 的推广应用.下文介绍 PINN 在流体力

学、生物医学、材料学等工程领域中的应用情况.

２．３．１　PINN在流体力学中的应用

文献[４９]中的研究成果是PINN在流体力学中进行应用

的典型代表,更多应用可参见综述文献[８５].传统的计算流

体力学(ComputationalFluidDynamics,CFD)通过有限差分、
有限元等数值方法来求解流体力学方程组[８６],其缺点是需要

给定明确的初边值条件,且数值求解算法对边界区域敏感,条
件稍加改变就必须重新计算,难以用于实时计算和预测等.

Raissi等采取了不同的做法,他们期望通过用实验手段获得

的部分流场图像数据来预测速度和压力场的动态分布,将流

场图像数据、不可压 NavierＧStokes方程组、对流扩散方程融

入神经网络损失函数设计中,可以训练得到速度和压力场的

函数逼近,甚至可以用于预测雷诺数、佩克莱数等重要物理参

数,解决了传统CFD数值模拟方法对区域和初边值条件敏感

的问题.他们提出的基于 NavierＧStokes信息的神经网络结

构如图３所示,输入数据为时间变量t和空间变量x,y,z,输

出数据为观测标量c、速度场(u,v,w)和压力p,损失函数为

观测标量数据的均方误差和偏微分方程均方残差.

Loss＝１
N ∑

N

i＝１
|c(ti,xi,yi,zi)Ｇci|２＋∑

５

k＝１

１
M ∑

M

j＝１
|ek(tj,xj,yj,

zj)|２ (５)

图３　基于 NavierＧStokes信息的神经网络示意图[４９]

Fig．３　NavierＧStokesinformedneuralnetworks[４９]

　　鉴于不可压 NavierＧStokes方程组在流体力学中的重要

地位,近年来不少研究工作都围绕 PINN 对 NavierＧStokes方

程组进行求解和应用.Raissi等还用深度学习的方式对物体

绕流 的 升 力/阻 力 问 题 进 行 了 模 拟[８７],在 不 可 压 NavierＧ
Stokes方程组的基础上耦合了物体运动位移方程和对流扩散

方程,并将其融入神经网络损失函数设计中,通过观测到的部

分速度场数据还原出全部流场,进而获得绕流物体的升力、阻

力、位移变化等信息,这对于研究涡流诱导的共振现象有重要

意义.Sun等期望建立 NavierＧStokes方程组的替代模型[８８],

将流体的质量和动量守恒定律融入损失函数的设计后,不需

要额外的标记数据便能训练出流场模型.他们设计了自动满

足初边值条件的深度神经网络,并对血液动力学中的许多问

题(如狭窄管道血液流、动脉瘤血液流等)进行了应用,数值结

果表明了PINN与传统CFD数值模拟方法的一致性.Jin等

分别建立了速度Ｇ压力形式的 NavierＧStokes方程组、速度Ｇ涡

度形式的 NavierＧStokes方程组的PINN网络模型[５０],并将其

用于求解层流和槽道湍流问题,数值结果显示,速度Ｇ涡度模

型在求解层流问题时具有更高的精度,速度Ｇ压力模型能够模

拟雷诺数低于１０００时的槽道湍流现象,但雷诺数高于１０００
时会存在训练收敛不佳的问题.考虑到神经网络中出现的

“谱偏置”现象,即神经网络对低频函数的逼近效果远好于对

高频函数的逼近效果[６７Ｇ６８],Zhang等提出了频率补偿的PINN
算法[６９],在不可压圆柱绕流问题的PINN网络中增加了FouＧ
rier特征映射子网络,提高了PINN算法的泛化性.

除了粘性不可压缩流外,PINN 在流体力学的其他方面

也有很多应用,如空气动力学、多孔介质流等.Mao等利用

PINN求解 无 粘 可 压 缩 流 的 Euler方 程 组 的 正 问 题 和 逆

问题[５１].Euler方 程 组 用 于 模 拟 高 速 空 气 动 力 学 的 气 流
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问题,这类问题解的光滑性较差,通常存在间断面(激波)等不

连续现象,用整体连续的神经网络来逼近通常效果欠佳.为

此,他们通过在PINN的损失函数中增加全局的质量守恒和

动量守恒信息、提高在间断面附近的训练样本比重等技巧,更

好地捕捉到了间断面的存在.Jagtap等提出了守恒型 PINN
算法cPINNs[３７],该算法将原始求解区域分解为多个子区域,

在损失函数中增加相邻子区域界面通量守恒的约束条件,相

比原始的PINN能够更准确地模拟激波面等光滑性较差甚至

间断的情形;随后在cPINNs的基础上提出了扩充型的PINN
算法 XPINNs[４１],该算法可以同时对空间和时间进行区域分

解,能够对任意类型的偏微分方程求解进行加速.Wessels
等在PINN的基础上提出了神经粒子方法[８９]用于求解表面

自由流问题,其无网格化的特点比传统CFD数值方法具有更

高的求解效率.Mehta等利用 PINN 对 Couette流的湍流情

形进行建模,对雷诺应力张量建立了一个变阶数的分数阶模

型[９０],该方法对于任意大小的雷诺数都能准确预测平均流场

和雷诺应力.Tartakovsky等利用 PINN 适合求解偏微分方

程逆问题的特点,对地下流模型中的参数和本构关系进行建

模重构[９１Ｇ９２],其效果显著优于经典的最大概率方法和纯数据

驱动的神经网络方法.Guo等也基于PINN来模拟多孔介质

的地下水 流 问 题[５２],利 用 迁 移 学 习 的 技 巧 可 以 大 大 缩 短

PINN在实际应用中的训练时间,并能提高预测精度.

PINN在工业界也受到了广泛关注,如 ANSYS和 NIVIＧ

DA等企业都在加速将PINN算法落地产品化.SimNetTM 是

NIVIDA公司基于PINN算法最新开发的 AI加速仿真工具

包[６１Ｇ６２],该工具包试图解决传统仿真方法计算量大、无法融

合实验测量数据等问题.SimNetTM 提供了一个框架,可以对

偏微分方程以及边界条件和初始条件进行建模.传统的数值

仿真求解器每次只能求解一个实例,当面临多个实例场景时

容易耗时过长,而SimNetTM能够处理多个单个几何或参数化

几何问题,这样可以同时在多个场景上训练神经网络,并且可

以在推理过程中实时评估每个配置,以便更有效地探索优化

设计空间.SimNetTM 还可以将传统仿真的范围扩展到当前

可解决的使用案例之外,例如,神经网络可以保留在训练中获

得的知识,以便实时解决学习到的情况;神经网络可以轻松解

决传统数值求解器难以解决的数据同化和逆问题.NIVIDA
将其应用于自家芯片散热器的外形设计上,与传统的商用数

值仿真求解器相比,其可以将仿真时间由数月缩短至数天甚

至数小时,受到了 NIVIDACEOJensenHuang的公开赞扬,

表明了PINN在对复杂物理模型进行仿真计算方面的巨大

潜力.

２．３．２　PINN在其他工程领域的应用

除了流体力学领域的广泛应用外,PINN 在其他许多工

程领域也进行了积极的探索和尝试.在生物医学领域,Sahli
等对心房颤动诊断问题进行了研究,通过 PINN 求解心脏活

化时间所满足的非线性波动动力学方程[５３],能够捕捉到波阵

面的碰撞现象,准确率优于已有的插值法和高斯过程回归法.

Kissas等对心血管流进行了模拟,心血管流的管壁截面、血流

速度和压力作为随时间和空间变化的函数,在物理上满足一

阶非线性双曲型偏微分方程,将该方程作为约束条件和训练

数据融入PINN的设计中,训练出的模型能够用于预测心血

管中的血液流动情况[９３].特别地,他们用真实的临床数据进

行了训练和测试,利用从四维磁共振成像数据中获取到的血

流速度和管壁位移数据作为训练数据,训练出的 PINN 模型

能够成功预测心血管中的动脉压力分布变化情况.

在材料领域,Fang等利用PINN对电磁超材料问题进行

了探索[５４].通过PINN求解频率领域的 Maxwell方程,一方

面可以获得材料内外部的电磁波分布,另一方面通过增加材

料内部的电磁波分布约束条件,可以反向获得材料的磁导率、

电容率等物理参数,从而应用于材料隐身等特殊场景的设计.

Chen等也用类似的思路对纳米光学器件的超材料设计进行

了探索,利用PINN求解 Helmholtz偏微分方程的逆问题[５５],

通过观测多纳米粒子组成的材料的散射数据来反演出电磁波

在材料内外部的分布及材料的电容率等物理参数.Liu等设

计了多保真的基于物理约束的神经网络算法[９４],通过融合长

时间的低保真模拟和短时间的高保真模拟,能够在保证精度

的基础上进一步减少所需的训练数据,缩短训练时间,并对材

料设计领域中的热传导、相变等物理过程进行了模拟.Zhang
等通过PINN来求解平面张力方程,研究了非均匀超弹性材

料的识别问题[９５].Shukla等研究了金属表面裂缝的检测问

题,通过PINN求解声波偏微分方程[５６],可以求出金属表面

声速的传播情况,声速突变处即是裂缝.Zhu等将 PINN 应

用于金属三维加工建模过程,只需要少量标记数据便可学习

到金属加工过程中的温度和融化物分布的动态变化情况[９６].

Viana等利用PINN对材料的累计损伤模型进行求解能够预

测腐蚀对材料带来的损伤[９７Ｇ９８].

在断裂力学和热力学等工程领域,Goswami等通过最小

化系统的变分能量,提出了一种改进的PINN算法,并将其应

用于断裂力学的求解[９９].Tao等利用 PINN 对薄壁圆柱弯

曲载荷问题进行了预测[１００].Mishra等利用 PINN 求解在天

体物理、核工程和医学领域都有重要意义的辐射转移偏微分

方程[１０１],这是一个七维的微分积分方程,传统的数值计算方

法的计算量很大,他们利用 PINN 求解并给出了与维数无关

的泛化误差估计表达式.在电力系统领域,Misyris等利用

PINN求解摆动方程[５７],可以预测电力系统动力学状态,如转

子角度和频率等,其求解效率是传统方法的８７倍.Stiasny
等也基于PINN来对电力系统频率动态进行预测[５８].在其

他领域,Kadeethum等利用 PINN 对孔隙介质弹性波的 Biot
方程的正问题和逆问题进行了求解[１０２].Liu利用 PINN 对

生物软组织力学中的本构模型进行建模,效果明显优于依据

专家经验构建的模型[１０３].Wang等基于 PINN 在大气污染

羽流对流条件下从低分辨率图像重构高分辨率图像,效果优

于传统的超分辨率技术[５９].Wang等采取了与PINN类似的

思想,结合数据驱动模型和物理模型的优势提出了 AutoODE
框架,用机器学习方法来估计常微分方程组中的参数,再结合

自动微分技术进行变量预测,将该框架应用于新冠肺炎预测

时,误差比纯数据驱动的深度学习算法低５７．４％[１０４].

结束语　本文介绍了 PINN 近年来的发展情况,包括用

于求解不同类型的偏微分方程、泛化误差估计、训练过程

优化、激活函数设计等理论研究工作,以及在流体力学等许多
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工程领域的应用情况.PINN利用了神经网络的逼近理论和

自动微分技术,具有无网格的特点,一定程度上能够避免传统

数值方法中的维数灾难现象.PINN融合了数据和物理模型

先验知识,有助于降低神经网络的复杂度和对训练数据量的

需求,实验结果也显示 PINN 对于逼近遵循一定物理定律的

稀疏数据非常有效,能够避免传统神经网络在逼近稀疏数据

时的过拟合现象.

PINN作为机器学习和计算数学交叉学科的研究热点,

尽管在２０１７年提出后已经涌现了不少相关工作,也取得了令

人欣喜的效果,但该方法仍处于初探期,存在大量问题亟待解

决.本文重点讨论PINN在理论和应用方面的一些问题与其

未来的发展方向.

从理论方面来看,当前 PINN 的设计都是针对具体问题

来具体设计,可能对某个问题有效的设计方式对其他问题就

失效了,需 要 统 一 考 虑 各 种 设 计 方 式 对 结 果 的 影 响.如

PINN网络的深度和宽度对结果有何影响? 对于更深的神经

网络和更高阶的微分算子是否会存在梯度消失现象? 损失函

数大都用均方误差表示,是否有更符合物理意义的损失函数

表示方 式? 如 何 针 对 损 失 函 数 来 设 计 优 化 算 法,以 缩 短

PINN的训练时间,从而提高实用性? 如何避免因多尺度物

理系统的刚性问题造成的 PINN 训练缓慢甚至失效的现象?

如何引进多模态数据(如观测的图像数据和测量的数值数据)

以进一步提高PINN的逼近效果? 总的来说,其核心挑战在

于,如何在PINN中将数据驱动部分和物理模型驱动部分进

行更有效的融合,以增强PINN训练过程的稳定性、收敛性和

模型的泛化性,提高PINN对实际物理过程的逼近效果.

从应用方面来看,PINN 在解决涉及复杂偏微分方程的

物理问题时具有较大潜力,特别是在传统数值算法面临困难

的方面,如数据同化、逆问题和参数化代理模型等.首先,

NVIDIA公司已经展现出 PINN 在基于 AI的仿真计算方面

的潜力,训练出的代理模型能够大大加快芯片散热器外形参

数化优化设计,有望进一步被推广到其他优化设计任务中(如

超临界翼型的仿真优化设计).其次,流体力学领域中 PINN
对大雷诺数和超高声速的流场模拟是一大难点,需要消除大

梯度、奇异点和间断点现象的影响,提高PINN对此类物理现

象的逼近效果.然后,PINN 对于非牛顿流体的建模是一个

值得探索和挖掘的方向,非牛顿流体的本构关系建模在数学

和物理中一直是一大难题,将物理建模和数据驱动的机器学

习算法有效结合,就有望建立更精确的本构关系模型,提高非

牛顿流体的建模精度.最后,当前 PINN 都是针对偏微分方

程建模问题进行求解,这种融合物理模型的思想有可能推广

到其他不用偏微分方程建模的问题中,如相似规律与尺度效

应预测等.总的来看,PINN 还需要接受更多实际数据和实

际工程应用的检验.
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