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基于剩余格的模糊粗糙集的拓扑性质

许思雨 秦克云
西南交通大学数学学院　成都６１１７５６
　
摘　要　研究了基于剩余格的LＧ模糊粗糙集模型的拓扑结构,给出了由模糊蕴涵确定的下近似算子诱导的LＧ模糊拓扑并讨论

了它的基本性质.其中的知识为一般LＧ模糊关系,无需假设其自反性及强串行性.借助LＧ模糊关系的传递闭包构造了相应的

LＧ模糊拓扑的内部算子及闭包算子.研究了不同的LＧ模糊关系确定的下近似算子诱导的LＧ模糊拓扑空间之间的关系,并借助

相应的拓扑提出了一种LＧ模糊关系分类方法.
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１　引言

１９８２年,Pawlak提出了粗糙集理论[１].粗糙集理论是一

种处理不确定性问题的数学工具,能够定量分析处理不精确、

不一致以及不完整信息与知识.经过三十多年的发展,粗糙

集理论已经在知识与数据发现、模式识别与分类、数据挖掘等

领域取得了成功应用[２Ｇ５].

粗糙集理论的核心概念是从近似空间中导出的一对近似

算子,即上、下近似算子.为了拓展粗糙集理论的应用范围,

许多研究者对基于等价关系的 Pawlak粗糙集模型进行了多

种形式的推广.模糊集和粗糙集理论都是刻画不完备和不确

定性信息的数学工具.Dubois和Prade[６]将模糊集和粗糙集

相结合,建立了模糊粗糙集模型.Morsi和 Yakout[７]讨论了

模糊粗糙集模型中近似算子的公理化方法.Radzikowska和

Kerre[８]通过三角模和模糊蕴涵算子建立了一般模糊粗糙集

模型.Yang和 Hu[９Ｇ１０]提出了基于模糊覆盖的粗糙集模型,

研究了模型的基本性质,进一步讨论了基于覆盖的多粒度模

糊粗糙集及其应用.文献[１１Ｇ１４]进一步研究了模糊粗糙集

模型的推广及其应用.此外,变精度模糊粗糙集模型研究也

受到人们的广泛关注[１５Ｇ１７].基于Ziako[１５]提出的变精度粗糙

集模型,MieszkowiczＧRolka和 Rolka[１６]提出了变精度模糊

粗糙集模型.Zhao[１７]提出了一种变精度模糊粗糙模型,用以

处理噪声数据.Radzikowska和 Kerre[１８]提出了基于完备剩

余格的LＧ模糊粗糙集模型,文献[１９Ｇ２０]研究了LＧ模糊粗糙

集模型中近似算子的公理化问题.

拓扑学是基础数学中的一个重要分支,在数学的诸多领

域中具有广泛应用.近年来,粗糙集以及模糊粗糙集的拓扑

结构成为粗糙集理论的热门研究课题.文献[２１Ｇ２４]研究了

广义粗糙集模型中近似算子的拓扑性质,刻画了广义粗糙近

似算子的拓扑结构.Wang[２５]基于[０,１]上的左(右)连续t模

及其诱导的剩余蕴涵构造模糊粗糙近似算子,讨论了上、下近

似集构成的拓扑结构.Qin[２６]讨论了模糊近似空间中基于自

反、传 递 模 糊 关 系 的 模 糊 近 似 算 子 诱 导 的 模 糊 拓 扑.

Wang[２７]针对基于剩余格的LＧ模糊粗糙集模型,构造了LＧ模

糊上、下近似算子的不动点构成的LＧ模糊拓扑空间,其中的

LＧ模糊关系具有强串行性;讨论了拓扑空间的基本性质.

Ma[２８]构造了LＧ模糊近似算子诱导的LＧ模糊拓扑空间,其中

的LＧ模糊关系具有自反性.Hao[２９]基于剩余格的LＧ模糊粗

糙集模型构造了LＧ模糊上近似集构成的LＧ模糊拓扑空间,讨
论了拓扑空间的基本性质.在以上研究工作的基础上,本文

针对基于剩余格的LＧ模糊粗糙集模型进一步讨论LＧ模糊粗

糙近似算子诱导的拓扑及其基本性质,其中的知识为一般LＧ



模糊关系,无需假设其自反性及强串行性.研究结果对于进

一步丰富粗糙集的拓扑结构研究具有理论意义.

２　预备知识

本节主要介绍模糊粗糙集的基本概念和性质.

定义１[２９]　一个剩余格是一个代数系统L＝(L,∨,∧,

􀱋,→,０,１),其中:
(１)(L,∨,∧,０,１)是一个有界格.
(２)􀱋:L×L→L满足任意a,b,c∈L:

１)a􀱋b＝b􀱋a;

２)(a􀱋b)􀱋c＝a􀱋(b􀱋c);

３)１􀱋a＝a;

４)a≤b⇒a􀱋c≤b􀱋c.
(３)→:L×L→L是关于􀱋的剩余运算,即对于任意a,b,

c∈L,有a􀱋b≤c⇔a≤b→c.

命题１[３０Ｇ３１]　设L＝(L,∨,∧,􀱋,→,０,１)是一个剩余

格,对于任意a,b,c∈L,下列性质成立:
(１)若a≤b,则c→a≤c→b,a→c≥b→c.
(２)a􀱋(a→０)＝０.
(３)１→a＝a.
(４)a≤b当且仅当a→b＝１.
(５)a→(b→c)＝(a􀱋b)→c.
(６)a≤¬¬a,其中¬a＝a→０.
(７)若L是完备格,则

１)(∨
i∈I
ai)􀱋b＝∨

i∈I
(ai􀱋b);

２)a→∧
i∈I
bi＝∧

i∈I
(a→bi),∨

i∈I
ai→b＝∧

i∈I
(ai→b).

如果对于任意a,有¬¬a＝a,则称L为正则剩余格.

定义２[３２]　设L 是一个完备剩余格,U 是论域,称映射

A:U→L为U 上的一个LＧ模糊集.U×U 上的LＧ模糊集称为

U 上的LＧ模糊关系.

以下用FL(U)表示U 上所有LＧ模糊集构成的集合.对

于任意A,B,Ai∈FL(U),i∈Λ,Λ 是指标集,定义如下的运

算:对于任意x∈U:
(A􀱋B)(x)＝A(x)􀱋B(x)
(A∩B)(x)＝A(x)∧B(x)
(A∪B)(x)＝A(x)∨B(x)
(A→B)(x)＝A(x)→B(x)
(¬A)(x)＝¬A(x)
(∪
i∈Λ

Ai)(x)＝∨
i∈Λ

Ai(x)

(∩
i∈Λ

Ai)(x)＝∧
i∈Λ

Ai(x)

以下用a∧ 表示常值模糊集,即对于任意x∈U,有a∧(x)＝
a成立,其中a∈L;如果对于任意x∈U,有 A(x)≤B(x)成
立,则称A 是B 的模糊子集,记为A⊆B.

定义３[３３]　设R是U 上的一个LＧ模糊关系.称R 是串

行的,如果对于任意x∈U,有 ∨
y∈U

R(x,y)＝１;称R 是自反的,

如果对于任意x∈U,有R(x,x)＝１;称R 是对称的,如果对

于任意x,y∈U,有R(x,y)＝R(y,x);称R是传递的,如果对

于任意x,y,z∈U,有R(x,z)≥ ∨
y∈U

R(x,y)􀱋R(y,z).如果

R自反、对称、传递,则称R是等价关系.

定义４[１８]　设U 是论域,L 是一个完备剩余格,R 是 U
上的一个LＧ模糊关系.称(U,R)是LＧ模糊近似空间,且称

映射R,R:FL(U)→FL(U)为LＧ模糊下近似算子和LＧ模糊上

近似算子,其中对于任意A∈FL(U),x∈U,有

R(A)(x)＝ ∧
y∈U

(R(x,y)→A(y))

R(A)(x)＝ ∨
y∈U

(R(x,y)􀱋A(y))

命题２[１８]　设L是一个完备剩余格,(U,R)是LＧ模糊近

似空间,则以下性质成立:
(１)R(Ø)＝Ø,R(U)＝U;

(２)若A⊆B,则R(A)⊆R(B),R(A)⊆R(B);

(３)R(∪
i∈Λ

Ai)＝∪
i∈Λ

R(Ai),R(∩
i∈Λ

Ai)＝∩
i∈Λ

R(Ai);

(４)R(１y→a
∧
)(x)＝R(x,y)→a,R(１U－{y})(x)＝¬R(x,

y)＝R(x,y)→０.

命题３[１８]　设L是一个完备剩余格,(U,R)是LＧ模糊近

似空间,则以下条件等价:
(１)R是U 上的一个自反LＧ模糊关系;
(２)对于任意A∈FL(U),有R(A)⊆A;

(３)对于任意A∈FL(U),有A⊆R(A).

命题４[１８]　设L是一个完备剩余格,(U,R)是LＧ模糊近

似空间,则以下条件等价:
(１)R是U 上的一个传递LＧ模糊关系;
(２)对于任意A∈FL(U),有R(A)⊆R(R(A));

(３)对于任意A∈FL(U),有R(R(A))⊆R(A).

定理１　设L是一个完备剩余格,(U,Ri)是LＧ模糊近似

空间,其中i∈Λ,Λ是指标集.对于任意A∈FL(U),有:

∪
i∈Λ

Ri(A)＝∩
i∈Λ

Ri(A),∪
i∈Λ

Ri(A)＝∪
i∈Λ

Ri(A)

证明:对于任意x∈U,A∈FL(U),有:

∪
i∈Λ

Ri(A)(x)＝ ∧
y∈U

(∪
i∈Λ

Ri(x,y)→A(y))

＝ ∧
y∈U

(∨
i∈Λ

Ri(x,y)→A(y))

＝ ∧
y∈U
　∧

i∈Λ
(Ri(x,y)→A(y))

＝∧
i∈Λ
　 ∧

y∈U
(Ri(x,y)→A(y))

＝∧
i∈Λ

Ri(A)(x)

＝(∩
i∈Λ

Ri(A))(x)

从而有∪
i∈Λ

Ri(A)＝∩
i∈Λ

Ri(A).

类似地,可以证明∪
i∈Λ

Ri(A)＝∪
i∈Λ

Ri(A).

引理１[３３]　设L是一个完备剩余格,(U,R)是LＧ模糊近

似空间,对于任意A∈FL(U),有 R(A)⊆¬R(¬A),R(A)⊆
¬R(¬A).

引理２[３３]　设L是一个完备正则剩余格,(U,R)是LＧ模

糊近似空间,则对于任意A∈FL(U),有R(A)＝¬R(¬A),

R(A)＝¬R(¬A).

３　LＧ模糊近似算子和LＧ模糊拓扑之间的关系

定义５[２９]　 设 L 是 一 个 完 备 剩 余 格,U 是 论 域,J⊆
FL(U).若J满足条件:

(１)Ø,U∈J;
(２)对于任意A,B∈J,有A∩B∈J;
(３)对于任意α⊆J,有 ∪

A∈α
A∈J.

则称J为U 上的一个LＧ模糊拓扑,并称(U,J)为LＧ模糊拓扑

空间.
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假设τ为U 上的LＧ模糊拓扑,其内部与闭包算子分别定

义为:对于任意 A∈FL (U),int(A)＝∪{B|B∈τ,B⊆A},

cl(A)＝∩{B|~B∈τ,A⊆B}.
若L是一个正则完备剩余格,则cl与int对偶,即对于任

意A∈FL(U),有int(A)＝¬cl(¬A),cl(A)＝¬int(¬A).
定理２　设L是一个完备剩余格,(U,R)是LＧ模糊近似

空间,则τR＝{A|A∈FL(U),A⊆R(A)}是一个模糊拓扑.
证明:(１)Ø,U∈τR 显然成立.
(２)对于任意A,B∈FL(U),若A,B∈τR,则A⊆R(A),

B⊆R(B),从而有A∩B⊆R(A)∩R(B)＝R(A∩B).即有

A∩B∈τR.
(３)对于任意Ai∈τR,i∈Λ,其中Λ 是指标集,有 Ai⊆

R(Ai),从而由近似算子的单调性可得 ∪
i∈Λ

Ai⊆ ∪
i∈Λ

R(Ai)⊆

R(∪
i∈Λ

Ai),即∪
i∈Λ

Ai∈τR.故τR 是一个模糊拓扑.

推论１　若R串行,则对于任意a∈L,有a∧∈τR.
命题５　设L是一个完备剩余格,(U,R)是LＧ模糊近似

空间.
(１)若R是自反关系,则

τR＝{A|A∈FL(U),R(A)＝A}
(２)若R是自反、传递关系,则

τR＝{R(A)|A∈FL(U)}
由命题５可知,不同关系R 所诱导的模糊拓扑不同.当

R是自反关系,则元素A 需要满足两个条件;当R 是自反、关
系时,元素则是A 的下近似.

４　基于剩余格的LＧ模糊拓扑的基本性质

设U 为论域,L 是一个完备剩余格,以下用I表示U 上

的恒等关系,即I:U×U→L 且对于任意x,y∈U,有I(x,

x)＝１;当x≠y时,有I(x,y)＝０.设R,S为U 上的LＧ模糊

关系,定义它们的复合R􀳱S:U×U→L为:对于任意x,y∈U,

R􀳱S(x,z)＝ ∨
y∈U

(S(x,y)􀱋R(y,z))

令R１＝R,Rn＋１＝Rn􀳱R(n≥１),t(R)＝∪
n≥１

Rn,称t(R)为R

的传递闭包.
引理３　t(R)是包含R的最小传递关系.
证明:(１)R⊆t(R)显然成立.对于任意x,y,z∈U,有

t(R)(x,y)􀱋t(R)(y,z)＝(∨
n≥１

Rn(x,y))􀱋(∨
m≥１

Rm(y,z))

＝∨
n≥１
　 ∨

m≥１
Rn(x,y)􀱋Rm(y,z)

对于任意n≥１,m≥１,有

Rn(x,y)􀱋Rm(y,z)≤ ∨
u∈U

Rn(x,u)􀱋Rn(u,z)

＝Rn＋m(x,z)≤t(R)(x,z)
从而有t(R)(x,y)􀱋t(R)(y,z)≤t(R)(x,z).即t(R)是传递

关系.
(２)设R⊆S,S为传递关系,则有

R２＝R􀳱R⊆S􀳱S⊆S
R３＝R２􀳱R⊆S􀳱S⊆S
一般地,可以证明对于任意n,有Rn⊆S,从而有t(R)＝

∪
n≥１

Rn⊆S.

引理４　t(R)∪I＝t(R∪I).
证明:(１)t(R)∪I是传递的LＧ模糊关系.事实上,对于

任意x,y,z∈U,若x＝y,则
(t(R)∪I)(x,y)􀱋(t(R)∪I)(y,z)＝１􀱋(t(R)∪I)(y,

z)＝(t(R)∪I)(x,z)
若y＝z,则
(t(R)∪I)(x,y)􀱋(t(R)∪I)(y,z)＝(t(R)∪I)(x,z)􀱋

１＝(t(R)∪I)(x,z)

若x≠y且y≠z,则由t(R)的传递性可得t(R)(x,y)􀱋t
(R)(y,z)≤t(R)(x,z),从而有

(t(R)∪I)(x,y)􀱋(t(R)∪I)(y,z)

　＝(t(R)(x,y)∨I(x,y))􀱋(t(R)(y,z)∨I(y,z))

　＝t(R)(x,y)􀱋t(R)(y,z)≤t(R)(x,z)

　≤(t(R)∪I)(x,z)
(２)R∪I⊆t(R)∪I显然成立.若R∪I⊆S,S 传递,则

由R⊆S可得t(R)⊆S.从而有t(R)∪I⊆S.
命题６　设R,S为U 上的LＧ模糊关系,则对于任意A∈

FL(U),有R􀳱S(A)＝S(R(A)),R􀳱S(A)＝S(R(A)).

证明:对于任意x∈U,有

S(R(A))(x)＝ ∧
y∈U

(S(x,y)→R(A)(y))

＝ ∧
y∈U

(S(x,y)→ ∧
z∈U

(R(y,z)→A(z)))

＝ ∧
y∈U
　 ∧

z∈U
(S(x,y)→(R(y,z)→A(z)))

＝ ∧
y∈U
　 ∧

z∈U
(S(x,y)􀱋R(y,z)→A(z))

R􀳱S(A)(x)＝ ∧
y∈U

(R􀳱S(x,y)→A(y))

＝ ∧
y∈U

(∨
z∈U

(S(x,z)􀱋R(z,y))→A(y))

＝ ∧
y∈U
　 ∧

z∈U
(S(x,z)􀱋R(z,y)→A(y))

＝ ∧
y∈U
　 ∧

z∈U
(S(x,y)􀱋R(y,z)→A(z))

所以有R􀳱S(A)＝S(R(A)),同理可证R􀳱S(A)＝S(R(A)).

定理３　设L是一个完备剩余格,(U,R)是LＧ模糊近似

空间,t(R)是R的传递闭包.对于任意A∈FL(U),下列条件

等价:
(１)R∪I(A)＝A;
(２)A⊆R(A);
(３)A⊆t(R)(A);
(４)t(R)∪I(A)＝A;
(５)t(R∪I)(A)＝A.

证明:对于任意A∈FL(U),x∈U,有

I(A)(x)＝ ∧
y∈U

(I(x,y)→A(y))

＝I(x,x)→A(x)＝A(x)

故有I(A)＝A.
(１)⇒(２):由定理１可得A＝R∪I(A)＝R(A)∩I(A)＝

R(A)∩A,故有A⊆R(A).
(２)⇒(３):由A⊆R(A)及R 的单调性可得R(A)⊆R(R

(A))＝R２(A),从而A⊆R２(A).

假设A⊆Rn(A),则A⊆R(A)⊆R(Rn(A))＝Rn＋１(A).

由归纳原理可得 A⊆Rn(A)对于任意n 成立,从而有

t(R)(A)＝∪
n≥１

Rn(A)＝∩
n≥１

Rn(A)⊇A.

(３)⇒(４):假设A⊆t(R)(A),则t(R)∪I(A)＝t(R)(A)∩
I(A)＝t(R)(A)∩A＝A.

(４)⇒(１):假设t(R)∪I(A)＝A,则 A⊆t(R)(A).由

R⊆t(R)可得t(R)⊆R,从而有A⊆R(A),R∪I(A)＝R(A)∩
A＝A.

(４)与(５)的等价性显然成立.
定理４　设L是完备剩余格,(U,R)是LＧ模糊近似空间,
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R是自反传递关系.
(１)R是τR 的内部算子;

(２)若L正则,则R是τR 的闭包算子.

证明:(１)需要证明对于任意 A∈FL (U),有 R(A)＝
∪{B|B∈τR,B⊆A}.设B∈τR,B⊆A,则有B⊆R(B).再有

R(B)⊆R(A)可得B⊆R(A),从而有∪{B|B∈τR,B⊆A}⊆
R(A).另一方面,因为R 传递,故有R(A)⊆R(R(A)),即

R(A)∈τR;再由R的自反性可得R(A)⊆A,从而有R(A)∈
{B|B∈τR,B⊆A},于是可得R(A)⊆∪{B|B∈τR,B⊆A}.

故 R(A)＝∪{B|B∈τR,B⊆A},即R(A)是A 的内部算子.

(２)由于L正则,因此对于任意A∈FL(U),有R(A)＝

¬R(¬A)＝¬int(¬A)＝cl(A).即R是τR 的闭包算子.
命题７　设L 是完备剩余格,R,S 为U 上的LＧ模糊关

系,则R＝S⇔R＝S;若L正则,则R＝S⇔R＝S.

定理５　设L 是完备剩余格,R,S,Ri 为U 上的LＧ模糊

关系,其中i∈Λ,Λ是指标集.则下列各式成立:
(１)τR＝τR∪I＝τt(R)＝τt(R∪I)＝τt(R)∪I;
(２)∩

i∈Λ
τRi ＝τ(∪

i∈Λ
Ri);

(３)R⊆S,则τS⊆τR;
(４)如果R⊆S⊆t(R∪I),则τS＝τR;
(５)τR∪τS⊆τR∩S.

证明:(１)因为R∪I(A)＝R(A)∩A,故有A⊆R∪I(A)

当且仅当A＝R∪I(A).由定理３可得结论成立.
(２)设A∈∩

i∈Λ
τRi

,则对于任意i∈Λ,有 A∈τRi
,即 A⊆

Ri(A).于是由定理１可得 A⊆ ∩
i∈Λ
　Ri(A)＝ ∪

i∈Λ
　Ri(A),即

A∈τ(∪
i∈Λ

Ri).反之,假设 A∈τ(∪
i∈Λ

Ri),则 A⊆ ∪
i∈Λ

Ri(A).从而

对于任意i∈Λ,有A⊆∪
i∈Λ

Ri(A)⊆Ri(A),即A∈τRi
.于是可

得A∈∩
i∈Λ

τRi
.

(３)由(２)直接可得.
(４)假设R⊆S⊆t(R∪I),则由(３)可得τt(R∪I)⊆τS⊆τR.

于是由τt(R∪I)＝τR 可得τS＝τR.
(５)由(３)可得τR ⊆τR∩S,τS ⊆τR∩S,从而有τR ∪τS ⊆

τR∩S.

定理６　设L是完备正则剩余格,R 为U 上的LＧ模糊关

系,则t(R∪I)和t(R∪I)分别是τR 的内部和闭包算子.
证明:由于t(R∪I)是自反传递模糊关系,由定理 ４可知

t(R∪I)和t(R∪I)分别是τt(R∪I)的内部和闭包算子,再由定

理５可知结论成立.
定理７　设L是完备正则剩余格,R,S为U 上的自反传

递LＧ模糊关系,则τR＝τS⇔R＝S.

证明:充分性显然成立.

必要性:假设τR＝τS.由于R,S分别为τR 与τS 的内部

算子,故有R＝S.再由命题７可得S＝R.
推论２　设L是完备正则剩余格,R,S为U 上的LＧ模糊

关系,则τR＝τS 当且仅当t(R∪I)＝t(S∪I).

令J为FL(U×U)上的一个二元关系,且(R,S)∈J当且

仅当τR＝τS.显然J是FL(U×U)上的等价关系,R 关于J
的等价类记为[R]J,即:

[R]J＝{S|S∈FL(U×U),(R,S)∈J}

推论３　设L是完备正则剩余格.

(１)t(R)∪I是[R]J 中最大元.
(２)对于任意S∈[R]J,有τt(R)∪I＝τR＝τS＝τt(S)∪I.
结束语　本文讨论了基于完备剩余格的LＧ模糊粗糙集

模型的拓扑结构;给出了由模糊蕴涵确定的下近似算子诱导

的LＧ模糊拓扑并讨论了它的基本性质,刻画了相应的LＧ模糊

拓扑的内部算子及闭包算子;借助相应的拓扑提出了一种LＧ
模糊关系分类方法.在后续研究中,我们将进一步讨论相应

的LＧ拓扑的基底及其紧性、可数性、可分性等拓扑性质.
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