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覆盖粗糙集的图表示和 2一部矩阵 
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摘 要 通过图论和矩阵理论研究覆盖粗糙集。首先提出覆盖的关联二部图，一个覆盖的任意两个关联二部图都是 

同构的，进而从图论的角度给出一类覆盖近似算子的等价描述；然后给出二部图的 2一部矩阵的定义，通过一个覆盖的 

关联二部图的 2一部矩阵，既可以判断出这个覆盖是不是一元覆盖，又可以求出这个覆盖中的可约元；最后，研究划分对 

应的 2一部矩阵的特点。 

关键词 覆盖粗糙集，近似算子，一元覆盖 ，可约元，二部图，2一部矩阵 

中图法分类号 TP18 文献标识码 A 

Graph Representation and 2-part M atrix of Covering-based Rough Sets 

SUN Feng ，。 WANG Jing-qian1 

(Lab of Granular Computing，Minnan Normal University，Zhangzhou 363000，China) 

(Department of Co mputer Engineering ，Zhangzhou Institute of Technology，Zhangzhou 363000，China) 

Abstract Covering-based rough sets were studied through graphs and matrices．Firstly，bipartite graphs associated with 

a covering were proposed，and any two of them are isomorphic．Then a type of covering-based lower and upper approxi— 

mation operators were represented through a bipartite graph associated with a covering．Secondly，the definition of 2一 

part matrix was presented for bipartite graphs．According to a 2-part matrix of a bipartite graph associated with a cover— 
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1 引言 

粗糙集理论_1]是1982年由Pawlak提出的一种处理不确 

定性和不精确性问题的数学工具。它在保持信息系统分类能 

力不变的前提下通过知识约简导出问题的决策或分类规则。 

近年来粗糙集已经在属性约简 、特征选择 、规则获取 、 

知识发现_5 等实际应用方面得到了深入的研究。 

覆盖粗糙集_6]是1983年Zakowski利用论域上的覆盖关 

系建立起来的一种 Pawlak粗糙集的推广形式。覆盖是一种 

非常有用的数据结构，而覆盖粗糙集为这种数据的处理提供 

了一套系统而高效的理论[6]。由于覆盖型数据的一般性，覆 

盖粗糙集中的一些 问题引起 了很多学者的研究兴趣，例如覆 

盖约简问题_7’8]、近似算子构造问题[9,10]。但是，目前将图论 

和矩阵理论的知识运用到上述问题的研究成果很少。 

在这篇文章中，我们通过结合图论和矩阵理论研究了覆 

盖粗糙集。首先，给出覆盖的关联二部图的定义，并且一个覆 

盖的任意两个关联二部图都是同构的，进一步，运用图论中邻 

域和度数的概念给出一类覆盖上、下近似算子的两种等价描 

述。然后根据一个覆盖的关联二部图对应的 2一部矩阵，可以 

不用算每个元素的最小描述就可直接判断出这个覆盖是不是 
一 元覆盖，而且可以求出这个覆盖的可约元。最后，研究划分 

对应的2一部矩阵的特点。 

2 基本概念 

本节给出本文用到的一些有关覆盖粗糙集和图论的基本 

概念。令 U是非空有限集合 ，称为论域。 

2．1 覆盖粗糙集 

覆盖是一种特殊的数据结构，而覆盖粗糙集为这种数据 

结构提供了有效和系统的工具。 

定义 1(覆盖)[1 设 c是 U上的子集族 ，如果 C中所有 

元都非空，且UC=U，则称 C是 U的一个覆盖。 

在覆盖粗糙集中，一对集合常被用来近似地描述一个对 

象或一个概念。 

定义2(近似算子)_1 设c是【，的一个覆盖，对任意的 

到稿 日期：2013—05—15 返修 日期：2013—08—14 本文受国家自然科学基金面上项 目(61170128)，福建省 自然科学基金项目(2o12JO1294)，福建 

省自然科学基金省属高校专N(JK2012028)，福建省计算机应用技术和信号与信息系统研究生教育创新基地(闽高教[20081114号)资助。 

孙 Jllj(1981--)，男 ，硕士，讲师，主要研究方向为粗糙集与云计算，E-mail：fengstudy@gmail．corn；王敬前(1989--)，男，硕士生，主要研究方向为 

粗糙集与粒计算。 

· 85 · 



 

U，则称 

X 一U{KEC：KnX≠D}，X 一U{KEC：K X} 

分别为X的上、下近似。 

最小描述是覆盖粗糙集中一个非常重要的概念。 

定义 3(最小描述)l_1l̈ 设 c是 U的一个覆盖，对任意的 

∈U，称 

Mdc(z)一 {K∈C： ∈K ^(VS∈C  ̂ ∈S^S K S 

— K)} 

为 z的最小描述。在不引起混淆的情况下，省略下标 C。 

根据最小描述的定义，可以得到一类特殊的覆盖。在此 

覆盖下，每个元素的最小描述的基数都为 1。 

定义 4(一元覆盖)[1。] 设 c是 U的一个覆盖，如果对任 

意的xEU，都有IMdc(z)I一1，则称 c为一元覆盖。 

可约元是一个处理知识冗余的有效工具。 

定义5(可约元)l7] 设 C是 U的一个覆盖，K∈C，如果 

可以表示成c一{K}中若干个元的并，则称 K是c的可约 

元。否则，称 K不是可约元。 

2．2 图论 

图是塑造数据之间相关性的离散结构。一个图是由一些 

结点和连接两个结点之间的连线所组成。 

定义6(图)[”' ] 一个图G定义为一个有序对( ，E)， 

记为G (V，E)，其中 是一个非空的结点集合，E是边集 

合，每条边可以由 中的无序点对构成 ，并将这两个点称为 

这条边的端点。 

下面 3个定义给出3个特殊的图，分别是简单图、二部图 

和删除一个图的一些点得到的另一个图(实际是原图的一个 

子图)。 

定义7(简单图)[13,14] 一个环是一条边，它的两个端点 

是相同的。重边是具有同一对端点的多条边。一个简单图是 

不含环和重边的图。 

定义 8(二部图)[I3,14] 图G一(V，E)称为二部图。如果 

V是两个互不相交的集合V 和 的并，使得G的每一条边 

都是由 中的一个点和 中的一个点构成。经常记为G一 

(V1U ，E)。 

定义 9(删除点)[13,14] 图G一( ，E)，若 V1CV，则用 G＼ 

表示从 G中删去 内的所有点以及与这些顶点相关联的 

边所得到的图。 

3 图和矩阵的应用 

这一节主要用图论和矩阵理论的知识来解决覆盖粗糙集 

中的近似算子构造问题、一元覆盖判断问题和覆盖约简问题。 

3．1 覆盖近似算子的图表示 

本小节通过定义覆盖的关联二部图，给出某一类覆盖近 

似算子的等价描述。首先通过覆盖的关联二部图来描述一个 

论域和它的任意一个覆盖的关系。 

定义 10 设 C={Ki：i∈J}是 U的一个覆盖，其中 J一 

{1，2，⋯， )为c的有限指标集。我们定义一个二部图G(o， 

称为C的关联二部图，其中它的点集合为UUJ，边集合为 

{ccy： ∈U，yEJ，z∈K }。 

注：在图论中，节点集合中的任意两个节点是可以连接成 

边的，但由于覆盖的关联二部图是二部图，因此是不能任意连 

接两个点的，比如U(或 J)中的元素是不能相连的。 
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为了进一步说明怎样得到一个覆盖的关联二部图，我们 

给出下面的例子。 

例 1 设【，一{a，b，C，d}，K 一{口，b)，K2一{b，c)，K。一 

{n，b，C}，K4一{a，d}并且 c一{K ，K2，K。，K4}，则 c的一个 

关联二部图G( 如图 1所示。 

一 工 
图 1 C的一个关联二部图 

同一个覆盖会有多个关联二部图，例如在例 1中，如果 U 
一 {6，口，c，d}，K1一{6，C}，K2一{口，b}，K3一{n，d}，K4一{0，6， 

c}，并且 C一{K ，Kz，K。，K }，则 c的另一个关联二部图如 

图 2所示。 

d d 

图2 C的另一个关联二部图 

为了解决覆盖关联矩阵的多样性这一问题 ，下面首先给 

出两个简单图同构的定义。 

定义 1 1(同构)E13,14~ 从简单图 G一(V(G)，E(G))到简 

单图H一( (H)，E(H))的同构是一个双射，_厂：V(G)一 

V(H)，使得 uvEE(G)当且仅当，(“)，( )∈E(H)。如果存 

在从G到H 的同构，我们说是G同构于H，记为G兰H。 

换句话说，两个简单图同构时，两个图的顶点之间具有保 

持相邻关系的一一对应。在图论中，同构的图有相同的结构 ， 

差异只是顶点和边的名称不同，或两个图的形状不同。因此 ， 

在图论中，同构的图可以看作是相同的。 

下面的命题说明一个覆盖的任意两个关联二部图是同构 

的。也就是说，从同构的角度出发，一个覆盖的关联二部图是 

唯一的。 

命题 1[ ] 设 C是 U的一个覆盖，Gl(c)和 (c)是 C 

的两个关联二部图，则 Gl(Cf)竺 (C3。 

在图G一 ，E)中，任何点aEV的邻域表示为NG(。)一 

{bEV：abeE)。下面的命题从图论中邻域的角度给出覆盖 

上、下近似算子的表示。 

定理 1 设 C一{Ki：i∈J}是 U的一个覆盖。对任意的 

X U。 

X ==U{̂ (o( )：J∈J，N (o＼(u—x)( )≠0}， 

X 一U{NG(o( )：J∈J，NG(0( )一 (o＼(u—x)( )}。 

证明：对任意 ∈ ，根据定义 1O可知N (o( )一K；。首 

先证明 X 一U{NG(o( )： ∈．，̂ N=c (D、(U_x)( )≠0)。对任 

意的jEJ，NG(0、(u—x)( )≠0，等价于存在 ∈X使得z∈ 

，即NI o( )nX≠0。故上式成立； 

接着 证 明 X 一 U{̂fG(c)( )： ∈J八NlG(o( )一 

NG(0＼(U_x)( )}。 

对于任意的jE ，NG(o( )一N ＼(U—x)( )，根据定义 9 

和定义 1O，等价于 N 0、(f』_舯( )一Nc~c>( )nX—No<c~( )， 



即NG(o( ) X。因此上式成立。证毕。 

在图G=( ，E)中，点a∈V的度数是指与a关联的边数 

(一条环要计算两次)，记作 比(“)。若G一( ，E)是简单图， 

则 比(n)一JN (n)I。下面命题从图论中邻域和度数的角度 

给出覆盖上、下近似算子的另外一个表示。 

定理 2 设 c一{K ：i∈J)是 U 的一个覆盖。对任意的 

X U， 

X 一U{Nc<o( )：J∈J，如(0＼( ∞( )>O}， 

X 一U{N c)( )： ∈I，，如(o( )一c 0＼(u—x)(j5}。 

证明：根据定义 1O可知，G(c)为简单二部图。因此 o 

(n)一INlG(o(“)I，故上近似显然成立。接下来只需证明x 

== U{』、 o( )：J∈J，dc(o( )一( G(o＼(u—x)( )}。对于Jr∈J， 

比(0( )一比(叭(L，∞( )等价于I Nc~c>( )l—I ＼( 如( )l。 

根据定义 9和定义 1O可知 ，N ( )一NG(O＼( x)( )。故上 

式成立。证毕。 

3．2 2一部矩阵 

本小节通过定义二部图的 2一部矩阵，给出了判断一个覆 

盖是不是一元覆盖的方法，并且给出求这个覆盖可约元的方 

法。进一步给出划分所对应的2一部矩阵的特点。 

图G的一条路是指由顶点和边构成的一个有限非空序 

列 e2 ⋯ek'u ，使得对 1≤ ≤愚，el的端点是 卜】和 让。 

称 e1 7J1e2 ⋯ek'U 是从 o到 的一条路，其长度是指其中 

边的数目。下面首先给出二部图的2一部矩阵的定义。 

定义 12 设 G一(V1 UV2，E)是一个二部图，其 中V1一 

{z 一， )， 一{ ”，ym}，则 A(V1)：(“ ) × 是G的一 

个2一部矩阵，其中 V2表示从 Xi到z 长度为 2的路所经 

过的中间结点的集合。 

由定义可知一个二部图对应两个 2一部矩阵。覆盖的关联 

二部图的2一部矩阵，实际上主要是由这个覆盖决定的，因此也 

可以称为覆盖的2一部矩阵。下面的例子进一步从覆盖的关联 

二部图的角度说明 2一部矩阵的定义。 

例 2(继续例 1) 

A(【，)一 6 

C 

1 

A(-『)一。 
3 

4 

口 

{1，3，4) 

{1，3) 

{3} 

{4} 

b 

{1，3) 

{1，2，3} 

{2，3} 

O 

f d 

{3} {4) 

{2，3} 0 

{2，3} D 

0 {4} 

l 2 3 4 

f“，b} {b} {a，b} {a} 

{b} {6，C) {6，C} D 

{a，b} {6，f} {a，6，C} {口} 

{n) I {Ⅱ) {Ⅱ，d} 

对于U的任意覆盖c={K ：iEJ}，根据 2一部矩阵的定义 

可知，A(．，)和A(L，)都是方阵并且都是对称的。在下文中，主 

要讨论A(J)，根据这个矩阵既可以判断一个覆盖是不是一元 

覆盖，又可以求这个覆盖的可约元。 

下面这个命题首先给出A( )中每个元素所代表的真实 

意义。 

命题 2 设 c一 {Ki：i∈J}是 的一个覆盖，A(‘，)= 

( )f，f×f，f，则 蚴 一KinK，。 

证明：根据定义 12可知 a 己，。对于任意的z∈ä 都 

有 和 是G(C)中的边。根据定义 10，z∈Ki并且 ∈ 

KJ，即z∈Ki n 。故 K2 n 。另一方面，对于任意的 

z∈K n KJ，根据定义 1O， 和巧 都是G(c)中的边，分别记 

为边 el和e，。因此有从 i点到 点长度为 2的路 ielxe J，根 

据定义 12可知，crEa~，即K nKjC_a0。综上所述“ —K n 

Kf。证毕 。 

下面的命题给出根据一个覆盖所对应的2一部矩阵怎样 

判断该覆盖是不是一元覆盖。这种方法可以避免传统的先求 

所有元素的最小描述、再判断一元覆盖的方法，因为有些时候 

我们只需要知道这个覆盖是不是一元覆盖，而无需知道每个 

元素的最小描述的情况。 

命题 3 设 C一{Ki：i∈J}是 U的一个覆盖，A(J)一 

( )【，j×I，}，如果存在哟≠0(1≤i<j≤f f)，使得对任意的 

z∈J都有 a n̈ 则 c不是 U的一元覆盖；否则 C是一元覆 
一  

Ⅲ 0 

证明：因为％≠0( < )，根据命题2，存在z∈U，使得 z 

∈K nK，。又因为对任意的 z∈ 都有“ ％，所以任意的 

K ∈C都有K z KI并且K z K，。根据定义 3，{K ，Ki} 

Md(x)，即】Md(x)l>1。故 c不是U的一元覆盖；否则C是 

一 元覆盖。证毕。 

例3(继续例 1) 根据A(J)一(％) ，可知存在 一 

{b}，使得对任意的z∈J都有。 ，故 c不是u的一元覆 

盖。 

下面的命题说明根据一个覆盖所对应的2一部矩阵怎样 

得到该覆盖的可约元。 

命题 4 设 C一{Ki：i∈J)是 U的一个覆盖，A(J)一 

( )IJ h×⋯。如果n —U{ ： ≠ ̂ a 一 }，则all是c的可 

约元。 

证明：如果 一 ，根据命题2，K n — ，即有K 

K 。因为 a —U{a ： ≠ A 一 }，所以K —t_J{KJ∈c：i 

≠ A K }一U{KJ∈c：KJ(==Ki}。因此K 可以表示成 

C一{K }中一些元素的并，根据定义 5，K 是c的可约元，即 

a 是C的可约元。证毕。 

例4(继续例 1) 根据A(‘，)一( ) ，可知 一{n，b}， 

a船一f6，c}，a ：{a，d)都不是 c的可约元，而 a”一U{a31， 

asz)，即{口，b，c)一U{{口，b}，{6，C)}，因此 a3s是 C的可约元。 

下面给出当c是 u的一个划分时，A(J)和A(【，)的特 

点。 

命题 5 设 c一{K ：i∈ }是 U上的一个划分，A(J)一 

( )IJ×jJl，则 A(．，)是对角阵。 

命题 6 设 C一{Ki：i∈J)是 U上的一个划分，A(U)一 

(0 )Iul×IUI，则Ia l≤1。 

实际上，一个覆盖的关联二部 图对应一个如下的矩阵。 

设 c一{K ：iEJ}是己厂一{z ，zz，⋯， }的一个覆盖，其中．， 

： {1，2，⋯， }。定义 B(U，‘，)一(n f) ，其中 a 为图G(C) 

中以五为起点且以 ∈‘，为终点的边的数目。这个矩阵是 

G(C)的邻接矩阵 1̈。 ]的一个子矩阵，而且也是 c的表示矩 

阵嘲，并得到了很好的应用。 

结束语 本文从图论和矩阵理论的角度研究了覆盖粗糙 

集。通过定义覆盖关联二部图，用图论的知识直观地表示了 

某一类覆盖近似算子。接着通过定义二部图的2一部矩阵，给 

出了根据一个覆盖的关联二部图的 2一部矩阵来判断这个覆 
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盖是否为一元覆盖以及求出这个覆盖的可约元的方法。进一 

步研究了划分对应的2一部矩阵的特点。这些结果为进一步通 

过矩阵理论和图论研究覆盖粗糙集奠定了基础。 
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