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摘　要　借助加窗技术和模整数的陪集表示技术,在加法的近似编码表示基础上给出Shor算法量子线路的整体优化和资源估

计,并对设计的量子线路进行了仿真实验.借助加窗技术和模整数的陪集表示技术可以有效减少 Toffoli门的数目以及降低整

个量子线路的深度,其中 Toffoli门数目为０．１８n３＋０．０００４６５n３logn,线路深度为０．３n３＋０．０００４６５n３logn.由于采用加窗的半

经典傅里叶变换,使得空间资源代价为３n＋O(logn)个量子比特.在增加少量近似误差(误差可以随着填充数目的增加呈指数

减小)的前提下,实现了时间空间资源代价的折衷.
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Abstract　Withthehelpoftechniquessuchaswindowedarithmeticandthecosetrepresentationofmodularintegers,theoverall
optimizationandresourceestimationforthequantumcircuitofShor’salgorithmhasbeenshown．What’smore,thesimulation
experimentofthedesignedquantumcircuithasbeencarriedout．TheToffoligateandthedepthoftheoverallcircuitcanbereＧ
ducedbytechniquessuchaswindowedarithmeticandthecosetrepresentationofmodularintegers．TheToffolicountis０．１８n３＋
０．０００４６５n３lognandthemeasurementdepthis０．３n３＋０．０００４６５n３logn．DuetothewindowedsemiclassicalFouriertransform,

thespaceusageincludes３n＋O(logn)logicalqubits．Atradeoffforresourcesconsumebetweenthetimeandthespacehasbeen
madeatthecostofaddingsomeapproximationerrors．
Keywords　Integerfactorization,Quantumalgorithm,Quantumcircuits
　

１　引言

１９９４年,Shor提出了用量子计算机进行整数分解和离散

对数求解[１].Shor整数分解量子算法的基本介绍如下:设 N
为要分解的大整数,随机选择一个与 N 互质且小于N 的自

然数a,求函数f(x)＝ax modN 的周期r.显然f(x)所取的

值属于正整数集合{１,２,􀆺,N－１},而且是一个周期性的函

数.求出其周期后,可通过计算gcd(ar/２±１,N)得出 N 的因

子p 和q.该算法最关键之处是利用量子傅里叶变换求f(x)

的周期.只要求得f(x)的周期,就可以对 N 进行分解.在

Shor整数分解量子算法中,函数周期的信息是通过量子傅里

叶变换(QuantumFourierTransform,QFT)来提取的.首先,

对两组存有量子比特的寄存器进行幺正变换得到纠缠状态:

∑|x›􀱋|f(x)›,其中f(x)＝ax modN.对寄存器x进行傅

里叶变换:２－n∑e２πikx/２２n
|k›.可以看出,QFT 就是将态前面

的叠加系数变为原叠加系数的离散傅里叶变换.由于f(x)

的周期性,最后得出只有k取下列各值时系数(概率幅)明显

不为０:k＝ ２２n􀅰s/r .其中括号表示取不小于括号中值的

最小正整数,因此除了k＝０外,有２２n/k＝r/s(s＝０,１,􀆺,r－
１).对k寄存器进行测量,可以测到k的本征值.当测到这

些值后,再通过上式计算出f(x)的周期r.得到周期后,按照

经典算法,可以推导出整数 N 的因子.

Shor提出的整数分解算法需要一个输入寄存器和输出

寄存器.由于在该量子算法的经典后处理部分用到了连分数

逼近,受此限制,算法中的输入寄存器至少耗费２n个量子比

特.此后,人们提出了各种各样的量子算法优化和线路实现

来优化整数分解的量子资源开销[２Ｇ１０].

１９９５年,Barenco等[２]指出“所有单量子比特门和两比特

异或门(即CNOT门)构成的门集合是通用的,可以用来表示

作用在任意多的量子比特上的所有幺正操作”,这对于用量子

线路模型来描述量子计算有着重大意义.１９９６年,Griffiths
等提出了只需１个量子比特就可实现量子傅里叶变换的半经



典量子傅里叶变换方法[３],可以将指数寄存器中的量子比特

数目降到１个,但其并未证明利用半经典量子傅里叶变换能

够实现量子傅里叶变换,Fu等从几率幅的角度证明了两种变

换后得到的同一量子态的几率幅完全相同[４].２００６年,Zalka
指出,可以用整数的陪集表示来执行加法操作,近似地达到模

加的效果[５].此前一般用几个(基本上是５个)不同形式的加

法来实现模加,如文献[６].这种近似表示方法可大大减少

Toffoli门的数目以及降低整个线路的深度,但需要使原来的

n量子比特寄存器再增加 O(logn)个量子比特.２０１６年,

Häner等提出使用半经典傅里叶变换、未初始化辅助比特和

增量门的方法结合递归分治的思想可以将模幂需要的量子比

特数目降为２n＋２,缺点是Toffoli门数目和线路深度会增加,

尽管其规模仍分别为 O(n３logn)和 O(n３)[７].如何使得时间

花费和空间花费达到很好的折衷是一个非常有研究意义的

问题.

２０１７年,Ekerå等提出Shor算法来求解离散对数的一个

变体[８],与Shor算法的量子部分类似,主要区别如下:EkeråＧ
Håstad算法有两个指数寄存器来储存e１ 和e２ 的信息,其长

度分别为２m 个量子比特和m 个量子比特,总共的指数长度

为ne＝３m＝１．５n＋O(１)个量子比特,低于Shor算法中的２n
个量子比特.这导致了需要执行的乘法数目显著减少.

Gidney[９]提出可将执行n比特加法所需的 Toffoli门数

目降为Cuccaro加法线路[１０]的一半(即渐近规模为n)而深度

仍为２n.

２０１９年,Gidney将窗口法与量子实现线路相融合,进行

量子运算的加窗操作,通过该方法可减少模乘操作和模加操

作中的 Toffoli门数目以及降低线路深度.

本文在EkeråＧHåstad算法的基础上结合半经典傅里叶

变换方法以及加窗、模整数的陪集表示技术来优化整数分解

的求阶(即求周期)量子线路.结果表明:在增加一定近似误

差的前提下,实现了时间空间资源代价的折衷.其中近似造

成的误差可以随着填充比特数目的增加呈指数级减小,以至

于小于目前其他因环境噪声引起的误差.

２　优化的模幂线路

采用基于格技术的经典后处理算法,可以将第一寄存器

量子比特数目由原始的(受连分数逼近条件限制)２n 变为

１．５n.
实现n维量子傅里叶变换需要的量子比特数为n.在半

经典量子傅里叶变换的线路实现中,存放指数比特的寄存器

在完成测量之后,可用于存放半经典傅里叶变换下一步运算

的输入值,即该量子寄存器可循环使用.因此,实现半经典量

子傅里叶变换所需量子比特数为１.使用加窗方法的半经典

傅里叶变换,可将第一寄存器需要的量子比特限制在n的对

数规模(即 O(logn)).

在 Gidney加法器[９]和Babbush等提出的 QROM 读取器

(量子只读存储器)[１１]的基础上,本文使用模整数的陪集表示

和加窗查表操作对模幂逻辑线路中需要的乘法、加法的 TofＧ
foli门数目和线路深度进行优化.

２．１　模整数的陪集表示

在量子计算机中,通常用计算基态|b›来表示一个整数

b,而模整数的陪集表示方法是用周期为 N、偏移量为b的

周期性叠加态来表示一个整数.其关键思想是:陪集态表示

的叠加周期性使得非模加法器能够执行近似的模加运算,并
且近似的偏差随着寄存器中填充比特的增加而指数倍地降

低.Zalka指出,使原来的n量子比特寄存器再增加 O(logn)
个量子比特就足够了.

定义１　模整数的陪集表示定义了一个近似的编码加法族

COMk,N．m＝(G,uk,E,vk,C,L,f)

其中,m∈Ν是一个填充(比特数目)参数,N∈Ν＋ 是一个模

(模量),k∈Ζ/NΖ是一个偏移量.七元组中元素定义如下:
(１)G＝Ζ/NΖ
(２)uk(g)＝(g＋k)modN
(３)E＝Ζ/２m＋ lgNΖ
(４)vk(e)＝(e＋k)mod２m＋ lgN

(５)C＝Ζ/２mΖ
(６)f((g,c))＝g＋cN.
反之,f－１(e)＝(emodN,e/N ).
(７)L＝{f－１(l)|２mN≤l＜２m＋ lgN }
定义２　输入g∈G 关于近似编码加法族COMk,N．m 的编

码Encodingsg(COMk,N,m)为:

Encodingsg(COMk,N,m)＝{f((g,c))|c∈C}
定义３　输入g∈G 关于近似编码加法族COMk,N．m 的陪

集偏移量Deviatedg(COMk,N,m)为使得v(f((g,c)))未落在

Encodingsμ(g)(COMk,N,m)中的那些陪集值c∈C的集合.
定义４　近 似 编 码 表 示 COMk,N．m 造 成 的 偏 差

Dev(COMk,N,m)定义为:

max
g∈G

|Deviatedg(COMk,N,m)|/|C|

引理１[１２]　由模整数的陪集表示定义的每个近似的编码

加法COMk,N．m的最大偏差为２－m.
证明:假设k是偏移量,k∈Ζ/NΖ;g是输入,g∈G;c是

陪集值,c∈C;x和y 为编码表示后的结果(x,y)＝f－１(vk(f
((g,c)))).陪集值c落在Deviatedg(COMk,N,m )中当且仅

当x≠(g＋k)modN 或y∉C.令 x＝e２ modN 和y＝
e２/N 是解码后的结果.当c＜２m －１ 时,有e１＜N􀅰２m －

N.同时由于k＜N,因此e２＜e１＋N≤N􀅰２m.只有e２≥
N􀅰２m 时产生的解码陪集值落在C 的外面,从而使得y∈C.
此外,由于e２＜N􀅰２m,故x≡g＋k(modN).因此,c的值不

满足成为Deviatedg(COMk,N,m)中元素的两个充分性条件中

的任何一个.在C中只有一个值c不满足c≠２m －１,即c为

２m－１时.因此Deviatedg(COMk,N,m )⊆{２m －１},即|DeviＧ
atedg(COMk,N,m)|≤１.

从而,近似表示造成的偏差:

Dev(COMk,N,m)＝max
g∈G

|Deviatedg (COMk,N,m )|/|C|≤

１/|C|＝２－m

由于近似编码表示技术之间的偏移量满足次可加性[１２],
因此以模整数的陪集表示的近似编码加法为基本组件构成的

整个模幂线路的最大偏移量为k􀅰２－m,其中k为模幂线路中

的加法数目.

２．２　加窗查表操作

模幂运算ax modN 是Shor算法实现中最耗资源的.加

窗操作是一种在经典计算中被广泛使用的用于减少操作数目

的技术,它用“查表法”将多个操作合并在一起[１３].查表法是

通过增加预计算量来提高模幂运算的实现速度,是以空间换

０５６ ComputerScience 计算机科学 Vol．４９,No．６A,June２０２２



时间来提高模幂运算的实现速度.加窗操作节省的是查表操

作中的预计算量而非查表次数,其大体思想是:对x的二进制

表示式,用固定长度t按一定的规则[１４]进行划分,即将x 表

示为如下形式:x＝∑
v－１

i＝０
２tiui,０≤ui≤２t－１,０≤i≤v－１.这样,

如果计算模幂之前先将a,a２t,a２２t,􀆺,a２(v－１)t
求解并存储起

来,则在进行模幂运算时就可以减少加法运算的次数,而且每

次运算时ui 的所有比特信息均已输入.若要将窗口法与量

子实现线路融合,那么每个ui 的所有比特信息需同时输入.

之前需要的ne 个受控乘法操作变为ne/cexp个非受控乘

法操作,之前每个乘法需要的２n个受控加法操作现在变为

２n/cmul个非受控加法操作.这两个优化所需要的代价是:要
查找一个大小为cexp＋cmul的表.如果用 Cuccaro等提出的加

法器,n比特加法的 Toffoli门数目和测量深度都为２n;如果

用 Gidney等提出的加法器,n比特加法的 Toffoli门数目为

n－１,测量深度为２n－１.用Babbush等提出的 QROM 使得

每个查表需要的 Toffoli门数目和测量深度都为２cmul＋cexp ,而
撤销查表计算的操作是因为用了基于测量的撤销计算,其成

本也可以忽略.因此,如果在Cuccaro加法器和 QROM 的基

础上进行加窗优化运算,Toffoli门数目的渐近首项变为:

２nen
cmulcexp

(２n＋２cmul＋cexp );如 果令cmul＝cexp ＝ １
２log２n,则 得

Toffoli门数目的渐近首项为２４nen２

log２
２n

,当n很大时,该渐近首项

比不使用加窗操作时 Toffoli门数目的渐近首项小.注:本文

中logn＝log２n.类似地,加法器可换成 Gidney加法器,其资

源估计见第３节.

本文借助模整数的陪集表示技术,在文献[９]和文献[１１]

的基础上对整个模幂线路所需的 Toffoli门数目和线路深度

都进行了优化.

３　线路资源估计

EkeråＧHåstad算法中需要的模幂操作|e›|１›a|e›|ge

modN›(初始的输入寄存器状态为|e›,最终的输出寄存器状

态为|ge modN›)可以被分解为ne 次乘法,每个乘法又可以

被分解为２n次(寄存器长度为n时)受控加法和１次受控交

换操作(位于两个n比特长度寄存器之间的交换),因此总共

需要２nen次受控加法.考虑到陪集表示使寄存器的长度增

加了,这意味着实现EkeråＧHåstad算法时如果未使用加窗优

化术,则需要２ne(n＋cpad)次受控加法.使用加窗优化技术

后,受控加法的数目为:

ne

cexp
􀅰２􀅰n＋cpad

cmul
≈ne

cexp
􀅰２􀅰n＋(３logn＋１０)

cmul

＝ ２nne

cexpcmul
＋O nelogn

cexpcmul
( )

≈０．０８nen
一个查表加法中的 Toffoli门数目为:
(n＋cpad)－１＋２cexp＋cmul－１＝n＋cpad＋２cexp＋cmul－２
测量深度为:

２(n＋cpad)－１＋２cexp＋cmul－１＝２n＋２cpad＋２cexp＋cmul－２
因此总共的 Toffoli门数和测量深度分别为:

０．０８nen􀅰(n＋cpad＋２cexp＋cmul－２)≈

０．１２nen２＋０．０００３１nen２logn

０．０８nen􀅰(２n＋２cpad＋２cexp＋cmul－２)≈

０．２nen２＋０．０００３１nen２logn
所耗费的量子比特分布如表１所列.

表１　本文模幂量子线路量子比特耗费分布

Table１　Distributionofquantumbitconsumptioninmodular

exponentiation

比特分布位置 需要的比特数目

加窗半经典傅里叶变换的指数寄存器 O(logn)
存储乘积的乘法寄存器 n＋O(logn)
存储加法结果的寄存器 n＋O(logn)

查表寄存器 n＋O(logn)

４　仿真实验

本文对 Gidney的加法线路使用陪集表示的加法,经数据

拟合发现,得到的加法线路构成的模幂具有最小的量子体积,

可达到很好的时间空间折衷.

本节利用 Q＃量子程序开发工具,对第３节构造的量子

模乘线路进行仿真并对构造线路所需的 Toffoli门数量进行

统计.

４．１　加法量子线路数值模拟

２０１９年,Ekerå等提出一种方法可在８h内用两千万个带

噪声的量子比特来分解２０４８比特的 RSA整数[１５],该文用的

加法器是 Cuccaro提出的加法器[９].本文用 Gidney提出的

加法器[９]结 合 模 整 数 的 陪 集 表 示[１２]和 加 窗 量 子 查 表 技

术[１２Ｇ１３],得出了比文献[１５]时空资源折衷更优的量子逻辑线

路.其结论对比如表２所列.

表２　模幂量子线路资源消耗量对比

Table２　Comparisonofresourceconsumptioninmodular

exponentiation

本文 Gidney
Qubits数目 ３n＋O(logn) ３n＋O(logn)

Toffoli门数目 ０．１８n３＋０．０００４６５n３logn ０．３n３＋０．０００５n３logn
线路深度 ０．３n３＋０．０００４６５n３logn ５００n２＋n２logn

从表２可以看出,本文的量子逻辑线路比文献[１５]的量

子逻辑线路在 Toffoli门数目和线路深度上更有优势.

为了便于区分,图１－图４中表格的每个量除以寄存器

的长度n以及模幂操作中整个加法的数目k＝λn２[１２].在本

文中,我们取λ＝１．５􀅰２＝３.Shor整数分解算法原始版本需

要执行的加法数目为２n􀅰２n＝４n２,EkeråＧHåstad算法改进

后需要执行的加法数目为１．５n􀅰２n＝３n２.应用文献[１２]中
的分析方法,得到的对比结果如图１－图４所示.

图１　模幂量子线路深度对比

Fig．１　Comparisonofdepthpermodularadditioninmodular

exponentiation
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图２　模幂量子线路 Toffoli门消耗量对比

Fig．２　ComparisonofToffolipermodularadditionperregister

sizeinmodularexponentiation

图３　模幂量子线路体积对比

Fig．３　Comparisonofvolumepermodularadditionperregister

sizeinmodularexponentiation

图４　模幂量子线路逻辑比特消耗量对比

Fig．４　Comparisonofaveragelogicalqubitsduringmodular

additionperregistersizeinmodularexponentiation

从图中可以看出,本文的量子逻辑线路在时间空间资源

花费折衷方面更有优势.采用模整数的陪集表示技术优化后

的数值模拟结果显示,这种技术大大减少了量子门数目(以

Toffoli门为指标)并大幅降低了线路深度,所付出的代价是

增加了对数规模的填充比特、引入了一定的错误率,但错误率

随着填充比特数目增加呈指数级降低.

４．２　整数分解模乘量子算法线路仿真结果

本节给出加窗的 模 乘 与 不 加 窗 的 模 乘(Legacy)以 及

Karatsuba乘法[１６]之间的量子资源(Toffoli门数目、量子比

特数目、线路深度)耗费对比具体的实例,如表３所列.其

中n＝ logN ,N 为要分解的整数.表３列出n为８,１５,

１６,３０,６０,６４ 时 ３ 种 乘 法 逻 辑 线 路 的 量 子 资 源 消 耗 情

形.表３中的数据 显 示,使 用 加 窗 技 术 的 模 乘 相 比 其 他

两种乘法量子线路,随着n的规模的增加,Toffoli门数大

大减小,线路深度大幅降低,只是增加了一定的量子比特

数目.

表３　模乘量子法线路资源消耗量对比

Table３　Comparisonofresourceconsumptioninmodular

multiplication

n Window Legacy Karatsuba

８
Toffoli门数目 ２１６．０ １１６．６ ９７．４
量子比特数目 ４３．０ ３２．９ ３２．３

线路深度 ９５２．０ ５２９．５ ４４２．３

１５
Toffoli门数目 ７２０．０ ３６７．５ ３３７．０
量子比特数目 ７８．０ ６１．０ ６０．９

线路深度 ３１１９ １６６２ １５２４

１６
Toffoli门数目 ４８０．０ ３４２．０ ３８７．８
量子比特数目 ８４．０ ６３．３ ６５．５

线路深度 １７５２．８ １５４６．１ １７５２．８

３０
Toffoli门数目 １５３０．０ １４０４．５ １２２９．０
量子比特数目 １５４．０ １２１．５ １２０．３

线路深度 ６２７４．８ ６３３５．５ ５５４４．３

６０
Toffoli门数目 ４１８０ ６１７２ １７３４６
量子比特数目 ３０５ ２４１ ６３４

线路深度 １６５２４．５ ２７８０７．５ ５４０４９．０

６４
Toffoli门数目 ４０６４ ６３２１ １８４１４
量子比特数目 ３２６ ２５７ ６４２

线路深度 １４２７１．０ ２８４７６．５ ５６３０１．０

结束语　本文基于 Gidney加法器,综合其他文献关于量

子线路的设计工作,优化了Shor提出的整数分解问题量子算

法的线路结构.结果显示:通过增加一定的近似误差(误差可

以随着填充比特数目的增加呈指数级降低),实现了时间空间

资源代价的折衷.其中近似造成的误差可以通过增加n的对

数级规模的填充比特得到控制,以至于能低于目前其他因环

境噪声引起的误差.

后续可针对椭圆曲线离散对数问题中的“点加”运算构造

基于未初始化辅助比特、加窗技术以及模整数的陪集表示方

法的量子线路,设计求解椭圆曲线离散对数问题的量子算法

线路,并对线路需求的量子资源进行估测和分析.
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