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摘　要　蜻蜓网络(Dragonflynetwork)是由 Kim 等提出的一种适用于高性能计算系统的拓扑结构.在蜻蜓网络中,网络被组

织成两级架构,计算节点与交换机连接,交换机被分为成多个组.在每一组内部的每个交换机之间互相有一条边相连,任意两

组之间有一条边相连接.完全独立生成树在信息的可靠传输、信息的并行传输和安全分发以及并行故障服务器诊断算法中具

有非常重要的应用.在实际应用中,随着网络规模的不断增大,信息传输的效率以及安全性等要求越来越高.因此,研究网络

的完全独立生成树具有重要意义.目前,有许多关于网络中完全独立生成树的研究,但是缺乏蜻蜓网络上的完全独立生成树的

研究成果.文中提出了蜻蜓网络全局链路分别以相对链接、绝对链接以及循环链接下的完全独立生成树划分的构造算法,并在此

划分的基础上给出了完全独立生成树边集合的构造算法,并对以上算法的正确性进行了证明.最后分析了算法的时间复杂度.
关键词:蜻蜓网络;拓扑;完全独立生成树;算法
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Abstract　Dragonflynetwork,proposedbyKimetal．,isatopologyforhighＧperformancecomputersystems．IndragonflynetＧ
work,computenodesareattachedtoswitches,theswitchesareorganizedintogroups,andthenetworkisorganizedasatwoＧlevel
clique．Thereisalinkbetweenanytwonodesinagroup,andthereisagloballinkbetweendifferentgroups．CompletelyindeＧ
pendentspanningtrees(CISTs)playimportantrolesinreliableinformationtransmission,paralleltransmissionandsafedistribuＧ
tionofinformation．Inpracticalapplication,withthecontinuousincreaseofnetworkscale,therequirementsforinformationtransＧ
missionefficiencyandsecurityarebecominghigherandhigher．Therefore,itismeaningfultostudytheconstructionofcompletely
independentspanningtreesindragonflynetwork．Atpresent,therearemanyresultsoncompletelyindependentspanningtreesin
networks,butcompletelyindependentspanningtreesindragonflynetworkhavenotbeenstudied．Inthispaper,constructionalgoＧ
rithmforthegloballinkofdragonflynetworkisproposed,whichisdividedintocompletelyindependentspanningtreeunderreＧ
lativelink,absolutelinkandcirculantlink．Basedonthisdivision,aconstructionalgorithmfortheedgesetofcompletelyindeＧ
pendentspanningtreeisgiven,andthecorrectnessoftheabovealgorithmsisproved．Finally,thetimecomplexityofthesealgoＧ
rithmsisanalyzed．
Keywords　Dragonflynetwork,Topology,Completelyindependentspanningtree,Algorithm

　

１　引言

在高性能计算(HighPerformanceComputing,HPC)系

统中,网络通信效率和延迟在决定性能和可伸缩性方面起着

重要作用[１].当扩展到数万个节点时,传统拓扑(如环形

网格)会将网络能耗增加到整个系统能耗的５０％[２],并引入

巨大的通信开销,这是因为消息平均需要传输数十个网络跃

点[３].蜻蜓网络就是为了构建一个百万兆级别的计算系统而

提出的[４].蜻蜓图是一种分层拓扑结构,计算节点与交换机

连接,交换机被分为多个组,在每一组内部的每个交换机之间

互相有一条链路相连,任意两组之间有一条链路相连接.这

意味着每对交换机之间最多间隔３个跃点就能连接,一个



在源组内,一个从源组到目标组,一个在目标组内[５].目

前蜻蜓图已被广泛应用于当前的高性能计算机或高端服

务器中[６Ｇ８].

蜻蜓网络的大小由以下参数决定:p,每个交换机中的计

算节点数;a,每个分组中交换机的数量;h,每个交换机的全局

链路数.具有以上参数的蜻蜓图可以表示为(p,a,h)Ｇ蜻蜓

网络.由于组与组之间都只有一条链路进行连接,每一组内

有a个交换机,每个交换机有h个全局链路连接到其他的组,

因此共有g＝ah＋１组,ag＝a(ah＋１)个交换机,pag＝pa(ah＋
１)个计算节点.

关于蜻蜓网络的现有文献侧重于分析路由[９Ｇ１１]和作业分

配算法[１２Ｇ１４]对性能的影响.蜻蜓网络拓扑目前缺乏对其完

全独立生成树的研究.本文的研究是将(p,a,h)Ｇ蜻蜓网络

看作一个图(用D(p,a,h)来表示,顶点和边分别表示蜻蜓图

的交换机和链路,其中交换机被视为透明设备).因此下文中

顶点表示蜻蜓网络中的交换机,边表示网络中的链路.

设T１,T２,􀆺,Tk是图G 的k 棵生成树,u是图G 的一个

顶点.若对于图G中的任意点v(≠u),T１,T２,􀆺,Tk中从顶

点u 到顶点v 的路径没有相同的顶点也没有相同的边,那么

我们就将这k棵生成树称为图G 以u 为根的顶点独立生成

树.独立生成树在信息的可靠传输、信息的并行传输和安全

分发以及并行故障服务器诊断算法中具有非常重要的作用.
在互连网络中,独立生成树可以被看成以源点作为根的模型,

沿着k棵独立生成树传输数据.但是,如果我们改变了源点,
那么就需要重新构造新的顶点独立生成树.２００１年,HaＧ
sunuma提出了 完 全 独 立 生 成 树 的 概 念[１５]:设 T１,T２,􀆺,

Tk是图G 的k棵生成树,若对于图 G 中的任意两个点u 和

v(u≠v),T１,T２,􀆺,Tk中从顶点u到顶点v 的路径没有相同

的顶点也没有相同的边,那么我们就将这k棵生成树称为图

G 的k棵完全独立生成树.显然,完全独立生成树是以任意

顶点作为根的顶点独立生成树,因此在研究并行计算时,当源

点改变之后,就无须重新构造顶点独立生成树.
在 HPC系统中,网络通信效率和延迟在决定性能和可

伸缩性方面起着重要作用.可通过将信息并行分发来提高通

信的效率以及降低延迟,因此,在任意两个交换机之间可将信

息通过多个内部顶点不相交以及边不相交的路来进行并行传

输,从而提高信息传输效率.若找到k棵完全独立生成树,假
设网络中存在至多k－１个故障服务器,则任意两个处理器之

间总存在一条无故障路径,从而达到可靠传输的目的.文献

[１６Ｇ１９]研 究 了 不 同 网 络 的 完 全 独 立 生 成 树 问 题.文 献

[２０Ｇ２３]研究了完全独立生成树存在的一些充分条件,并且证

明了哪怕是想构造出一个图的两棵完全独立生成树都是 NPＧ
困难的.因此,研究完全独立生成树非常必要.

不同的蜻蜓网络的全局链路安排导致其完全独立生成树

构造算法也不相同,Hasting等[２４]确定了蜻蜓图的３个全局

链路安排,之后,Belka等[２５]又提出了两个.对蜻蜓系统的研

究通常不指定使用的全局链接安排,但会使用相对或绝对链

接方式,因此,本文给出相对链接、绝对链接以及循环链接下

完全独立生成树的构造算法.

本文首先介绍了蜻蜓网络的全局链路方法,并给出了在

相对链接、绝对链接以及循环链接下的完全独立生成树的

构造算法;在此基础上给出了算法正确性的证明;最终分析了

各算法的时间复杂度.

２　预备知识

本节主要介绍相关术语和符号定义以及(p,a,h)Ｇ蜻蜓

网络的结构和性质.

２．１　术语和符号

设图G＝(V(G),E(G))是一个简单无向图.令V１ ⊆

V(G)且V１≠Ø.V１ 在G 中的导出子图,记作G[V１],是以

V１ 为顶点集合、两端点均在V１ 中的全部边作为边集的子图.

我们用G－V１ 来表示G[G\V１].对于G 中任意两个顶点x
和y,x和y 是相邻的,当且仅当(x,y)∈E(G).

路径 P 是由(x０,x１,􀆺,xn)组成的一条长度为n的序

列,序列中任意的顶点互不相同且对任意的０≤m＜n,都有

(xm,xm ＋１)∈E(G),其中x０是此路径的起点,xn为路径的终

点.对于顶点x与y 之间的任意两条不同的路径P１和P２,

若V(P１)∩V(P２)＝{x,y},则称P１和P２是顶点不相交路径;

若E(P１)∩E(P２)＝Ø,则称P１和P２是边不相交路径.

如果图G的一个子图是一棵包含G 的所有顶点的树,则
称该子图为G 的生成树.设T１,T２,􀆺,Tk 是图G 的k 棵生

成树.若对于图G中的任意两个顶点u 和v(u≠v),在任意

Ti中,Tj(１≤i,j≤k),如果从顶点u到顶点v的路径Pi与Pj

既是顶点不相交路径又是边不相交路径,那么我们就将这k
棵生成树称为图G 的k棵完全独立生成树.

设(V０,V１,􀆺,Vk)是边集合V(G)的一个划分.B(Vi,

Vj,G)(i≠j)表示由Vi与Vj构成的二部图,其中边集为{uv|
uv∈E(G),u∈Vi,v∈Vj}.由于本文讨论的是图G 中的情

形,因此可以用B(Vi,Vj)来代替B(Vi,Vj,G).

将满足下列两种条件的边集合V(G)的划分(V０,V１,􀆺,

Vk)称为完全独立生成树划分.
(１)对于i＝０,１,􀆺,k而言,导出子图G[Vi]是连通的.
(２)对于任意的i≠j,二部图B(Vi,Vj)没有树分支,即对

于B(Vi,Vj)任意的连通分支 H 而言,都满足|E(H)| ≥
|V(H)|.

Araki[２６]证明了对于一个图G 而言,其存在k棵完全独

立生成树等价于存在一个完全独立生成树划分.
引理１[２６]　对于一个连通图G,有k棵完全独立生成树,

当且仅当它有一个完全独立生成树划分(V０,V１,􀆺,Vk).

２．２　蜻蜓网络D(p,a,h)的结构和性质

首先了解蜻蜓网络拓扑结构.蜻蜓网络的大小由以下参

数决定:p,每个交换机中的计算节点数;a,每个分组中交换

机的数量;h,每个交换机的全局链路数.具有以上参数的蜻

蜓网络可以表示为 D(p,a,h).蜻蜓网络具有两级层次结

构,其中每一级中的元素紧密相连,使得网络的直径较小.蜻

蜓网络拓扑组与组之间都只有一条链路进行连接,每一组内

有a个交换机(分别记为０,１,􀆺,a－１).每个交换机有h个

全局链路连接其他的组.因此共有g＝ah＋１组(分别记为

０,１,􀆺,g－１).在一个组中,交换机使用电气链路以全对全

或扁平蝶形的方式连接构成第一级;不同的组之间通过光链

路连接这些组的全局链路构成第二级.总的来说,每个交换机

将它们连接到(i)计算节点,(ii)组中的交换机,以及(iii)网络

５８２卞庆荣,等:蜻蜓网络上完全独立生成树的构造算法



中的其他组.图１给出了由４个交换机形成的一个组,每个

交换机与组内的其他交换机相连接,同时与其他组的两个交

换机相连接.

图１　蜻蜓网络的一个分组

Fig．１　Adragonflynetworkgroup

Kim等[２７]对蜻蜓网络拓扑的定义更加侧重于技术和经

济方面,而不是提供基本图形的封闭定义.不同的全局链路

安排导致多个不同的拓扑可以被视为蜻蜓网络的变体.对蜻

蜓网络的研究通常不指定使用的全局链接安排,但通常使用

相对或绝对链接的方式.为了方便描述,我们将g＝ah＋１
组编号为０,１,􀆺,g－１,并且将每一组内的交换机编号为０,

１,􀆺,a－１.模运算(mod)表示求两个正整数的余数的运算,
向下取整(floor)表示对一个数进行向下取整.同时用Si,j来

表示第i组的j号交换机.用R(Si,j)来表示与Si,j直接相连

的其他组的交换机构成的集合,R－ (Si,j)表示与Si,j直接相连

且组号大于i的交换机构成的集合,R－ (Si,j)表示与Si,j直接

相连 且 组 号 小 于i 的 交 换 机 构 成 的 集 合.则 R(Si,j)＝
R＋ (Si,j)∪R－ (Si,j).G(S)表示Si,j的组号i,N(s)表示Si,j

的交换机编号j.
下面给出蜻蜓网络的相对与绝对链接以及循环链接方式.
相对链接方式:对于第i组编号为k 的交换机Si,k,将其

链接向它第i＋hk＋１(modg),􀆺,i＋h(k＋１)(modg)组的

编号为a－k－１的交换机Si＋h(k＋１)(modg),a－k－１,每个组内的交

换机链接向对应组中编号更远的交换机,即R(Si,k)＝{Sm,n|
i＋hk＋１(modg)≤m≤i＋h(k＋１)(modg),n＝a－k－１}
(例如,在D(p,４,２)中第３组的２号交换机分别链接向第８
组与第０组的４Ｇ２Ｇ１＝１号交换机).图２给出了蜻蜓网络全

局链路以相对链接方式排列.
绝对链接方式:对于第i组编号为k 的交换机Si,k．,下面

给出Si,k与其他组交换机的链接方式.

图２　D(p,４,２)的相对排列链接

Fig．２　D(p,４,２)Ｇdragonflywithrelativearrangement

引理２[５]　在绝对链接中,与Si,k直接链接的其他组交换

机为R(Si,k)＝R＋ (Si,k)∪ R－ (Si,k),其中:R＋ (Si,k)＝{Sm,n|

m＞i,i＋hk＋１(modg)≤m≤i＋h(k＋１)(modg),n＝floor
(i/h)},R－ (Si,k)＝{Sm,n|m＜i,i＋hk＋１(modg)≤m≤i＋
h(k＋１)(modg),n＝floor((i－１)/h)}.

例如:在D(p,４,２)中第３组的２号交换机分别链接向第

５组与第６组的floor(３/２)＝１号交换机).图３给出了蜻蜓

网络全局链路以绝对链接方式排列.

图３　D(p,４,２)的绝对排列链接

Fig．３　D(p,４,２)Ｇdragonflywithabsolutearrangement

循环链接方式:对于第i组编号为k 的交换机Si,k．,下面

给出Si,k与其他组交换机的链接方式.

引理３[５]　在循环链接中,与Si,k直接链接的其他组交换

机为R(Si,k)＝R＋ (Si,k)∪R－ (Si,k),其中:R＋ (Si,k)＝{Sm,n|
i＋k∗floor(h/２)＜m＜i＋k∗floor(h/２)＋floor(h/２),n＝
k},R－ (Si,k)＝{Sm,n|i－k∗floor(h/２)－floor(h/２)＜m＜
i＋k∗floor(h/２),n＝k}.

例如:在D(p,４,２)中,S(０,０)与S(１,０)和S(８,０)连接.

图４给出了蜻蜓网络全局链路以循环链接方式排列.

图４　D(p,４,２)的循环排列链接

Fig．４　D(p,４,２)Ｇdragonflywithcirculantarrangement

３　D(p,a,h)完全独立生成树的构造算法

本节主要研究 D(p,a,h)全局链路以相对链接、绝对
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链接以及循环链接方式排列下的完全独立生成树的构造算

法,并证明了算法的正确性,最后分析了算法的时间复杂度.
“\”指集合删除某个元素的运算,“∪”指集合并集,“[i]”

表示数组中第i＋１个元素,“append”表示从指数组中添加元

素,“remove”表示从指数组中删除元素.

３．１　相对链接方式下顶点的完全独立生成树划分

首先给出找到相对链接方式下完全独立生成树划分的

算法.
算法１　CISTP１(a,h)
输入:蜻蜓网络每组交换机数a以及每个交换机的全局链路数h
输出:D(p,a,h)的一个完全独立生成树划分:V[０],V[１],􀆺,V[floor

(a/２)]

１．g＝a∗h＋１;

２．nextGroup＝[];

/∗nextGroup用于寻找下一个组中交换机∗/

３．fori＝０tofloor(a/２)doinparallel:

４．　V[i]＝Ø;

５．　V[i]＝V[i]∪S(０,i)∪S(０,a－i－１);

６．　nextGroup．append(S(０,i));

７．　nextGroup．append(S(０,a－i－１));

８．　whilenextGroup!＝null

９．　 　next＝nextGroup[０];

１０．　　　forj＝０toR(next)．length－１

１１．　　　　ifR(next)[j])notinV[i]

１２．　　　　　V[i]＝V[i]∪R(next)[j]∪S(G(R(next)[j]),a－N
(R(next)[j])－１);

１３．　　　　endif

１４．　　　endfor

１５．　　　nextGroup＝nextGroup．remove(next);

１６．　　　nextGroup．append(S(G(R(next)[j]),a－N(R(next)[j])－

１));

１７．　　　ifV[i]．length＞＝g
１８．　　　　break;

１９．　　　endif

２０．　endwhile

２１．endfor

２２．ifamod２≠０

２３．　forj＝０tog－１

２４．　　V[０]＝V[０]∪S(j,floor(a/２)＋１);

２５．　endfor

２７．endif

２８．returnV;/∗V中有 V[０],V[１],􀆺,V[floor(a/２)]∗/

２９．endfunction

下面以D(p,４,２)为例来描述算法１的过程.对于V[０]
与V[１]而言,其表示的是D(p,４,２)中所有顶点的一个子集.
首先将第０组的第０号与第３号顶点S(０,０),S(０,３)分配给

V[０],此时V[０]＝{S(０,０),S(０,３)};并且在nextGroup记

录下分配完的顶点,用于寻找下一个组的对应顶点.R(S(０,

０))中有S(１,３)与S(２,３),因此将S(１,３)与S(２,３)分配给

V[０],并在nextGroup中删除S(０,３).此时V[０]＝{S(０,

０),S(０,３),S(１,３),S(２,３)}.依次类推,最终得到V[０]＝
{S(０,０),S(０,３),S(１,０),S(１,３),S(２,０),S(２,３),S(８,０),

S(８,３),S(７,０),S(７,３),S(３,０),S(３,３),S(４,０),S(４,３),

S(６,０),S(６,３),S(７,０),S(７,３)}.同理可得V[１]＝{S(０,

１),S(０,２),S(１,１),S(１,２),S(２,１),S(２,２),S(８,１),S(８,

２),S(７,１),S(７,２),S(３,１),S(３,２),S(４,１),S(４,２),S(６,

１),S(６,２),S(７,１),S(７,２)}.图５给出了D(p,４,２)通过算

法１得到的两个顶点划分.

图５　D(p,４,２)在相对链接下的一个顶点划分

Fig．５　VertexpartitionofD(p,４,２)underrelativelink

显然V[０]与V[１]是D(p,４,２)的一个顶点划分.且由

图４可看出,G[V[i]],i∈{０,１}是连通的.在任意的一组中,

第０和３号顶点与第１和２号顶点都有４条边相连接,故对

于每一个分支而言,必然是边数大于或等于顶点数.因此得

到的两个顶点划分V[０]与V[１]是 D(p,４,２)的一个完全独

立生成树划分.

引理４　设蜻蜓网络D(p,a,h)的顶点集合为V,则通过

算法１得到的顶点的子集V[０],V[１],􀆺,V[floor(a/２)]为V
的一个划分.

证明:对于任意组j内的S(j,i)与S(j,a－i－１)(i∈[０,

floor(a/２)],j∈[０,ah]),根据蜻蜓网络全局链路相对链接方

式排列的规则,它们分别连接向S(k,a－i－１)与S(k,i)(k≠

j且k∈[０,ah]).因此根据算法１得到的V[i]中每组的顶点

编号都是i与a－i－１.算法中nextGroup的作用是将V[i]
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中所有顶点所在的组中的第i与a－i－１号顶点连接向其他

组中对应的第a－i－１与i号顶点.因此,假设∃k∈[０,ah],

使得S(k,a－i－１)∉V[i]且S(k,i)∉V[i],由相对链路安

排,S((g＋k－１－(a－i－１)h)(modg),a－i－１)与S(k,i)连
接;S((g＋k－１－ih)(modg),i)与S(k,a－i－１)连接,则

S((g＋k－１－(a－i－１)h)(modg),a－i－１)∉V[i]且

S((g＋k－１－ih)(modg),i)∉V [i]. 以 此 类 推 可 得

S(m∗g＋k－m∗１－m∗(a－i－１)h)(modg),a－i－１)∉
V[i]且S((m∗g＋k－m∗１－m∗ih)(modg),i)∉V[i],其
中m＝N∗ .则必然存在n∈[０,a],使得S(n,i)∉V[i],即
第０组到第a组之间有一组n,使得S(n,a－i－１)∉V[i].

但是根据算法１的第一步,S(０,i)∈V[i]且S(０,i)通过nextＧ
Group将其所有连接的组中的第a－i－１号顶点都并入V[i]

之中,所以第０到a－１组中的第a－i－１号顶点在V[i]之
中,且第１组中的第i个顶点与第a组中第a－i－１号顶点连

接,故第a组的第a－i－１号顶点也在V[i]之中.因此矛盾.

假设不成立.

综上,∀k∈[０,a－１],S(k,a－i－１)∈V[i],S(k,i)∈
V[i].且若amod２≠０则将每组的中间顶点分配给V[０],

故V[０],V[１],􀆺,V[floor(a/２)]为V 的一个划分,证毕.

引理５　通过算法１得到的蜻蜓网络 D(p,a,h)顶点的

子集为V[０],V[１],􀆺,V[floor(a/２)],则导出子图G[V[i]]

是连通的,其中i∈[０,floor(a/２)].

证明:由于蜻蜓网络组内部是通过全对全的方式连接,因
此组内任意两顶点S(m,n１)与S(m,n２)必然是连通的(m∈
[０,g－１],n１,n２∈[０,a－１]).对于不同组之间的顶点有如

下两种情形.
情形１　amod２＝０.

对于∀i∈ [０,floor(a/２)],由引理 ３ 可知,V[i]中为

S(m,a－i－１)与S(m,i),其中 m∈[０,g－１].由相对连接

的定义可知,G[V[i]]是连通的.

情形２　amod２≠０.

对于∀i∈[１,floor(a/２)],与情形１同理可得G[V[i]]
是连通的.当i＝０时,∀j∈[０,a－１]且j≠floor(a/２)＋１,

则同样由引理３可得V[i]中为S(m,a－i－１)与S(m,i),其
中m∈[０,g－１],因此每组中的j与a－j－１必然是连通的.

将每组中间的第floor(a/２)＋１号顶点加入V[０]之中,每组

内部是全对全连接的,因此每组中的floor(a/２)＋１号顶点在

导出子图中也必然是连通的.

综上所述,导出子图G[V[i]]是连通的,证毕.

引理６　通过算法１得到的蜻蜓网络 D(p,a,h)顶点的

子集为V[０],V[１],􀆺,V[floor(a/２)],则二部图 B(V[i],

V[j])没有树分支,其中i,j∈[０,floor(a/２)].

证明:有如下两种情形.
情形１　amod２＝０.

对于∀i,j∈[０,floor(a/２)]且i≠j,由引理３可知,V[i]

中为S(m,a－i－１)与S(m,i),V[j]中为S(m,a－j－１)与

S(m,j),其中m∈[０,g－１].在第m 组内部,V[i]中的S(m,

a－i－１)与S(m,i)与V[j]中的S(m,a－j－１)与S(m,j)必然

两两连接,因此对于B(V[i],V[j])的每一个连通分支 H 而

言,必然满足E(H)≥V(H).因此B(V[i],V[j])没有树分支.

情形２　amod２≠０.
情形２．１　∀i,j∈[１,floor(a/２)]且i≠j.
此情形证明同情形１.得证.
情形２．２　∀j∈[１,floor(a/２)]且i＝０.
由引理３可得V[j]中为S(m,a－j－１)与S(m,j),其中

m∈[０,g－１].V[０]中为S(m,a－１)与S(m,０),其中 m∈
[０,g－１].在第m 组内部,V[j]中的S(m,a－j－１)和S(m,

j)与V[０]中的S(m,a－１)和S(m,０)必然两两连接,同时,

V[０]中的S(m,floor(a/２)＋１)与V[j]中的S(m,j)连接,因
此对于B(V[i],V[j])的每一个连通分支 H 而言,必然满足

E(H)＞V(H).
情形２．３　∀i∈[１,floor(a/２)]且j＝０.
证明同情形２．２.
综上所述,二部图B(V[i],V[j])没有树分支,证毕.
定理１　通过算法１得到的蜻蜓网络 D(p,a,h)顶点的

子集V[０],V[１],􀆺,V[floor(a/２)]是蜻蜓网络D(p,a,h)在
相对链接下的一个完全独立生成树划分.

证明:由引理１、引理４－引理６可知,该定理成立.证毕.

３．２　绝对链接方式下顶点的完全独立生成树划分

首先给出找到绝对链接方式下完全独立生成树划分的

算法.
算法２　CISTP２(a,h)
输入:蜻蜓网络每组交换机数a以及每个交换机的全局链路数h
输出:D(p,a,h)的一个完全独立生成树划分:V[０],V[１],􀆺,V[floor

(a/２)]

１．g＝a∗h＋１;

２．　 nextGroup＝[];

/∗nextGroup用于寻找下一个组中交换机∗/

３．　 fori＝０tofloor(a/２)doinparallel:

４．　　 V[i]＝Ø;

５．　　 V[i]＝V[i]∪S(０,i)∪S(０,floor(a/２)＋i);

６． nextGroup．append(S(０,i));

７． nextGroup．append(S(０,floor(a/２)＋i));

８． whilenextGroup!＝null

９． next＝nextGroup[０];

１０． forj＝０toR(next)．length－１

１１． ifR(next)[j])notinV[i]

１２．　　　　　V[i]＝V[i]∪R(next)[j]∪S(G(R(next)[j]),

N(|R(next)[j])－floor(a/２)|);

１３．　　　　endif

１４．　　　endfor

１５．　　nextGroup＝nextGroup．remove(next);

１６．　　n＝(floor(j/２)＋１)moda;

１７．　　nextGroup．append((g＋i＋R(next)[j]．length)(modg),n);

１８．　　ifV[i]．length＞＝g
１９．　　　break;

２０．　　endif

２１．　endwhile

２２．endfor

２３．ifamod２≠０

２４．　forj＝０tog－１

２５．　　V[０]＝V[０]∪S(j,floor(a/２)＋１);

２６．　endfor

２７．endif
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２８．returnV;/∗V中有 V[０],V[１],􀆺,V[floor(a/２)]∗/

２９．endfunction

下面以D(p,４,２)为例来描述算法２的过程.对于V[０]

与V[１]而言,其表示的是顶点的一个子集.首先将第０组的

第０与２号顶点S(０,０),S(０,２)分配给V[０],此时V[０]＝
{S(０,０),S(０,２)}.并且在nextGroup记录下分配完的顶点,

用于寻找下一个组的对应顶点.由引理２可知,R(S(０,０))

中有S(１,０)与S(２,０),因此将S(１,０)与S(２,０)分配给

V[０],并在nextGroup中删除S(０,０).与相对链接方式不同

的是,我们需要加入nextGroup数组的元素是R(S(０,０))中
编号最大的组中的(floor(０/２)＋１)moda 号顶点,此处即

S(２,１).此时V[０]＝{S(０,０),S(０,２),S(１,０),S(２,０)}.

依次类推,最终得到V[０]＝{S(０,０),S(０,２),S(１,０),S(２,

０),S(１,２),S(２,１),S(５,０),S(６,３),S(５,６),S(７,３),S(３,

１),S(３,３),S(４,１),S(４,３),S(７,３),S(７,２),S(８,３),S(８,

１)}.同理可得V[１]＝{S(１,１),S(１,３),S(３,０),S(３,２),

S(４,０),S(４,２),S(５,２),S(５,１),S(６,２),S(６,１),S(７,１),

S(７,０),S(８,０),S(８,２),S(２,３),S(２,２),S(１,１),S(１,３)}.

图６给出了D(p,４,２)通过算法２得到的两个顶点划分.

图６　D(p,４,２)在绝对链接下的一个顶点划分

Fig．６　VertexpartitionofD(p,４,２)underabsolutelink

显然V[０]与V[１]是D(p,４,２)的一个顶点划分.且由

图６可看出,G[V[i]],i∈{０,１}是连通的.在任意的一组中,

V[０]与V[１]各有两个不同的顶点,因此对于每一个分支而

言,必然是边数大于或等于顶点数.因此得到的两个顶点划

分V[０]与V[１]是D(p,４,２)的一个完全独立生成树划分.

引理７　设蜻蜓网络D(p,a,h)顶点集合为V,则通过算

法２得到的顶点的子集V[０],V[１],􀆺,V[floor(a/２)]为V
的一个划分.

证明:设mid＝floor(a/２),g＝ah＋１.对于任意组i内

的S(i,j)与S(i,mid＋i)(j∈[０,mid],i∈[０,ah]).根据蜻

蜓网 络 全 局 链 路 绝 对 链 接 方 式 排 列 的 规 则,R(Si,j)＝

R＋ (Si,j)∪R－ (Si,j),其中,R＋ (Si,j)＝{Sm,n|m＞i,i＋hj＋１
(modg)≤m≤i＋h(j＋１)(modg),n＝floor(i/h)},

R－ (Si,j)＝{Sm,n|m＜i,i＋hj＋１(modg)≤m≤i＋h(j＋１)
(modg),n＝floor((i－１)/h)}.根 据 算 法 ２,通 过 nextＧ
Group将R(S(i,j))中编号最大的组作为向外扩张的顶点.

显然对于m ≠n,S(i,m)≠ S(j,m).因此得到的V[i]∩
V[j]＝Ø.

情形１　amod２＝０.

对于∀i∈[０,mid],V[i]中必然包含D(p,a,h)每组的两

个顶点,|V[i]|＝２g.因此|V[０]∪V[１]∪􀆺∪V[mid]|＝
２g∗mid＝ag＝V(D(p,a,h)),又有V[i]∩V[j]＝Ø,故

V[０],V[１],􀆺,V[floor(a/２)]为V 的一个划分.

情形２　amod２≠０.
对于∀i∈[１,mid],V[i]中必然包含 D(p,a,h)每组的

两个顶点,|V[i]|＝２g.由算法２得到|V[０]|＝２g＋g.因

此|V[０]∪V[１]∪􀆺∪V[mid]|＝２g∗(mid－１)＋３g＝
ag＝V(D(p,a,h)).又 有 V[i]∩V [j]＝ Ø.故 V [０],

V[１],􀆺,V[floor(a/２)]为V 的一个划分.

综上,V[０],V[１],􀆺,V[mid]为V 的一个划分,其中

mid＝floor(a/２),证毕.
引理８　通过算法２得到的蜻蜓网络 D(p,a,h)顶点的

子集为V[０],V[１],􀆺,V[floor(a/２)],则导出的子图G[V
[i]]是连通的,其中i∈[０,floor(a/２)].

证明:由于蜻蜓网络组内部是通过全对全的方式连接,因
此组内任意两顶点S(m,n１)与S(m,n２)必然是连通的(m∈
[０,g－１],n１,n２∈[０,a－１]).对于不同组之间的顶点有如

下两种情形.

情形１　amod２＝０.

对于∀i∈[０,floor(a/２)],由引理７可知,V[i]中有任意

一组中的两个顶点.由相对连接的定义可知,G[V[i]]是连

通的.

情形２　amod２≠０.
对于∀i∈[１,floor(a/２)],与情形１同理可得G[V[i]]

是连通的.当i＝０时,∀j∈[０,a－１]且j≠floor(a/２)＋１.

则同样由引理７可得V[i]中有任意一组中的两个顶点.由

相对连接的定义可知,G[V[i]]是连通的.将每组中间的第

floor(a/２)＋１号顶点加入V[０]之中,每组内部是全对全连

接,因此每组中的floor(a/２)＋１号顶点在导出子图中必然也

是连通的.
综上所述,导出子图G[V[i]]是连通的,证毕.
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引理９　通过算法１得到的蜻蜓网络 D(p,a,h)顶点的

子集为V[０],V[１],􀆺,V[floor(a/２)],则二部图 B(V[i],

V[j])没有树分支,其中i,j∈[０,floor(a/２)].
证明:我们有如下两种情形.
情形１　amod２＝０.
对于∀i,j∈[０,floor(a/２)]且i≠j,由引理７可知,V[i]

中有任意一组中的两个顶点.在任意一组内部,V[i]中的

S(m,p)和S(m,q)与V[j]中的S(m,t)与S(m,k)必然两两

连接,其中m∈[０,g];p,q,t,k∈[０,a－１]且p,q,t,k两两不

相等.因此对于B(V[i],V[j])的每一个连通分支 H 而言,
必然满足E(H)≥V(H).因此B(V[i],V[j])没有树分支.

情形２　amod２≠０.
情形２．１　∀i,j∈[１,floor(a/２)]且i≠j.
此情形证明同情形１.得证.
情形２．２　∀j∈[１,floor(a/２)]且i＝０.
由引理７可得V[j]中为S(m,p)与S(m,q),其中 m∈

[０,g－１];p,q∈[０,a－１]且p≠q.V[０]中为S(m,t)与

S(m,k),其中 m∈[０,g－１].在第 m 组内 部,V[i]中 的

S(m,p)和S(m,q)与V[０]中的S(m,t)和S(m,k)必然两两

连接,同时V[０]中的S(m,floor(a/２)＋１)与V[j]中的S(m,

j)连接,因此对于B(V[i],V[j])的每一个连通分支 H 而言,

必然满足E(H)＞V(H).
情形２．３　∀i∈[１,floor(a/２)]且j＝０.
证明同情形２．２.
综上所述,二部图B(V[i],V[j])没有树分支.证毕.
定理２　通过算法２得到的蜻蜓网络 D(p,a,h)顶点的

子集V[０],V[１],􀆺,V[floor(a/２)]是蜻蜓网络D(p,a,h)在
相对链接下的一个完全独立生成树划分.

证明:由引理１,引理７－引理９可知,该定理成立.证毕.

３．３　循环链接方式下顶点的完全独立生成树划分

循环链接与相对链接方式较为接近,区别在于寻找下一

组交换机时相对链接将第i组的编号为k的交换机S(i,k)链
接向它第i＋hk＋１(modg),􀆺,i＋h(k＋１)(modg)组的编

号为a－k－１的交换机,因此每个顶点划分选取每组的第

a－k－１号与第k号顶点.而循环链接则是链接向对应组的

k号交换机,则同样选取每组中第k与第a－k－１号顶点.
因此只需要将算法１中用来寻找下一个组的第１６行换成

nextGroup．append(S(G(R(next)[j])),i);nextGroup．apＧ

pend(S(G(R(next)[j])),a－i－１);
通过修改后的算法１我们可以得到 D(p,４,２)在循环链

接下的一个完全独立生成树的划分.图７给出了 D(p,４,２)
通过算法１得到的两个顶点划分.

图７　D(p,４,２)在循环链接下的一个顶点划分

Fig．７　VertexpartitionofD(p,４,２)undercycliclink

　　定理３　通过修改后的算法１得到的蜻蜓网络 D(p,a,

h)顶点的子集V[０],V[１],􀆺,V[floor(a/２)]是蜻蜓网络

D(p,a,h)在循环链接下的一个完全独立生成树划分.

证明:相对链接将第i组的编号为k 的交换机S(i,k)链
接向它第i＋hk＋１(modg),􀆺,i＋h(k＋１)(modg)组的编

号为a－k－１的交换机.而循环链接则是链接向对应组的k
号交换机.因此该证明与定理１证明过程相似,同理可得该

定理正确.

３．４　D(p,a,h)的完全独立生成树构造算法

通过算法１和算法２,我们找到了D(p,a,h)的一个完全

独立生成树划分,下面给出算法３,根据所得到的完全独立生

成树划分来构造出它的floor(a/２)棵完全独立生成树.
算法３　CIST１(a,h,V)
输入:V[０],V[１],􀆺,V[floor(a/２)]

输出:完全独立生成树的边集合

１．g＝a∗h＋１;

２．fori＝０tofloor(a/２)

３． E[i]＝Ø;

４． forj＝０tog－１

５． m＝findIndex(j,V[i]);/∗findindex用来查找 V[i]在第j组

中顶点的序号,由于每组中有至少两个顶点在 V[i]中,因此

m为数组,设其递增∗/

６． E[i]＝E[i]∪(S(j,m[０]),S(j,m[１]))

７． E[i]＝E[i]∪(S(j,m[０]),R(S(j,m[０])))∪(S(j,m[１]),

R(S(j,m[１])))

８． fork＝０toa－１

９． if(k＜floor(a/２)andk＞ m[０])or(k＞ m[０])

１０． E[i]＝E[i]∪(S(j,m[０]),S(j,k));

１１． elif(k＜ m[０])or(k＞floor(a/２)andk＜ m[１])
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１２． E[i]＝E[i]∪(S(j,m[１]),S(j,k));

１３． endif

１４． ifamod２≠０

１５． E[i]＝E[i]∪(S(j,m[０]),S(j,floor(a/２)＋１);

１６．　　endfor

１７．　　endfor

１８．　endfor

１９．　returnE;/∗E中有E[０],E[１],􀆺,E[floor(a/２)]∗/

２０．endfunction

定理４　通过算法３得到的floor(a/２)个边集合是蜻蜓

网络D(p,a,h)的floor(a/２)棵完全独立生成树的边集合.

证明:算法３是将算法１和算法２得到的floor(a/２)个完

全独立生成树划分中的顶点作为内部顶点,其他顶点依次作

为叶子结点挂靠在V[i]之中所得到的边集合,故由此边集合

构成的树T[i]中内部结点只在V[i]之中,因此,通过算法４
得到的floor(a/２)个边集合是蜻蜓网络 D(p,a,h)的floor
(a/２)棵完全独立生成树的边集合.

图８给出了算法４的构造过程.

图８　构造过程

Fig．８　Constructionprocess

３．５算法时间复杂度分析

定理５　算法１的时间复杂度为为 O(N),其中 N 为顶

点的个数.

算法１通过nextGroup数组依次将R(i,j)中的顶点放入

V[i]中.每组中有两个顶点进入nextGroup中.对于最外层

的循环,通过并行构造其floor(a/２)棵完全独立生成树.对

于内部的循环,所有的顶点至多只进出nextGroup一次,故时

间复杂度为 O(N),其中 N 为顶点的个数.

定理６　算法２的时间复杂度为 O(N),其中 N 为顶点

的个数.

该算法与算法１类似,同样是通过nextGroＧup数组来寻

找下一个组中的顶点,且每个组中有两个顶点进入 nextＧ

Group.因此同算法１类似,其时间复杂度为 O(N),其中 N
为顶点的个数.

定理７　算法３的时间复杂度为 O(N),其中 N 为顶点

的个数.

该算法需要判断每个组中的每个顶点所连接的边,因此

时间复杂度为 O(N),其中 N 为顶点的个数.

结束语　随着信息科技的发展,数据量已经变得非常巨

大.特别是在高性能系统中,人们对信息的高效与可靠传输

有着严苛的要求.完全独立生成树在信息的可靠传输、信息

的并行传输和安全分发以及并行故障服务器诊断算法中具有

非常重要的作用.通过完全独立 生 成 树 可 以 并 行 分 发 数

据,且能保证在任意顶点之间若有k－１条路上有服务器

发生故 障,则 至 少 有 １ 条 路 能 够 传 输 信 息 (假 设 构 造 出

k棵完全独立生成树),因 此 研 究 一 个 图 或 者 网 络 的 完 全

独立生成树是非常有必要的.

本文首先介绍了蜻蜓网络相对链接与绝对链接的全局

链接方式,其次分别给出了算法１与算法２来找出相对链接、

绝对链接以及循环链接下 D(p,a,h)的完全独立生成树划

分,并给出算法３来构造出floor(a/２)棵完全独立生成树的

边集合,并对各算法的正确性给出了证明.
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