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摘　要　在线社交网络如微信等的普及,使人们更加关注信息传播的问题.虚假信息在社交网络中进行传播可能会造成很严

重的后果,比如经济损失或者公众恐慌等.因此,需要采取相关的措施来控制虚假信息的传播.传统的虚假信息控制方法主要

通过向网络中的部分节点传播真实信息,让真实信息和虚假信息进行竞争来减小虚假信息的影响.文中将传播真实信息和加

边的方式相结合,提出了一个虚假信息修正最大化问题.该问题是 NPＧ难的,其目标函数值的计算是＃PＧ难的.由于目标函数

既不是次模的也不是超模的,因此采用三明治近似策略来求解该问题.为此,构造目标函数的次模的上界和下界函数,利用反

向影响采样技术在基数约束下求解上界和下界函数,最终得到原问题的一个数据相关的近似解.通过在３个真实网络的数据

集上进行仿真实验,验证了所提算法的有效性.
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MisinformationCorrectionMaximizationProblemwithEdgeAdditioninSocialNetworks
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Abstract　ThepopularityofonlinesocialnetworkssuchasWechathasarousedpeople’smoreattentiontoinformationdiffusion．

Thespreadofmisinformationinsocialnetworksmayleadtoseriousconsequences,suchaseconomiclossesandpublicpanic．

Therefore,relevantmeasuresneedtobetakentocontrolthespreadofmisinformation．Theclassicalmisinformationcontainment

problemaimstoreducetheimpactofmisinformationbylaunchingasetofnodesasrealinformationseedstocompeteagainstmisＧ

information．Thispapercombinesthespreadofrealinformationwiththeedgeaddition,proposesamisinformationcorrection

maximizationproblem．TheproposedproblemisNPＧhardandthecomputationofitsobjectivefunctionis＃PＧhard．Then,weuse

thesandwichapproximationstrategytogetanapproximationsolutionsincetheobjectivefunctionisneithersubmodularnorsuＧ

permodular．Wefirstfindsubmodularlowerandupperboundfunctionsoftheobjectivefunction,andthengetcorrespondingapＧ

proximationsolutionsunderthecardinalityconstraintbythereverseinfluencesamplingtechnique．Atlast,combinedwithlower

andupperboundfunction’ssolution,weobtainanapproximationsolutionformisinformationcorrectionmaximizationproblem

withadataＧdependentapproximationratio．ExperimentsonthreerealisticdatasetsindicatethattheproposedalgorithmiseffiＧ

cientandperformsbetterthanclassicalheuristicmethods．

Keywords　Socialnetwork,Informationdiffusion,Influencemaximization,Misinformationcontainment,Sandwichapproximation

strategy
　

１　引言

随着互联网的快速发展,在线社交网络越来越受到人们

的欢迎,并且已经成为了主要的社交工具.人们在在线社交

网络平台上进行交流,传播信息.影响最大化问题作为社交

网络信息传播研究中的一个关键算法问题,由于具有潜在的

商业价值,近年来得到了广泛的研究[１Ｇ９].影响力最大化问题

的目标是在给定的传播模型下,从社交网络中选择k个最具

影响力的用户作为种子节点,使得影响传播最大化.

在线社交网络在为信息交流提供有效途径的同时,也会

造成虚假信息的传播.虚假信息的传播速度非常快,并且可

能造成很严重的负面影响[１０].例如,在新冠疫情期间,经常

有人发布与疫情相关的不实信息,这些信息在网络上快速传

播,造成了群众的恐慌.为了尽可能减小虚假信息传播带来



的负面影响,进行虚假信息的控制成为一个关键问题,该问题

近年来受到了学者的广泛研究[１１Ｇ１８].现有的关于虚假信息

控制问题的研究主要有向网络中传播真实信息[１１Ｇ１３]、阻断节

点[１４Ｇ１５]和阻断边[１６Ｇ１７]等方式.

以新浪微博为例,微博中的每个用户都可以接收信息和

传播信息.当微博中有人发布了虚假消息时,我们可以通过

以下几种方式来控制虚假消息的传播.第一,可以注销掉部

分影响力较大的用户的账号(即阻断节点),使他们既不能接

收到虚假信息,也不能向其他人传播这些信息;第二,可以对

部分影响力较大的账号进行禁言处理(即阻断边),使得这些

用户虽然可以接收到虚假信息,但是不能向其他人传播;第

三,还可以将真实信息告知部分用户,让他们将这些信息在微

博中进行发布,然后传播给其他用户,从而减少相信虚假信息

的人数.

在现实生活中,直接注销账号或者禁言处理容易引起用

户的不满,尤其是在用户未传播虚假信息时,因此,这两种方

式存在诸多不足.而对于第三种方式,用户的不满程度相对

较低,对其进行研究具有重要的意义.由于真实信息在网络

中的传播速度比虚假信息慢[１９],因此需要采取其他手段来加

快真实信息的传播.通过在用户之间加边来加快传播是一种

很有效的方式[２０Ｇ２２].本文将传播真实信息和加边的方式相

结合,提出了虚假信息修正最大化问题.目的是将那些已经

接受了真实信息的用户推荐给其他用户,并且向他们传播真

实信息,最终使得尽可能多的人接受真实信息,从而减小虚假

信息的影响.

本文的主要贡献如下:首先,提出了虚假信息修正最大化

问题,并且分析了问题的复杂性;其次,提出了一个基于三明

治策略的求解算法,并且分析了算法的近似比;最后,通过在

３个不同的数据集上进行实验,验证了所提算法的有效性.

本文第２节介绍相关工作;第３节给出了问题的定义,并

且分析了问题的复杂性;第４节给出了虚假信息修正最大化

问题的求解算法;第５节通过实验验证了算法的有效性;最后

总结全文.

２　相关工作

２．１　影响力最大化问题

２００３年,Kempe等[１]将影响力最大化问题作为一个组合

优化问题来进行考虑,并且证明了在独立级联模型下影响力

最大化问题是 NPＧ难问题,所以需要利用近似算法或启发式

算法进行求解.Kempe等[１]证明了应用贪心算法求解影响

力最大化问题可以得到一个１－１/e的近似解.在用贪心算

法进行求解时,每一次迭代都需要计算目标函数的值.Chen
等[２]证明了在独立级联模型下计算目标函数是＃PＧ难的,他

们利用蒙特卡洛模拟来进行估计,但大大增加了贪心算法求

解的时间,不适用于大型网络.基于 Brogs等[３]提出的反向

影响采样的技术,Tang等提出了 TIM/TIM＋ 算法[４]和IMM
(InfluenceMaximizationViaMartingales)算法[５],在至少１－

１/nl 的概率下得到的近似解不小于最优解的１－１/e－ε倍.

IMM 算法有一个近线性的时间复杂度,是目前较好的算法.

在影响力最大化问题中,除了直接进行求解外,还可以

通过在网络中加边来提高影响力的传播.Chaoji等[２０] 考 虑

了通过向网络中加入k条边,使得被影响的节点个数的期望

值最大化的问题,并且证明了这个问题的目标函数是非次模

的.他们提出了一个限制的最大概率路径模型,并且证明了

在这个模型下,目标函数是次模的.D’Angelo等[２１]考虑了

在成本约束下通过加边的方式来促进影响传播的问题,与其

他研究不同的是这篇论文只考虑了和种子集中的节点相连的

边.Lei等[２２]利用了文献[２０]中提出的限制的最大概率路径

模型来考虑在网络中加边的问题,并且提出了一个改进的贪

婪算法.

２．２　虚假信息控制问题

本文只考虑了向网络中传播真实信息来控制虚假信息的

方式,因此只介绍与传播真实信息相关的研究工作.Budak
等[１１]提出了一个竞争的独立级联模型,即让虚假信息和真实

信息作为两个竞争的活动同时在网络中进行传播.他们证明

了在这种竞争的独立级联模型下,虚假信息控制问题是次模

问题.He等[１２]证明了在竞争的线性阈值模型下,虚假信息

控制问题是次模最大化问题.因此,利用贪心算法求解可以

得到１－１/e的近似比.由于贪心算法的时间复杂度很高,

Tong等[１３]提出了一个基于反向影响采样技术的算法来求解

虚假信息控制问题.

３　模型和问题描述

３．１　影响传播模型

社交网络中常见的影响传播模型有独立级联模型和线性

阈值模型等,本文采用独立级联模型.下面给出独立级联模

型的定义.

定义１(独立级联模型[１])　用图G＝(V,E,P)表示网

络,节点集V 表示网络中的用户,边集E 表示用户间的关系,

每条边e＝(u,v)有一个对应的影响概率puv,puv表示u 被激

活后独立激活v的概率.初始时被激活的节点被称为种子节

点,基于影响概率,从种子节点集S０ 开始,独立级联模型下的

动态传播过程在离散的时间步长下以如下形式完成:初始时,

集合S０ 中的节点被激活,而其他节点都处于不活跃状态;用

St－１表示在t－１ 时刻前被激活的节点的集合,在t时刻,

St－１\St－２中的所有节点u以概率puv激活它的非活跃的邻居

节点v,并且u只有一次机会去激活v,如果v被激活,则将v
加入集合St 中;当没有新的节点可以被激活时,传播过程

结束.

３．２　活跃边图

定义２(活跃边图)　活跃边图X＝(V,EX)是图G 的一

个子图,X 的节点集合与G 相同,而边集EX 是E 的一个子

集.活跃边图X 发生的概率是在X 中的边都被选中而不在

X 中 的 边 都 没 有 被 选 中 的 概 率,即 Pr[X]＝ ∏
(u,v)∈EX

puv

∏
(u,v)∈E\EX

(１－puv).对于E 中的所有边,出现在 X 中的边为

活跃边,不在X 中的边为阻断边,传播可以通过活跃边进行,

但不能通过阻断边进行.

令XG 为图G 的所有活跃边图的集合.

３．３　问题定义

考虑一个真实信息和虚假信息都在其上传播的社交

７１３宋新月,等:社交网络中的虚假信息经加边修正最大化问题



网络,称被虚假信息激活的节点为被感染的节点,称初始拥有

(接受)称真实信息的节点的集合为真实信息的种子集,那些

原本被虚假信息感染但又接受了真实信息的节点为被修正的

节点.虚假信息修正最大化就是通过某种策略(如选择传播

真实信息)使得修正的期望节点数最多.

以往研究主要考虑如何控制虚假信息传播,本文主要考

虑修正已“感染”节点.为简便起见,假设虚假信息的传播过

程已经结束.由于影响力最大化问题的相关研究成果丰富,

因此本文不考虑真实信息种子集的选取问题,即假设真实信

息的种子集已知.本文的核心是考虑如何通过加边来加速真

实信息传播,使得尽可能多的“感染”者被修正,即虚假信息修

正最大化,问题描述如下.

虚假信息修正最大化问题:给定一个社交网络G＝(V,

E,P),被感染的节点的集合I,真实信息的种子集S 和候选

边集C.给定一个正整数k,从候选边集C中选择一个有k条

边的集合R∗ 加入G 中,使得被修正的节点的期望值的增量

最大化,即:

R∗ ＝arg max
R⊆C,|R|≤k

Δf(S,R) (１)

其中,Δf(S,R)＝f(S,R)－f(S,Ø),f(S,R)表示加入边集R
后被修正的节点的期望值.

３．４　问题的复杂性

前面给出了问题的描述,下面分析问题的复杂度.

定理１　在独立级联模型下,虚假信息修正最大化问题

是 NPＧ难的问题.

证明:将集合覆盖问题[２３]多项式归约到虚假信息修正最

大化问题来进行证明.给定一个基础集合U＝{u１,􀆺,un},

T＝{T１,􀆺,Tm}是U 的子集的集合,集合覆盖问题就是要判

断在T 中是否存在k个子集,使得它们的并集等于U.

考虑集合覆盖问题的任意一个实例,我们构造一个相应

的有１＋m＋n个节点的有向的三部图G,如图１所示.节点

s为真实信息的种子节点,A＝{a１,􀆺,am}中的节点ai 对应T
中的集合Ti,B＝{b１,􀆺,bn}中的节点bj 对应U 中的元素

uj.如果uj∈Ti,则从ai 到bj 有一条有向边,且激活概率为

１,从节点s到A 中的l个节点有概率为１的有向边.我们的

问题中只考虑已经被感染的节点,所以令I＝B.

图１　NPＧ难图构造实例

Fig．１　IllustrationofNPＧhardgraphconstruction

在A 中选择k 个节点,将s指向这k 个节点的k 条边或

者这k个节点指向B 中的节点的k 条边的集合记为集合R.

集合覆盖问题等价于确定在A 中是否存在这样的k 个节点,

得到集合R,并且将集合R加入图G 后,可以使得:

f(S,R)＝f(S,Ø)＋Δf(S,R)＝n (２)

因为集合覆盖问题是 NPＧ完全问题,所以虚假信息修正

最大化问题是 NPＧ难的问题.

定理２　给定S和R 后,计算Δf(S,R)是＃PＧ难的.

证明:将有向图中的sＧt 连接数问题[２４]多项式归约到

Δf(S,R)的计算问题来进行证明.考虑sＧt连接数问题的任

意一个实例,有向图G１＝(V,E),如图２所示.图中有两个

节点s和t,sＧt连接数问题就是计算在G１ 的所有子图中s和t
相连的子图的数量.假设G１ 中的每条边上的概率为０．５,则

这个问题等价于计算在G１ 中节点s和t相连的概率[２].

令t′为图G１ 外的一点,构造一个新的有向图G２＝(V∪
t′,E),如图２所示.在G２ 中,令S＝{s},I＝{t′},R＝{(t,

t′)},ptt′＝０．５.假设在G２ 中已经计算出Δf(S,R),则在G１

中s和t相连的概率为Δf(S,R)/ptt′ ＝２Δf(S,R).因此在

G２ 中计算Δf(S,R)就转化为在G１ 中求解sＧt连接数问题.

因为sＧt连接数问题是＃PＧ完全问题,所以计算Δf(S,R)是

＃PＧ难的问题.

图２　＃PＧ难图构造实例

Fig．２　Illustrationof＃PＧhardgraphconstruction

３．５　目标函数的性质

注意到,在给定S 后,f(S,Ø)的值是确定的,目标函数

Δf(S,R)＝f(S,R)－f(S,Ø)的性质依赖于f(S,R).因此,

可以通过分析f(S,R)的性质来得到Δf(S,R)的性质.首先

证明f(S,R)的非负性和单调性.

定理３　f(S,R)是非负且单调递增的.

证明:因为f(S,R)是被修正的节点的个数的期望值,所
以非负性显然.

下面证明f(S,R)关于R是单调递增的.

对于任意R⊆C和e∈C\R,可以通过证明f(S,R∪{e})－

f(S,R)≥０来证明单调性.

对于XG∪R中的任意一个活跃边图X,f(S,R)可以表示为:

f(S,R)＝ ∑
X∈XG∪R

Pr[X]􀅰fX(S,R) (３)

其中,fX(S,R)表示在活跃边图X 中被修正的节点的个数.

对于X,在 XG∪R∪{e}中有两个相应的活跃边图 X′和X″,

它们的边集分别为EX′＝EX,EX″＝EX ∪{e},则 X′和X″发生

的概率分别为:

Pr[X′]＝Pr[X]􀅰(１－pe) (４)

Pr[X″]＝Pr[X]􀅰pe (５)

在活跃边图X′和X″中,被修正的节点的个数分别为:

fX′(S,R∪{e})＝fX(S,R) (６)

fX″(S,R∪{e})≥fX(S,R) (７)

因此,有:

f(S,R∪{e})－f(S,R)

　＝ ∑
X∈XG∪R∪{e}

Pr[X]􀅰fX (S,R∪{e})－ ∑
X∈XG∪R

Pr[X]􀅰

fX(S,R)

　＝ ∑
X∈XG∪R

{Pr[X′]􀅰fX′(S,R∪{e})＋Pr[X″]􀅰

fX″(S,R∪{e})}－ ∑
X∈XG∪R

Pr[X]􀅰fX(S,R)

　＝ ∑
X∈XG∪R

{Pr[X]􀅰 (１－pe)􀅰fX′ (S,R∪ {e})＋
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Pr[X]􀅰pe􀅰fX″(S,R∪{e})－Pr[X]􀅰

fX(S,R)}

　＝ ∑
X∈XG∪R

Pr[X]􀅰pe􀅰{X″(S,R∪{e})－fX(S,R)}

　≥０ (８)

所以f(S,R)是单调递增的.

下面证明f(S,R)的次模性.

定理４　f(S,R)既不是次模的,也不是超模的.

证明:通过构造两个反例来进行证明,图３(a)为次模性

的反例,图３(b)为超模性的反例,图中每条边上的概率为１.

(a) (b)

图３　次模性和超模性反例

Fig．３　Counterexampleofsubmodularandsupermodular

在图３(a)中,令C＝{(s,v１),(v２,v４),(v３,v４)},S＝{s},

I＝{v１,v２,v３,v４},并且令R＝Ø,D＝{(v３,v４)},e＝(s,v１),

则有f(S,R)＝１,f(S,D)＝１.将边e分别加入R 和D 中,

有f(S,R∪{e})＝３,f(S,D∪{e})＝４.因此有f(S,R∪
{e})－f(S,R)≤f(S,D∪{e})－f(S,D),所以f(S,R)是非

次模的.

在图３(b)中,令C＝{(s,v１),(v２,v１),(v２,v４)},S＝{s},

I＝{v１,v２,v３,v４},并且令R＝Ø,D＝{(v２,v４)},e＝(s,v１),

则有f(S,R)＝１,f(S,D)＝３.将边e分别加入R 和D 中,

有f(S,R∪{e})＝３,f(S,D∪{e})＝４.因此有f(S,R∪
{e})－f(S,R)≥f(S,D∪{e})－f(S,D),所以f(S,R)是非

超模的.

３．６　目标函数的界

对于次模函数最大化问题,用贪婪算法和IMM 算法求

解可以得到１－１/e和１－１/e－ε的近似比[１,５];而对于非次

模情形,用这两个算法求解时不能得到常数近似比.因此,

Lu等[２５]提出了一种三明治近似策略来解决非次模和非超模

函数的优化问题,并给出了一个数据相关的近似比.利用三

明治近似策略求解时,需要先找到目标函数的次模的上界函

数和下界函数,然后求解对应于上界函数和下界函数下的同

一问题,称为上界问题和下界问题.下面来构造目标函数的

次模的上界函数和下界函数.

３．６．１　目标函数的下界函数

为得到问题的次模的下界函数,首先给出如下限制条件:

假设边集R已知,在网络中加入边集R,生成一个活跃边图

X.在X 中,当S到v的所有路径中有一条路径至多包含一

条R 中的边时,节点v就可以被S 激活.在目标函数中加入

这个限制条件后,得到目标函数的下界函数L(S,R).

下面给出限制条件的示例,如图４所示.给定一个网络

G,令S＝{s},I＝{v３,v４},R＝{(s,v１),(v１,v３),(v１,v４),(v２,

v４)}.图４表示在网络中加入边集R 后,生成的一个活跃边

图X.从s到v３ 只有一条路径,包含了两条R 中的边,所以

v３ 不能被激活.从s到v４ 有两条路径,P１＝sv１v４ 和 P２＝

sv２v４.路径P１中包含了两条R 中的边,路径P２中只包含了

一条R中的边,满足限制条件,所以节点v４ 可以被激活.

图４　限制条件实例(１)

Fig．４　Illustrationwithrestrictedconditions(１)

下面分析L(S,R)的性质,有如下定理.

定理５　L(S,R)是非负单调并且次模的.

证明:非负性显然.

下面证明单调性.对于任意R⊆C和e∈C\R,XG∪R中的

任意一个活跃边图X,以及在 XG∪R∪{e}中与 X 对应的X″,由

f(S,R)的单调性的证明类似可得:

L(S,R∪{e})－L(S,R)

　＝ ∑
X∈XG∪R

Pr[X]􀅰pe􀅰{LX″(S,R∪{e})－LX(S,R)}

　≥０ (９)

所以L(S,R)是单调递增的.

最后证明次模性.对于任意R⊆D⊆C和e∈C\D,式(９)

成立;并 且 对 于 XG∪D 中 的 任 意 一 个 活 跃 边 图 Y 以 及 在

XG∪D∪{e}中对应的Y″,由单调性的证明类似可得:

L(S,D∪{e})－L(S,D)

　＝ ∑
Y∈XG∪D

Pr[Y]􀅰pe􀅰{LY″(S,D∪{e})－LY(S,D)}

　≥０ (１０)

因为R⊆D,所以对于XG∪D中的任意一个活跃边图Y,在

XG∪R中总有一个活跃边图X 与之对应,X 是Y 的一个子图,

并且EY\EX 中只包含D\R中的边.

对于XG∪R中的任意一个活跃边图X,在 XG∪D 中可能有

多个活跃边图Y 与X 相对应,用XG∪D(X)表示在 XG∪D 中与

X 相对应的所有活跃边图Y 的集合,则有:

L(S,D∪{e})－L(S,D)＝ ∑
X∈XG∪R

　 ∑
Y∈XG∪D(X)

Pr[Y]􀅰pe􀅰

{LY″(S,D∪{e})－

LY(S,D)} (１１)

又因为 ∑
Y∈XG∪D(X)

Pr[Y]＝Pr[X],所以:

L(S,R∪{e})－L(S,R)＝ ∑
X∈XG∪R

∑
Y∈XG∪D(X)

Pr[Y]􀅰pe􀅰

{LX″(S,R∪{e})－

LX(S,R)} (１２)

因此,对于XG∪R中的任意一个活跃边图X,可以通过证

明下面的不等式对于XG∪D中与X 对应的所有活跃边图Y 均

成立来证明L(S,R)是次模的.

LX∪{e}(S,R∪{e})－LX(S,R)≥LY∪{e}(S,D∪{e})－

LY(S,D) (１３)

对于XG∪D中与X 对应的任意一个活跃边图Y,以及I中

的节点v,如果在Y 中v不能被S 激活,但是加入边e后其可

以被S 激活,则加入边e后S 到v 一定存在一条路径,且路径

中只包含一条C 中的边也就是边e.又因为 EY\EX 中只
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包含C 中的边,所以在X 中加入边e后v 也可以被S 激活.

反之,依然成立.

因为EX⊆EY,所以在Y 中不能被S 激活的节点在X 中

也一定不能被S 激活,而在X 中不能被S 激活的节点在Y 中

有可能被S激活.

所以对于 XG∪D 中与 X 对应的任意一个活跃边图Y,

式(１３)均成立,即L(S,R)是次模的.

３．６．２　目标函数的上界函数

为得到问题的次模的上界函数,给出如下限制条件:假设

边集R已知,在网络中加入候选边集C,生成一个活跃边图

X.在X 中,当S到v的所有路径中有一条路径满足不包含

C 中的边或者至少包含一条R 中的边时,节点v也可以被S
激活.在目标函数中加入这个限制条件后,得到目标函数的

上界函数U(S,R).

下面构造一个限制条件的实例,如图５所示.给定网络

G,令S＝{s},I＝{v１,v３,v４},C＝{(s,v２),(v１,v３),(v１,v４),

(v２,v３),(v２,v４)},并且令R＝{(v２,v４)}.图５表示在网络

中加入边集C后,生成的一个活跃边图X.从s到v１ 只有一

条路径,并且不包含C中的边,满足限制条件,所以v１ 可以被

激活.从s到v３ 有两条路径:P１＝sv１v３ 和P２＝sv２v３.路径

P１和路径P２中都包含了C 中的边并且没有包含R 中的边,

所以节点v３ 不能被激活.从s到v４ 只有一条路径,并且包含

了一条R中的边,满足限制条件,所以节点v４ 可以被激活.

图５　限制条件实例(２)

Fig．５　Illustrationwithrestrictedconditions(２)

下面分析U(S,R)的性质,有如下定理.

定理６　U(S,R)是非负单调并且次模的.

证明:非负性显然.

下面证明单调性.将C中的边加入图G 中,得到一个活

跃边图的集合XG∪C.对于任意R⊆C和e∈C\R,以及 XG∪R

中的任意一个活跃边图X,U(S,R)可以表示为:

U(S,R)＝ ∑
X∈XG∪R

Pr[X]􀅰UX(S,R) (１４)

UX(S,R)的值与在XG∪C中与X 相对应的活跃边图Z 有

关.XG∪C中可能有多个活跃边图Z 与X 相对应,X 是Z 的

一个子图,并且EZ\EX⊆C\R.

用XG∪C(X)表示在XG∪C中与X 相对应的所有活跃边图

Z 的集合,则有:

∑
Z∈XG∪D(X)

Pr[Z]＝Pr[X] (１５)

对于XG∪C中的任意一个活跃边图Z,在 XG∪R 中有且仅

有一个活跃边图X 与之对应,用X(Z)表示在XG∪R中与Z 相

对应的X,则:

U(S,R)＝ ∑
X∈XG∪R

Pr[X]􀅰UX(S,R)

＝ ∑
X∈XG∪R

　 ∑
Z∈XG∪C(X)

Pr[Z]􀅰UX(Z)(S,R)

＝ ∑
Z∈XG∪C

Pr[Z]􀅰UX(Z)(S,R) (１６)

要证U(S,R)是单调递增的,需要证明U(S,R∪{e})－

U(S,R)≥０.

对于XG∪C中的任意一个活跃边图Z,在 XG∪∪{e}中有且

仅有一个活跃边图 X
－

与之对应,用 X
－ (Z)表示在 XG∪R∪{e}中

与Z相对应的X
－ ,则同理可得:

U(S,R∪{e})＝ ∑
Z∈XG∪C

Pr[Z]􀅰UX－(Z)(S,R) (１７)

所以:

U(S,R∪{e})－U(S,R)＝ ∑
Z∈XG∪C

Pr[Z]􀅰{UX－(Z)(S,R)－

UX(Z)(S,R)} (１８)

若e∈EZ,则X
－(Z)＝X(Z)∪{e},并且UX－(Z)(S,R∪{e})≥

UX(Z)(S,R);若e∉EZ,则X
－(Z)＝X(Z),UX－(Z)(S,R∪{e})＝

UX(Z)(S,R).为了便于区分,令Z′表示不包含边e的Z,Z″表

示包含边e的Z,那么:

U(S,R∪{e})－U(S,R)＝ ∑
Z″∈XG∪C

Pr[Z″]􀅰{UX－(Z″)(S,R∪

{e})－UX(Z″)(S,R)}≥０
(１９)

所以U(S,R)是单调递增的.

最后证明次 模 性.对 于 任 意 R⊆D⊆C 和e∈C\D,

式(１９)成立.对于XG∪C中的任意一个活跃边图Z,用Y(Z)表

示在XG∪D中与Z相对应的Y,Y
－
(Z)表示在XG∪D∪{e}中与Z相

对应的Y
－
,Z″表示包含边e的Z,由单调性的证明类似可得:

U(S,R∪{e})－U(S,R)＝ ∑
Z″∈XG∪C

Pr[Z″]􀅰{UY－(Z″)(S,R∪

{e})－UY(Z″)(S,R)}≥０
(２０)

要证U(S,R)是次模的,只需要证明对于 XG∪C中的任意

一个Z″,下面的不等式均成立.

UX(Z″)∪{e}(S,R∪{e})－UX(Z″)(S,R)≥

UY(Z″)∪{e}(S,D∪{e})－UY(Z″)(S,D) (２１)

对于XG∪C中的任意一个Z″,对于I中的节点v,如果在

Y(Z″)中v不能被S 修正,但是加入边e后可以被S 修正,则

说明在Z″中S 到v存在一条路径,并且路径中包含边e且不

包含D 中的边.所以,在X(Z″)中加入边e后v 也可以被S
修正.反之,依然成立.

因为EX(Z″)⊆EY(Z″),所以在Y 中不能被S 修正的节点在

X 中也一定不能被S 修正,而在X 中不能被S 修正的节点在

Y 中有可能被S 修正.

所以对于XG∪C中的任意一个活跃边图Z″,式(２１)均成

立,即U(S,R)是次模的.

４　虚假信息修正最大化问题的求解算法

IMM 算法[５]是目前求解影响力最大化问题最有效的算

法之一.在求解次模函数最大化问题时,利用IMM 算法可

以得到一个近似比为１－１/e－ε的近似解.因此,我们通过

修改IMM 算法来求解下界问题和上界问题.
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４．１　IMM算法的框架

IMM 算法采用了由 Brogs等[３]提出的反向影响力采样

的技术,主要思想是生成足够多的反向可达集,从中找出影响

力最大的节点.

定义３(反向可达集)　从图G中采样得到它的活跃边图

X,称在活跃边图X 中所有可以到达v 的节点的集合为v 的

反向可达集,称从V 中均匀随机选取的节点的反向可达集为

随机反向可达集.

IMM 算法包含两个过程:采样过程和节点选择过程.采

样过程生成足够多的随机反向可达集,使得影响传播的估计

值是“足够精确”的;节点选择过程贪婪地选择k个可以覆盖

最多的反向可达集的节点作为种子节点.

４．２　下界问题的求解算法

为了将IMM 算法应用到下界函数,将反向可达集概念

进行推广.

定义４(随机反向加入后可修正的边集)　均匀随机选取

I中的一个节点v,将边集C加入图G 中,生成一个活跃边图

X;将X 中所有属于集合C 的边去掉,得到一个新的活跃边

图X′;如果在X′中节点v不能被S 激活,但在X 中节点v可

以被S激活,则在X 中存在从S 到v的至多包含一条C 中的

边的路径.将这些路径上的所有属于C的边的集合称为v的

反向加入后可修正的边集,用T(v)表示.

引理１　给定集合S和I,对于任意的集合R和I中的任

意一个节点v,节点v在加入R之前不能被S激活但在加入R
后可以被S激活的概率Pr[S,v]等于R∩T(v)≠Ø的概率.

给定S和I,在G∪C 中生成一个集合T＝{T１,T２,􀆺,

Tθ}.对于任意的 Ti∈T,定义随机变量xi＝min{１,|R∩
Ti|}.

令CT(R)＝|{T∈T|R∩T≠Ø}|
|T|

,从而可得CT(R)＝ １
θ

∑
θ

i＝１
xi.

引理２　给定集合S和I,对于任意的集合R,有ΔL(S,

R)＝E[|I|􀅰CT(R)].

证明:给定集合S和I,对于任意的集合R,由引理１可得:

ΔL(S,R)＝L(S,R)－L(S,Ø)

＝∑
v∈I

Pr[S,v]

＝∑
v∈I

Pr[R∩T(v)≠Ø] (２２)

对于任意反向加入后可修正的边集T,因为节点v是均

匀随机选取的,所以有:

Pr[R∩T≠Ø]＝ １
|I|∑

v∈I
Pr[S∩T(v)≠Ø] (２３)

因此:

ΔL(S,R)＝|I|􀅰Pr[R∩T≠Ø]

＝|I|
θ

􀅰∑
θ

i＝１
Pr[R∩Ti≠Ø]

＝|I|
θ

􀅰∑
θ

i＝１
Pr[xi＝１]＝|I|

θ
􀅰∑

θ

i＝１
E[xi]

＝E[|I|
θ ∑

θ

i＝１
xi]＝E[|I|􀅰CT(R)] (２４)

类似于IMM 算法的思想,我们设计了 ModifiedＧIMMＧL
算法来求解下界问题.算法包含两个过程:边选择过程和

采样过程.首先给出算法的边选择过程,具体算法描述如算

法１所示.

算法１　EdgeSelectionＧL算法

输入:T,k
输出:R

１．/∗边选择过程∗/

２．初始化:R←Ø/∗R为加入的边的集合∗/

３．fori←１tokdo

４．　e∗ ←argmax
e∈C

　CT(R∪{e})－CT(R)

５．　R←R∪{e∗}

６．　C←C\{e∗}

７．endfor

８．返回 R

算法１是求解最大覆盖问题的标准算法.令R∗ 为最优

解,OPT＝ΔL(S,R∗ )为对应的最优值.对于大小为k的任

意边集R⊆C,如果CT(R)关于R 是单调非递减并且次模的,

则对于算法１返回的解R′,可以保证CT(R′)≥(１－１/e)􀅰CT

(R∗ ).

引理３　给定集合S和I,对于任意的集合R,CT(R)关于

R是单调递增并且次模的.

证明:首先证明CT(R)关于R 是单调递增的.对于任意

的边集R⊆C和任意的一条边e∈C\R以及任意的Ti∈T,定

义随机变量xi(R)＝min{１,|R∩Ti|}和xi(R∪{e}),则有:

CT(R∪{e})－CT(R)＝１
θ

􀅰∑
θ

i＝１
(xi(R∪{e})－xi(R))

(２５)

通过证明xi(R∪{e})－xi(R)≥０来证明CT(R∪{e})－

CT(R)≥０.

当xi(R)＝１时,可知R∩Ti≠Ø.因此,有(R∪{e})∩

Ti≠Ø,即xi(R∪{e})＝１,结论成立.

下面证明 CT(R)关于 R 是次模的.对于任意的边集

R１⊆R２⊆C和任意的一条边e∈C\R２,以及任意的Ti∈T,定

义随机变量xi(R１),xi(R２),xi(R１∪{e})和xi(R２∪{e}).

要证次模性,需证:

CT(R１∪{e})－CT(R１)≥CT(R２∪{e})－CT(R２) (２６)

通过证明下面的不等式成立来证明式(２６)成立.

xi(R１∪{e})－xi(R１)≥xi(R２∪{e})－xi(R２) (２７)

当xi(R２∪{e})－xi(R２)＝１时,可以得到(R２∪{e})∩

Ti≠Ø,R２∩Ti＝Ø,因此有{e}∩Ti≠Ø.又因为R１⊆R２,

R２∩Ti＝Ø,所以有R１∩Ti＝Ø,(R１∪{e})∩Ti≠Ø.即xi

(R１∪{e})－xi(R１)＝１,结论成立.

其次,考虑 ModifiedＧIMMＧL算法的采样过程,具体算法

描述见算法２.在采样过程中,需要先确定采样个数θ的值.

定理７在保证近似的前提下,给出了θ的范围.

定理７　给定任意ε１≤ε和任意δ１,δ２∈(０,１),满足δ１＋

δ２≤１/nl,令:

θ１＝２|I|􀅰log(１/δ１)
OPT􀅰ε２

１
(２８)

θ２＝
(２－２/e)􀅰|I|􀅰loglog

|C|
k

æ

è
ç

ö

ø
÷/δ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

OPT􀅰(ε－(１－１/e)ε１)２
(２９)
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当θ≥max{θ１,θ２}时,可以保证算法１在至少１－１/nl 的

概率下返回一个１－１/e－ε的近似解.

证明:略.类似于文献[５]中定理１的证明.

算法２　SamplingＧL算法

输入:G,S,I,C,k,ε,l
输出:T

１．/∗采样过程∗/

２．初始化:T←Ø,LB←１,ε′← ２􀅰ε/∗T为反向加入后可修正的边集

的集合,LB为L(S,R)的下界∗/

３．/∗确定θ的值∗/

４．fork←１tolog２|I|－１do

５．　x←|I|/２i

６．　 λ′←
２＋ ２

３ε′( ) 􀅰 log
|C|

k
æ
è
ç

ö
ø
÷＋l􀅰logn＋loglog２|I|æ

è
ç

ö
ø
÷􀅰|I|

ε′２

７．　 θi←λ′/x

８．　 while|T|≤θido

９．　　 从I中均匀随机选择一个节点v

１０．　　生成一个集合 T(v),将这个集合加入到T中

１１．　endwhile

１２．　Ri←EdgeSelection－L(T,k)

１３．　if|I|􀅰CT(Ri)≥(１＋ε′)􀅰xthen

１４．　　LB←|I|􀅰CT(Ri)/(１＋ε′)

１５．　　break

１６．　endif

１７．endfor

１８．α← l􀅰logn＋log２

１９．β← (１－１/e)􀅰 log
|C|

k
æ
è
ç

ö
ø
÷＋log２＋llognæ

è
ç

ö
ø
÷

２０．λ←２|I|􀅰((１－１/e)􀅰α＋β)２􀅰ε－２

２１．θ←λ/LB

２２．/∗采样∗/

２３．while|T|≤θdo

２４．　从I中均匀随机选择一个节点v

２５．　生成一个集合 T(v),将这个集合加入到T中

２６．endwhile

２７．返回T

下面确定θ的值.令δ１＝δ２＝１/(２nl),当θ１＝θ２ 时,θ取

最小值.当且仅当ε１ ＝ε􀅰 α
(１－１/e)􀅰α＋β

时,有θ１ ＝θ２.

其中:

α＝ log２＋llogn (３０)

β＝ (１－１/e)􀅰 log
|C|
k

æ

è
ç

ö

ø
÷＋log２＋llogn

æ

è
ç

ö

ø
÷ (３１)

此时,θ＝２|I|􀅰((１－１/e)􀅰α＋β)２
OPT􀅰ε２ .令 λ＝２|I|􀅰

((１－１/e)􀅰α＋β)２􀅰ε－２,当θ≥λ/OPT 时,算法１可以在至

少１－１/nl 的概率下返回一个１－１/e－ε的近似解.

由于问题是 NPＧ难问题,因此直接计算OPT 是非常困难

的,所以希望通过确定OPT 的一个下界LB 来近似θ,即令

θ＝λ/LB≥λ/OPT.下界 LB 的 确 定 过 程 参 考 了 IMM 算

法[５]的思想,具体过程为算法２中的第３－１７行.下界LB

的值确定后,可以得到θ的值.然后进行采样,算法２中的第

２３－２６行为采样过程.

定理８　在至少１－１/nl 的概率下,算法２可以返回一个

集合T,并且|T|≥λ/OPT.

证明:略.类似于文献[５]中定理２的证明.

首先利用算法２采样得到集合T,然后利用算法１选择

一个有k条边的集合作为最终解.将这两个过程放在一起,

可以得到最后的 ModifiedＧIMMＧL算法.具体算法框架见算

法３.

算法３　ModifiedＧIMMＧL算法

输入:G,S,I,C,k,ε,l
输出:R

１．G′←G∪C

２．l←l＋log２/logn

３．T←Sampling－L(G′,S,I,C,k,ε,l)

４．R←EdgeSelection－L(T,k)

５．返回R

下面分析算法３的性能.

定理９　对于下界问题,算法３可以在至少１－１/nl 的概

率下返回一个１－１/e－ε的近似解.

证明:根据定理７和定理８和联合界,算法３在至少１－

２/nl 的概率下返回一个１－１/e－ε的近似解.令l＝l＋log２/

logn,则概率可以改为１－１/nl.

４．３　上界问题的求解算法

类似于下界问题情形,推广反向可达集概念.

定义５(随机反向加入后可修正的边集)　任取I中的一

个节点v,将边集C加入图G 中,生成一个活跃边图 X;将 X
中所有属于集合C 的边去掉,得到一个新的活跃边图 X′;如

果在X′中节点v不能被S 激活,但在X 中节点v 可以被S 激

活,则将在X 中从S 到v的路径上所有属于C 的边的集合称

为v的随机反向加入后可修正的边集,用W(v)表示.

引理４　给定集合S和I,对于任意的集合R和I中的任

意一个节点v,节点v在加入R 之前不能被S 激活但在加入

R 后可以被S 激活的概率 Pr[S,v]等于 R∩W (v)≠Ø 的

概率.

给定S和I,在G∪C中生成一个集合 W＝{W１,W２,􀆺,

Wθ}.对于任意的 Wi∈W,定义随机变量yi＝min{１,|R∩

Wi|}.

令CW(R)＝|{W∈W|R∩W≠Ø}|
|W|

,从而可得CW(R)＝

１
θ ∑

θ

i＝１
yi.

引理５　给定集合S和I,对于任意的集合R,有ΔU(S,

R)＝E[|I|􀅰CW(R)].

证明:略.与引理２证明类似.

引理６　给定集合S和I,对于任意的集合R,CW(R)关

于R是单调递增并且次模的.

证明:略.与引理３证明类似.

将算法１、算法２和算法３中的 T替换为 W,可以得到

EdgeSelectionＧU算法(算法４)、SamplingＧU 算法(算法５)和

ModifiedＧIMMＧU算法(算法６).由于算法４、算法５和算法６
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与算法１、算法２和算法３只进行了将T替换为W的改动,因

此算法框架不具体写出.

定理１０　对于上界问题,ModifiedＧIMMＧU 算法可以在

至少１－１/nl 的概率下返回一个１－１/e－ε的近似解.

证明:证明过程与 ModifiedＧIMMＧL 算法求解下界问题

的近似比的证明过程类似.

４．４　三明治近似策略

得到上界问题和下界问题的近似解后,我们利用三明治

近似策略对原问题进行求解,具体算法描述如算法７所示.

算法７　Sandwich算法

输入:G,S,I,C,k,ε,l
输出:R

１．令 RL 为算法３求解下界问题得到的集合

２．令 RU 为算法６求解上界问题得到的集合

３．令 RO 为求解原问题得到的集合

４．R←arg max
R′∈{RU,RL,Ro}

Δf(S,R′)

５．返回 R

下面分析Sandwich算法的近似比.

定理１１　令R∗
L 为下界问题的最优解,R∗

U 为上界问题

的最优解,R∗ 为原问题的最优解,R 为Sandwich算法返回的

解,则至少在１－１/nl 的概率下有:

Δf(S,R)≥max Δf(S,RU)
ΔU(S,RU),

ΔL(S,R∗
L )

Δf(S,R∗ ){ }􀅰

１－１
e－ε( ) 􀅰Δf(S,R∗ ) (３２)

证明:由定理９和定理１０可得,至少在１－１/nl 的概率

下有:

Δf(S,RU)＝Δf(S,RU)
ΔU(S,RU)􀅰ΔU(S,RU)

≥Δf(S,RU)
ΔU(S,RU)􀅰 １－１

e－ε( ) 􀅰ΔU(S,R∗
U )

≥Δf(S,RU)
ΔU(S,RU)􀅰 １－１

e－ε( ) 􀅰ΔU(S,R∗ )

≥Δf(S,RU)
ΔU(S,RU)􀅰 １－１

e－ε( ) 􀅰Δf(S,R∗ )

(３３)

和

Δf(S,RL)≥ΔL(S,RL)

≥ １－１
e－ε( ) 􀅰ΔL(S,R∗

L )

≥ΔL(S,R∗
L )

Δf(S,R∗ )􀅰 １－１
e－ε( ) 􀅰Δf(S,R∗ )( )

(３４)

令R＝arg max
R′∈{RU ,RL,RO}

Δf(S,R′),则至少在１－１/nl 的概

率下可以得到式(３２).因此,结论成立.

５　实验与结果分析

５．１　实验设置

５．１．１　数据集

为了验证所提出算法的有效性,在３个不同大小的真实

网络的数据集caＧnetscience,socＧwikiＧVote和emailＧuniv上对

算法进行仿真实验,并将其与其他启发式算法进行对比.

第一个数据集是合作关系网络,表示研究者在进行理论和实

验研究时的合作关系.第二个数据集是维基百科投票网络,

包含了从维基百科成立到２００８年１月以来维基百科上的所

有投票数据.第三个数据集是西班牙某大学的电子邮箱交流

网络.表１列出了３个数据集的信息[２６].其中,n为网络中

节点的个数,m 为网络中边的条数.

表１　数据集

Table１　Statisticsofdatasets

Dataset n m
CaＧnetscience ３７９ ９１４
SocＧwikiＧVote ８８９ ２９１４
EmailＧuniv １１３３ ５４５１

５．１．２　参数设置

对于这３个网络,边上的激活概率p在(０,１)上均匀随机

选取.在网络中随机选择部分节点作为被感染的节点的集合

I,选择出度最大的节点的集合作为真实信息的种子集S,选

择图G的补图中的边的集合作为候选边集C,边上的激活概

率在(０,１)上均匀随机选取.对于第一个数据集,令|S|＝３０,

|I|＝１００,|C|＝２００;对于第二个和第三个数据集,令|S|＝

３０,|I|＝２００,|C|＝５００.由于I中的节点是随机选取的,为

了保证实验的准确性,在所有的实验中,选择５个集合I,对
得到的结果取平均值.在我们的算法中,令l＝１.在计算目

标函数值时,蒙特卡洛模拟的次数为１００００.

５．１．３　算法比较

由于本文考虑的是一类新的模型,没有直接相关算法,因

此我们将所提出的算法和一些经典启发式算法进行比较,这

些经典的启发式算法包括 Random 算法[１]、Degree算法[２７]和

Weight算法[２８]等.Random算法是在候选边集中随机选择k
条边,Degree算法在候选边集中选择边的头节点的出度最大

的k条边,Weight算法是在候选边集中选择权重最大的k
条边.

５．２　实验结果与分析

首先分析Sandwich算法中ε的取值,令k＝５０.图６给

出ε从０．１到０．５变化时,Sandwich算法在３个数据集上进

行实验得到的被修正的节点的期望值的增量的变化情况.其

中,横轴表示ε的大小,纵轴表示被修正的节点的期望增量.

图７给出ε从０．１到０．５变化时,Sandwich算法在３个数据

集上求解的时间.其中,横轴表示ε的大小,纵轴表示求解

时间.

图６　Sandwich算法求得的被修正的节点的期望值的增量Δf(S,R)

随ε的变化情况

Fig．６　IncreasedexpectednumberofcorrectednodesΔf(S,R)by

Sandwichalgorithmvarieswithε
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图７　Sandwich算法的运行时间随ε的变化情况

Fig．７　RuntimeoftheSandwichalgorithmvarieswithε

从图６和图７可以看出,在这３个数据集上,ε的取值对

目标函数值基本没有影响,但是求解时间受ε取值的影响.

在这３个数据集上,随着ε的增大,求解时间均不断减少,并

且当ε＝０．５时,求解时间最短.因此,在后面的实验中,将ε
设为０．５,这样既可以保证解的质量,又可以缩短算法的运行

时间.

图８为不同算法在３个数据集上进行实验得到的结果,

每一个子图分别展示了在每一个数据集上当k从１０到５０进

行变化时,４个算法求得的被修正的节点的期望值的增量的

变化情况.其中,横轴表示选择的边集的大小,纵轴表示被修

正的节点的期望增量.从图中可以看出,当网络的规模增加

时,求得的结果也会增大.在这３个数据集上,所提算法得到

的结果均明显优于其他３个启发式算法.

(a)CaＧnetscience (b)SocＧwikiＧVote

(c)EmailＧuniv

图８　不同算法求得的被修正的节点的期望值的增量随k的变化情况

Fig．８　Increasedexpectednumberofcorrectednodesindifferent

algorithmsvarieswithk

表２列出当k＝５０时,不同算法在３个数据集上的运行

时间.从表中可以看出,当网络的规模增加时,运行时间也会

增加.在这３个数据集上,其他启发式算法的时间均优于文

中所提算法.

结合表２和图８可以看出,虽然启发式算法的时间优于

文中所提的算法,但是其结果却比所提算法差很多.因为启

发式算法求解是基于直观或经验构造出问题的一个可行解,

虽然求解时间短,但没有理论保证.文中所提算法对上下界

问题和原问题进行求解,虽然求解时间较长,但是可以得到一

个有质量保证的解.我们后期准备在保证解的质量的前提

下,考虑缩短算法的运行时间,以使算法更加完善.

表２　k＝５０时的运行时间

Table２　Runtimewhenk＝５０
(单位:s)

CaＧnetscience SocＧwikiＧVote EmailＧuniv
Sandwich ２５３．３１ １３１７．９５ １６６９．２７
Random ７．４７ ２６．８１ ４４．２１
Degree ７．４１ ２５．３９ ４４．４０
Weight ７．５５ ２５．４７ ４６．５８

在４．４节中我们证明了文中算法有一个数据相关的近似

比,我 们 可 以 计 算 近 似 比 的 一 个 下 界 Δf(S,RU)
ΔU(S,RU)􀅰

１－１
e－ε( ) .在实验中,我们分别计算了在３个数据集上求

解得到的Δf(S,RU)
ΔU(S,RU)的值,如图９所示.从图中可以看出,在

３个数据集上,比值都随着加入边的个数的增加而增加.

图９　数据相关的近似比

Fig．９　DataＧdependentapproximationratio

结束语　虚假信息在在线社交网络中的传播速度非常

快,容易造成严重的影响,因此需要制定相关的措施来降低虚

假信息的影响.本文引入了虚假信息修正最大化问题,通过

向网络中传播真实信息,使得那些已经被虚假信息感染的节

点尽可能多地被修正,转而接受真实信息.然后通过加边的

方式来促进真实信息的传播,从而减少虚假信息的影响.虚

假信息修正最大化问题的目标函数既不是次模的,也不是超

模的,因此采用三明治近似策略进行求解.为此,构造了目标

函数的次模的上界函数和下界函数,得到对应的上界问题和

下界问题.通过修改IMM 算法对上界问题和下界问题进行

求解,利用所得的上下界问题的解来求得原问题的近似解.

最后,在３个真实网络的数据集上进行了仿真实验,实验结果

表明所提算法具有较好的性能.在本文中,我们假设虚假信

息传播已经结束的情形,具有一定的局限性.未来将进一步

研究虚假信息传播尚未结束情形下的虚假信息修正最大化问

题,即虚假信息和真实信息同时在网络中传播的具有竞争性

质的虚假信息修正,这更有挑战和实际意义.
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