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带状线性方程组的含参交替方向并行算法 

马欣荣 刘三阳 段治健 

(西安电子科技大学理学院应用数学系 西安710071) 

(成阳师范学院数学与信息科学学院 咸阳712000) 

摘 要 在MIMD分布式存储环境下针对系数矩阵为带状或块三对角矩阵的线性方程组提出了含三参数交替方向 

迭代并行算法。通过引入三参数调整，并适当分裂系数矩阵得到新算法，给出了系数矩阵为若干特殊矩阵时算法的收 

敛条件。在 HP rx2600集群系统上实现了算法，针对不同的算例将其与多分裂方法、BSOR方法和PEk内迭代方法 

进行了比较。并行计算结果表明，所提算法具有较高的加速比和并行效率，明显优于多分裂方法和 PEk方法，能合理 

分配内存，从而有效节省计算时间。针对算例 1，加速比和计算效率略优于BSOR方法；而算例 2的结果明显优于 

PEk内迭代 方法。 
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MAXin-rong1。 LIU San—yan DUAN Zhi-jianz 

(Department of Applied Mathematics，Xidian University，Xi’an 710071，China) 

(College of Mathema tics and Information Science，Xianyang Normal University，Xianyang 712000，China) 

Abstract This paper focused on parallel iterative method with parameters for solving banded or block tridiagonal 1inear 

systems on distributed-memory cluster．By splitting the coefficient matrix and using param eters，we proposed a new al— 

gorithm and gave some convergence theories for some special coefficient matrices．Furthermore，we implemented the al— 

gorithm on HP rx2600 cluster and compared it with multisplitting method。BS0R method and PEk inner iterative me- 

thod for different examples．The numerical experiments indicate that acceleration rates and efficiency of our algorithm 

are higher than the multi-splitting one．The algorithm saves computational time by allocating memo~ properly．As to 

Example 1，the acceleration rates and efficiency of our algorithm are better than the BS0R one slightly．And the results 

for Example 2 are better than PEk inner iterative one significantly． 
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1 引言 

大型稀疏线性方程组的求解在科学与工程计算中扮演着 

很重要的角色，往往占总模拟时间的比重非常大，尤其是在计 

算流体力学中，求解采用有限元、有限体积和有限差分方法离 

散偏微分方程组而得到的大型稀疏线性方程组更是如此。 

为求解大型线性方程组，近年来已经发展了许多高效求 

解方法。目前迭代方法已经取代直接方法得到了广泛的研 

究 ]，尤其是多分裂方法跚得到了人们的关注。文献[2]中 

提出了一种分裂方法，巧妙利用稀疏矩阵特点得到了较为理 

想的结果。文献[4]中，吴建平等基于二维重叠区域分解，对 

子区域上局部不完全LU分解，给出了一类全局并行不完全 

分解型预条件算法。文献[5]基于分而治之的思想，恰当分裂 

系数矩阵，提出了块三对角线性方程组的并行算法。文献[7] 

中提出了循环三对角线性方程组的并行求解方法。更多相关 

研究可以参阅文献[8—14]。本文在文献[2]的基础上，引人参 

数调整，恰当分裂系数矩阵，提出了参数交替方向并行算法， 

并与多种方法做了比较。数值计算结果表明本文算法具有良 

好的并行性和加速比。 

2 算法推导 

考虑带状线性方程组 一 如下所示： 

A1 

C Az B2 

C2 一1 Az 1 

xl 

2 
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娩  
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，卜 1 

其中Ai， ，G均为t阶矩阵，溉， 为t维列向量(f∈Z )。 
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令A—M+N，则由文献[1]得到 

(J+ )(J+dV)( ‘ + --X ’)一一2r(A ‘ --b) 

其中 J+ ，J+ 均为可逆矩阵。 

进而得到算法迭代格式 

X‘ 一 一(J+rN)一 (I+ )一 E2r(Ax( )一 )] 
一 B ㈣+g (2) 

其中迭代矩阵风 =l--2v(1+ )__(J+谢 )～A，g一2r(1+ 

rN)一 (I+矗Ⅵ)一 b。 

N= 

(1一 )A1 

G (1一 A2 B2 

(1一 )A3 

C4 (1一 

令j，一一2r(A --b)，歹=(j+zN) ，x=xn+ ’--X ，贝Ⅱ 

一 次循环计算过程如下： 

(】)给定初始迭代向量 ； 

(2)由l+dVl=L U 计算L 、U1，由L1u1歹一j，计算 ； 

(3)由 I+rN=L2U2计算L2、u2，由L2U2x一=一y计算 ； 

(4) ( )： 曲+Yc。 

A 一 

本文在文献[2]的基础上采取以下的含参量分裂方式，令 

M 一 

其中L 、Lz为单位下三角矩阵， 、 为上三角矩阵。 

3 存储及并行通讯实现 

假设处理机台数为 P，记第 i台处理机为 P ，设 一mp 

(m≥2，m∈Z)。 

3．1 存储方法 

将A由左至右按带状顺序划分如下： 

Ⅱ11 ⋯ nl，k +l O ⋯  ⋯ ⋯  ⋯ 0 

GI21 (d22 ⋯  砚 ．k
u
+2 O ⋯ ⋯  ⋯ 0 

+1，l akl+l，2 ⋯  akl--1，kl+l ⋯  州
，
kz+ +2 0 ⋯ 0 

0 ⋯ 0 ％ 
， 

⋯  ⋯  
一  

， 

⋯  

～  

， 

0 ⋯  O ⋯ ⋯  ，n一  ⋯  
，，r l 口m 

在第i台处理机Pi中存人相应的m行，其中k ，k 为上 

下半带宽。这样的存储方式节省了大量存储空间。这里，若 

不能被P整除，则前 一[ ／ 台处理机依次存储[ ／ +1 

个行块，其余分别存储[ ／ 个行块。 

3．2 并行通讯实现 

(1)只 进行一次并行通讯 ，得到 x／~'- ) ， } + ，在 中 

进行一次 LU分解计算 ：Y 一--ar(1+d ) (Ai }”--b1)。 

(2)Pi进行一次并行通讯，得到 (一)z ，在 只 中进行一 

次 LU计算 抖”一 ”+(J+ )_。y 。 

(3)判断 l{ 抖”一 ”I!<￡(￡为容差)是否都成立，若成 

立则停机输出结果；否则返回(1)继续循环。 

可以看出，算法实现过程中只在相邻处理机间通信，适合 

在MIMD分布式存储环境下进行并行计算。 

4 参数收敛性分析 

引理 1[ 设AE 是非奇异 Herraite矩阵，如果A： 
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Ai ⋯ f+l ⋯ Ak￡+ +1 

4I ⋯ ⋯ 

0 ⋯  口ll ⋯ (-／1
，
k 4q 

； ； i 

0 akl+l，1⋯ akl4-1． +1⋯ “ +l，kl+k
u
+2 0 

j i 

， 
⋯ 口m ⋯ 0 

P—Q是正则分裂 ，那么当且仅 当A是正定矩阵时，P(P- Q) 

<1成立。 

定理 1 设 A是 Hermite正定矩阵，若 r>o，p一 且 

O≤ 1，则对任意初始向量 。 ，迭代格式式 2)收敛。 

证明：由(J+谢 )(J+dV)( n+ ’--X‘ )一一2r(Ax‘ 一 

西)且迭代矩阵 

晚 =J一2r(1+ dr) (J+ ) A一 (J+ ) (J+ 

d ) (J—d )(J—rS) 

令A—P—Q，贝0 P一(J+ )(J+ )，Q一(J一 )(J— 

dr)，PH+Q—J+ + M +I一 +r~MN=2J+ 

( M + rN)。 

又因为 
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A1 (1一|8)D1 

D 卢F2 

ElH (1一 FH (1一 E3 

D
⋯

H 
3 一 2 BF2 一2 

E 。 (1一卢)F 一z 一 (1一 D2 

pD易一l A妇 

其中 

A1一a(1一 )A{+B1 ，Di—BiA +1，E—B!B +1(i一1， 

2。⋯ 。2n) 

— AiB ( 一2，4，⋯ ，2n) 

． 
f 1一 ， 一2，4，⋯，2 

一

1a(1一 )A}+B暑 Bi一 +B B ， 一3，5，⋯，2 一1 
令 

则 

Z— 

MN+NHMH一2 

2 A1一Sl 

2 一82 

2 一l一 一l 

2 一 

其中 

S1—2Bl肼 

s—J专 i=2,4,．--,2n 
【2 1 Bl 1+2厩B ， 一3，5，⋯ ，2 一1 

r2a(1一d)A ， 一1，3，⋯ ，2n一1 

2&--&=j Ezp(~一 一 ] ， 2，4，⋯，2 
已知r>0， 一÷且0≤ ≤1，所以MN+NUMu一2 

为正定或半正定矩阵，则 

+Q一2J+ (MN+NUMu) 

一 21+ (MN+ M 一2Z )+2 ZzH 

为 Hermite正定矩阵，已知A为Hermite正定矩阵，所以由引 

理我们得到p(p- Q)<1，进而迭代格式收敛。 

根据文献[2]，我们将其中定理2自然推广得到，当A是 

M_矩阵，若r满足o<r≤m锄( ，击，古， )mi ( )， 
(i一1，2，⋯，2nt)，O％a，B<1，aii为矩阵A的主对角线元素，则 

对任意初始向量 x‘。 ，迭代格式式(2)收敛。 

5 数值实验 

问题 1 已知椭圆型偏微分方程 

G嘉+ +(C】sin2舵+C2) +(D sin2~y+ 

D2) +E“一o，o≤z， ≤ 

和边界条件 ： ； ： ：： I v 1一 l —l =lu十cOs z 
其中 —G—E一1，C1=C2=D1=Dz一0，步长为 1／100，采 

用5点差分格式求解，终止条件为e一1×10 。时，计算结果 

见表 1一表 4及图1。P为处理机台数、丁为计算时间、s为 

加速比、E为并行效率、L为迭代次数、△为迭代误差。 

1 表 1 本文算法(r一8
．o，a一卢一专)计算结果 

图 1 问题 1的4种算法加速比对比结果 

由图1及表1一表 4可以看出，本文算法明显优于多分 

裂方法和PEk内迭代方法，加速比基本成线性增长，与 BSOR 
1 

算法保持一致。最优参数为r一8．0， — 一÷，验证了收敛 
厶  

性定理。 

问题 2 已知带状线性方程组 Ax=b形如式(1)，其中 
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Af— 

rB 一G 一-L× 

一 (1 1 ⋯ 1) 

【 一(O 0 ⋯ 0) 

t=50，优一1000及终止条件为￡一1×1O 。，计算结果见 

表 5一表 7及图 2。 

表 5 本文算法(a一1，J9一O，r=6．38)计算结果 

表 7 PEk内迭代方法计算结果 

P 
— —  

T 

S 

E 

L 

32．0778 

165 

41．2385 

0．7779 

0．3889 

483 

20．9080 

1．5342 

0．3836 

483 

12．7242 

2．521O 

0．3151 

484 

图 2 问题 2的 3种算法加速比对比结果 

由图2及表 5一表 7可以看出本文算法明显优于PEk方 

法和多分裂方法，加速比是 PEk内迭代方法的 1．77倍以上， 

而对于此问题，多分裂方法优于PEk内迭代方法。此时本文 

参数选取为 一1，卢==O，r=6．38，满足收敛性定理。 

结束语 本文巧妙引人参数，适当分裂系数矩阵，推广了 

文献E23中的迭代算法，提出了含参数带状线性方程组的并行 

求解算法，每一次循环，仅仅需要每两台处理机间进行数据传 

递，具有较好的并行性和加速比；本文的存储方法节省了大量 

存储空间，节省了计算时间；分别讨论了各参数收敛的条件， 

并进行了验证，算例 1、2结果表明，本文算法明显优于多分裂 

方法和PEk内迭代方法，与BsOR算法加速比保持一致，适 

合于MIMD分布式存储环境下求解大型稀疏矩阵。 
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