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基于加权马氏距离的模糊多核支持向量机

戴小路 汪廷华 周慧颖
赣南师范大学数学与计算机科学学院　江西 赣州３４１０００
　(１３５３１１９３１８＠qq．com)

　
摘　要　模糊支持向量机通过引入模糊隶属度有效区分不同样本的重要程度,降低了传统支持向量机对噪声数据的敏感性.
针对基于欧氏距离设计的隶属度函数忽略了样本的总体分布,且未考虑样本特征重要性的区分,提出了一种基于加权马氏距离

的模糊支持向量机方法.首先应用 ReliefＧF算法计算样本特征权重,然后基于该权重计算样本距其类中心的加权马氏距离,最

后根据该距离值度量样本隶属度.在此基础上,考虑到核函数及其核参数难以确定,将模糊支持向量机与多核学习方法相结

合,提出基于加权马氏距离的模糊多核支持向量机,采用加权求和形式构建多核,并遵循中心核对齐原则确定每个核的权重.
该方法不仅降低了弱相关特征对分类效果的影响,而且使数据表达更加全面准确.实验结果表明,基于加权马氏距离的模糊支

持向量机的分类精度高于基于欧氏距离和基于马氏距离的模糊支持向量机,且基于加权马氏距离的模糊多核支持向量机的分

类性能较单核模型更优.
关键词:支持向量机;中心核对齐;加权马氏距离;多核学习;隶属度函数
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FuzzyMultipleKernelSupportVectorMachineBasedonWeightedMahalanobisDistance
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Abstract　Fuzzysupportvectormachine(FSVM)effectivelydistinguishestheimportanceofdifferentsamplesbyintroducing
fuzzymemberships,whichreducesthesensitivityoftraditionalsupportvectormachinestonoisedata．Themembershipfunction
designedbasedonEuclideandistanceignorestheoveralldistributionofsamplesanddoesnotconsiderthedifferentimportanceof
samplefeatures．AfuzzysupportvectormachinemethodbasedonweightedMahalanobisdistanceisproposed．Thismethodfirst
appliestheReliefＧFalgorithmtoestimatetheweightofeachfeature．ThenitutilizestheweightforcalculatingtheweightedMaＧ
halanobisdistancebetweenthesampleandthecenterofitsclass．Finally,thefuzzymembershipofthesampleiscalculatedbased
onweightedMahalanobisdistance．Furthermore,consideringthedifficultyofdeterminingthekernelfunctionanditsparameters,

afuzzymultiＧkernelsupportvectormachine(FMKSVM)basedonweightedMahalanobisdistanceisputforward,whichcombines
FSVM withmultiplekernellearningmethods．ThemultiＧkernelisconstructedintheformofweightedsum,andtheweightof
eachkerneliscalculatedaccordingtothecentralkernelalignmentmethod(CKA)．TheproposedmethodnotonlyreducestheinＧ
fluenceofweaklyrelevantfeaturesonclassificationresults,butalsoenablesamoreadequateandaccuraterepresentationofthe
data．Experimentalresultsshowthat,FSVMbasedonweightedMahalanobisdistancehashigherclassificationaccuracythanFSＧ
VMbasedonEuclideandistanceandMahalanobisdistance,andtheclassificationperformanceofFMKSVMbasedonweighted
MahalanobisdistanceissuperiortothatofthesingleＧkernelmodel．
Keywords　Supportvectormachine,Centeredkernelalignment,WeightedMahalanobisdistance,Multiplekernellearning,MemＧ
bershipfunction
　

１　引言

支持向量机(SupportVectorMachine,SVM)[１]以结构风

险最小化为基准,通过构建最佳分类超平面有效提升学习机

的泛化性能,在小样本、非线性问题等方面表现出色,现已广

泛应用于诸多实际领域[２Ｇ４].然而 SVM 对噪声和离群点十

分敏感,对此 Lin等提出了模糊支持向量机(FuzzySVM,FSＧ

VM)[５],引入模糊隶属度实现样本的重要性区分,对降低异

常值的影响卓有成效.大多数 FSVM 的隶属度函数都是基

于欧氏距离设计的,未考虑到样本的总体分布,Jiao[６]提出的

基于马氏距离的FSVM 探索了样本的全局信息,但忽略了样

本各特征对训练的贡献不同这一特点,没有对特征的重要程

度进行有效区分.基于此,本文提出一种基于加权马氏距离

的模糊支持向量机方法.首先采用 ReliefＧF算法对各样本
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特征的重要程度进行评估,得到相应权重,并根据该权重求得

各样本距其类中心的加权马氏距离,进而计算样本的模糊隶

属度值.
另外,针对SVM 核函数选择困难以及对多源异构数据

解释性 不 足 等 缺 陷,多 核 学 习 (MultipleKernelLearning,

MKL)[７Ｇ８]运用多个或多种核函数的组合形式,使数据的相似

性描述更加准确,模型灵活性更强、可解释性更高.模糊多核

支持向量机(Fuzzy MultipleKernelSVM,FMKSVM)[９]将

FSVM 与 MKL相结合,同时利用隶属度函数和多核组合形

式更大程度地改善了模型性能,给 SVM 的研究提供更多元

的设计思路[１０Ｇ１４].将基于加权马氏距离的模糊支持向量机

方法拓展到多核维度,本文提出基于加权马氏距离的模糊多

核支持向量机,以加权求和的方式构建多核组合函数,其中多

核权重系数依据中心核对齐方法进行判定.通过实验对比,
该方法的分类精度优于单核的 FSVM,并且基于加权马氏距

离的FSVM 比基于欧氏距离和基于马氏距离的 FSVM 分类

准确率更高,说明了所提方法行之有效.

２　模糊支持向量机

以二分类问题为例,假设训练集:

T＝{(x１,y１,s１),􀆺,(xl,yl,sl)},xi∈RN

yi∈{－１,＋１},si∈[ε,１],i＝１,􀆺,l
(１)

其中,xi代表样本点,yi表示样本的类别标签,模糊隶属度si

意味着样本xi归属于某一类的可靠程度,ε为一个任意小的

正数.与标准支持向量机类似,模糊支持向量机算法的目标

也是寻找一个最优分类超平面使分类间隔最大化,FSVM 求

解最优分类面可以形式化为如下的优化问题:

min １
２‖w‖２＋C∑

l

i＝１
siξi

s．t．yi(wTϕ(xi)＋b)－１＋ξi≥０

ξi≥０,i＝１,􀆺,l

(２)

其中,w,b分别代表分类超平面的法向量和偏移量;惩罚因子

C为常数,用于控制超平面间距最大化和误差最小化之间的

平衡,C值越大,对误分类样本的约束就越大;ξi表示分类误

差项,加权误差项siξi用于衡量权重不等的样本的误分类程

度,样本隶属度越小,加权误差项siξi的作用就越小,则样本

分类贡献率越低.
与标准SVM 求解方法类似,通过构建拉格朗日函数和

鞍点条件获得FSVM 原问题的对偶形式:

max∑
l

i＝１
αi－１

２∑
l

i＝１
　∑

l

j＝１
αiαjyiyjK(xi,xj)

s．t．∑
l

i＝１
αiyi＝０,０≤αi≤siC

(３)

其中,K(xi,xj)为核函数,故而得出对应最优分类面的判别函

数为:

f(x)＝sign(∑
l

i＝１
αiyiK(xi,x)＋b) (４)

３　加权马氏距离模糊隶属度

３．１　ReliefＧF特征加权

Relief算法是 Kira等[１５]在２０世纪９０年代提出的一种

过滤式特征选择算法,最初主要针对二分类问题.该算法根

据同类及异类近邻样本间的特征距离差异来判定其重要程

度,当某一特征在同类近邻样本间的距离很小,而在不同类的

最近邻样本之间距离差异很大时,说明该特征于分类有益,则
赋予该特征较大的权重;反之使该特征权重减小.Relief算

法的时间复杂度只受样本的特征总数及抽样次数影响,十分

高效.ReliefＧF算法[１６](具体见算法１)拓展了 Relief算法的

适用范围,能够实现多类别样本的特征处理,特征权重计算式

如下:

W(A)＝W(A)－
∑
q

j＝１
diff(A,x,Hj)

nq ＋􀆺＋

∑
y∉class(x)

p(y)×∑
q

j＝１
diff(A,x,Mj(y))

１－p(Class(x))[ ]
nq

(５)

其中,n代表样本的抽样次数,q为最近邻样本个数,p(y)表
示样本属于类别y的概率,Hj是类别相同的最近邻样本集,

Mj(y)则为类y的异类近邻样本集合,diff(A,x１,x２)表示

样本x１和样本x２在特征A 上的差,其计算式如下:

diff(A,x１,x２)＝

|x１[A]－x２[A]|
max(A)－min(A),

ifAiscontinuous
０,ifAisdiscreteandx１[A]＝x２[A]

１,ifAisdiscreteandx１[A]≠x２[A]

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(６)
其中,x[A]表示样本x在特征A 上的取值.
算法１　ReliefＧF算法

输入:训练数据集 T,样本抽样次数n,最近邻样本个数q
输出:特征权重 W

１．将每个特征的权重初始化置０

２．从 T中随机抽取任一样本x,查找q个与x类别相同的最近邻样

本,构建同类最近邻样本集 Hj(j＝１,􀆺,q),同理从x的每个异类样

本集中搜寻k个最近邻得到异类近邻样本集 Mj(y);

３．依据式(５)对特征权重进行更新;

４．重复步骤２和步骤３n次,取n次计算结果的平均值作为最终特征

权重.

３．２　加权马氏距离

大多隶属度构造都是基于样本间的欧氏距离进行判定,
这种方式忽略了样本属性之间的关系,未考虑到样本总体分

布对距离造成的影响.不同于欧氏距离,马氏距离[１７]是基于

样本的全局信息计算出来的,代表数据的协方差距离,可以有

效解除属性间的关联性干扰,且独立于样本数据的测量尺度,
消除了量纲性.马氏距离计算如下:

dist(xi,xj)＝ (xi,xj)TS－１(xi,xj) (７)
其中,S为样本的总体协方差矩阵.

根据 ReliefＧF算法求得的样本特征权重构造特征加权矩

阵P:

P＝

W１

W２

⋱
WN

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(８)

上述矩阵P为对角矩阵,其中 Wi表示特征i的权重,N
代表特征的总个数.则样本与类中心的加权马氏距离计算

式为:

distP
i (xi,x－)＝ ∑

N

j＝１
(xij－x－j)T (S∗P)－１∑

N

j＝１
(xij－x－j)(９)

其中,∗表示矩阵的乘积运算,基于加权马氏距离的隶属度

２１０８００２１６Ｇ２
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函数根据样本点到其所属类中心的加权马氏距离确定样本重

要性,距离越小,则赋予该样本越大的隶属度值.基于加权马

氏距离的隶属度函数表达式如下:

si＝１－distP
i (xi,x－)
r

(１０)

其中,r＝maxdistP
i (xi,x－)表示类半径,x－ 为样本类中心.

４　基于中心核对齐的多核构造

核函数的选取于 SVM 而言十分关键,但现阶段该方面

尚无明确的理论依据,通常根据经验或采用穷举法选取分类

性能最优的核函数.常用的核函数如表１所列.

表１　常用核函数

Table１　Commonkernelfunctions
核函数 公式

线性核 K(xi,xj)＝(xi􀅰xj)

多项式核 K(xi,xj)＝(xi􀅰xj＋１)d,d≥１
径向基核 K(xi,xj)＝exp{－|xi－xj|

２/２σ２},σ＞０

Sigmoid核 K(xi,xj)＝tanh{κxT
ixj－δ},κ＞０,δ＜０

考虑到核选择的困难性及单核学习的局限性,多核学习

利用多个核函数不同的映射能力使数据表达更加准确,模型

更加灵活,本文将基于加权马氏距离的模糊支持向量机扩展

到多维特征空间,采用加权求和的方式[１８]构建多核:

Kμ(xi,xj)＝ ∑
M

m＝１
μmKm(xi,xj)

s．t．∑
M

m＝１
μm＝１,０≤μm≤１,

(１１)

其中,Km表示不同的核函数,总数为 M 个,μ代表多核对应的

权重向量.
本文采用启发式方法计算多核权重系数,提出基于中心

核对齐(CenteredKernelAlignment,CKA)[１９]的多核学习方

法.利用每个核与理想核之间 CKA 的大小来确定其相应的

核权重系数,当某一核相对于理想核的中心核对齐值越大时,
说明其对分类贡献率越大,则为该核分配较大的权重.核对

齐(KernelTargetAlignment,KTA)作为两个核矩阵之间相

似度的度量准则,定义如下:

KTA(K１,K２)＝
‹K１,K２›F

‹K１,K１›F ‹K２,K２›F

(１２)

其中,K１与 K２分别表示核函数 K１和 K２映射后的核矩阵,
‹,›F为两矩阵间的Frobenius内积:

‹K１,K２›F＝∑
l

i＝１
　∑

l

j＝１
K１(xi,xj)K２(xi,xj) (１３)

CKA在 KTA的基础上增加了对核矩阵的中心化操作,
可有效解决样本在特征空间距原点较远及类分布不平衡等问

题,使数据得到更加充分的表达.核矩阵K 的中心化矩阵定

义如下:

K
－
＝HKH (１４)

其中,矩阵H＝I－eeT/l,I表示l阶单位矩阵,e为l维的全１
列向量.则K１与K２之间的中心核对齐定义为:

CKA(K１,K２)＝
‹K

－
１,K

－
２›F

‹K
－

１,K
－

１›F ‹K
－

２,K
－

２›F

(１５)

根据核函数与理想核之间的中心核对齐值判定其对应的

核权重:

μi＝ CKA(Ki,Y)

∑
M

m＝１
CKA(Km,Y)

(１６)

其中,标签矩阵Y＝yyT是基于数据集 T 的理想核矩阵,y＝
[y１,􀆺,yl]T.将求得的多核权重系数μ＝[μ１,􀆺,μM ]T代入

式(１１)可得组合核函数.将组合核函数引入模糊支持向量机

中即得基于加权马氏距离的模糊多核支持向量机,其优化问

题变为:

min １
２

(∑
M

m＝１
μm‖wm‖２)２＋C∑

l

i＝１
siξi

s．t．yi(∑
M

m＝１
wT

mϕm(xi)＋b)－１＋ξi≥０

∑
M

m＝１
μm＝１,μm≥０,ξi≥０

(１７)

其中,μm表示第m 个核函数的权重,映射函数ϕm (x)将样本

映射到 M 个高维特征空间中:

fm:x→ϕm(x),m＝１,􀆺,M (１８)

决策函数相应如下:

f(x)＝sign(∑
l

i＝１
αiyiKμ(xi,x)＋b) (１９)

其中,Kμ(xi,xj)为多核组合函数.

基于加权马氏距离的模糊多核支持向量机算法的主要算

法框架如下:
(１)数据预处理,划分训练集与测试集;
(２)基于ReliefＧF方法确定特征权重,构建特征加权矩阵P;
(３)构造特征加权马氏距离隶属度函数,计算样本隶属度

值s;
(４)选择基础核函数,计算中心核对齐值,得到核权重μ,

构建加权求和的多核组合形式;
(５)通过交叉验证法寻找参数C的最优值;
(６)型的训练与预测,相关性能评估.

５　实验结果与分析

为验证所提方法的有效性,从 UCI机器学习数据库[２０]中

选取了９个数据集,数据信息如表２所列.

表２　数据集信息

Table２　Datasetinformation

序号 数据集 样本总数 特征数 类别数

１ WBC ６８３ ９ ２
２ Vertebral ３１０ ６ ２
３ Pima ７６８ ８ ２
４ Ionosphere ３５１ ３３ ２
５ Heart ２７０ １３ ２
６ Climate ５４０ １８ ２
７ Australian ６９０ １５ ２
８ Seeds ２１０ ７ ３
９ BalanceＧscale ６２５ ４ ３

实验开发环境为 MatlabR２０１９a,计算机配置为i５处理

器、CPU 频率２．４GHz、内存(RAM)４GB、操作系统为 WinＧ
dows７.在上述９个数据集上分别对本文提出的基于加权马

氏距离的模糊支持向量机(WMＧFSVM)与传统支持向量机

(SVM)、基于欧氏距离的FSVM(EＧFSVM)、基于马氏距离的

FSVM(MＧFSVM)的分类性能进行对比实验,同时将基于加

权马氏距离的模糊多核支持向量机(WMＧFMKSVM)与基于

欧氏 距 离 的 FMKSVM(EＧFMKSVM)、基 于 马 氏 距 离 的

FMKSVM(MＧFMKSVM)进行比较,以分类精度作为性能评

价指标.选用多个不同核参数的径向基核与多项式核组

建多核函数,其中高斯核参数设置为{２０．５,２１,２２,２５,２７,

２１０８００２１６Ｇ３

戴小路,等:基于加权马氏距离的模糊多核支持向量机



２１０,２１２,２１５,２１７,２２０},多项式核参数为{１,２,３}.惩罚参

数C的 选 取 由 交 叉 验 法 确 定,其 取 值 范 围 为 C＝ {２－５,

２－３,􀆺,２１３,２１５}.实验中所有数据都经过标准化处理,训

练集与测试集分别按３∶７,５∶５,７∶３的比例进行基于类别

比例的随机划分,实验结果以１０次实验的均值为准,结果

分别如表３－表５所列.

表３　分类准确率对比(３∶７)

Table３　Comparisonofclassificationaccuracy(３∶７)
(单位:％)

Algorithm SVM EＧFSVM MＧFSVM WMＧFSVM EＧFMKSVM MＧFMKSVM WMＧFMKSVM
data１ ９３．８９ ９４．２６ ９５．４１ ９６．５３ ９６．０３ ９６．６６ ９７．７０
data２ ８２．４９ ８２．９５ ８３．８７ ８４．７９ ８４．４１ ８５．５４ ８６．０２
data３ ７４．４２ ７４．３５ ７５．４６ ７６．２１ ７６．３２ ７７．１５ ７７．６９
data４ ９１．２４ ９２．０６ ９２．８７ ９３．６８ ９３．５０ ９４．２２ ９５．０３
data５ ８１．４２ ８１．４８ ８２．５４ ８３．６０ ８３．１３ ８４．１９ ８５．２４
data６ ９１．９４ ９２．３７ ９３．１９ ９４．０７ ９３．６５ ９４．２４ ９５．０３
data７ ８３．８２ ８３．６５ ８４．１７ ８５．３０ ８５．２６ ８６．１４ ８６．８２
data８ ９１．４７ ９２．１６ ９２．８３ ９３．５１ ９３．４５ ９４．１２ ９４．８７
data９ ９２．９５ ９３．４７ ９４．２４ ９５．０５ ９４．９１ ９５．４６ ９６．２９

表４　分类准确率对比(５∶５)

Table４　Comparisonofclassificationaccuracy(５∶５)
(单位:％)

Algorithm SVM EＧFSVM MＧFSVM WMＧFSVM EＧFMKSVM MＧFMKSVM WMＧFMKSVM
data１ ９４．４４ ９５．３２ ９５．９１ ９６．８４ ９６．５７ ９７．３５ ９８．５４
data２ ８３．８７ ８４．１６ ８５．３０ ８６．４５ ８６．０３ ８６．８４ ８７．６９
data３ ７５．４８ ７５．２６ ７６．３０ ７７．４９ ７７．６３ ７８．５６ ７９．２１
data４ ９２．４８ ９２．９７ ９３．８１ ９４．８９ ９４．６３ ９５．５９ ９６．１４
data５ ８２．７２ ８３．１３ ８４．２４ ８５．１９ ８４．９７ ８５．５２ ８６．６３
data６ ９２．５９ ９３．３３ ９４．０４ ９５．１９ ９４．９３ ９６．１３ ９７．０４
data７ ８４．７６ ８４．５４ ８５．３５ ８６．９９ ８６．５１ ８７．４４ ８８．３１
data８ ９２．４３ ９２．８３ ９３．３３ ９４．２９ ９４．２４ ９５．１９ ９６．１４
data９ ９３．８１ ９４．５９ ９５．８７ ９６．５１ ９６．４９ ９７．７６ ９８．７２

表５　分类准确率对比(７∶３)

Table５　Comparisonofclassificationaccuracy(７∶３)
(单位:％)

Algorithm SVM EＧFSVM MＧFSVM WMＧFSVM EＧFMKSVM MＧFMKSVM WMＧFMKSVM
data１ ９５．１２ ９５．６１ ９６．２９ ９７．０７ ９６．９６ ９８．０５ ９９．０２
data２ ８４．７４ ８５．２５ ８６．０２ ８７．１６ ８７．０７ ８８．４６ ８９．２４
data３ ７６．７６ ７６．５４ ７７．０９ ７８．５７ ７８．３２ ７９．２６ ８０．１２
data４ ９３．４５ ９３．８０ ９４．２９ ９５．３２ ９５．１７ ９６．３４ ９７．２１
data５ ８３．９５ ８４．１１ ８５．３２ ８６．３０ ８６．４９ ８７．１２ ８８．３６
data６ ９３．２１ ９４．７１ ９５．０６ ９６．０１ ９５．８３ ９６．７２ ９８．１５
data７ ８５．６２ ８５．７６ ８６．９７ ８７．６４ ８７．４２ ８８．３８ ８９．３５
data８ ９３．０６ ９３．６６ ９４．５６ ９５．２４ ９５．６０ ９６．２８ ９７．４１
data９ ９６．４１ ９７．３０ ９７．８８ ９８．９３ ９８．４９ ９９．０１ １００．００

　　从实验结果可以看出,本文提出的基于加权马氏距离的

FSVM 方法在选定的９个数据集上的分类准确率均高于传统

SVM,也优于基于欧氏距离和基于马氏距离的 FSVM 方法.
同时,多核的加权马氏距离 FSVM 方法的分类性能较单核

FSVM 而言 更 为 优 异,也 比 基 于 欧 氏 距 离 和 马 氏 距 离 的

FMKSVM 分类效果更好.纵向对比整体实验,算法的分类

精度随着训练集占比的增多而明显提升,这说明,就同一数据

集而言,划分的训练集越多,模型训练越充分,学习效果越好.
但不排除随着训练集的增多会出现过拟合现象,导致模型泛

化性能变差,因此在模型训练中要合理设置训练集的大小.
上述结果进一步证实了 WMＧFMKSVM 的有效性,它进一步

提升了支持向量机算法的分类精度,使模型分类性能更优,更
具优势.

结束语　针对传统支持向量机对噪声的敏感性及核选择

的困难性,本文通过分析支持向量机的特性,将 ReliefＧF算法

与中心核对齐方法应用于 SVM 中,提出了一种基于加权

马氏距离的模糊多核支持向量机方法,以降低弱相关或不相

关特征对分类效果的影响,减弱噪声的影响并避免核选择难

题,使数据表达更充分.相关实验验证了改进算法在一定程

度上提升了分类性能,说明了其可行性与有效性.目前关于

隶属度构造及多核学习尚未出现标准化的准则,现有方法各

具利弊.因此,进一步改善模糊隶属度计算方法以及探索更

好的多核组合形式是我们今后努力的研究方向.同时,鉴于

本文主要集中于SVM 同类策略算法间的横向比较,在算法

多元性上略有欠缺,后续也将着眼于最新非 SVM 算法的探

索与研究,以纵向比对增强相关改进算法的分类性能.
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