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基于模糊邻域系统的模糊粗糙集模型

冉　虹 候　婷 贺龙雨 秦克云
西南交通大学数学学院　成都６１１７５６
　(１９３８５０６０３８＠qq．com)

　
摘　要　针对模糊邻域系统,提出了基于一般模糊逻辑算子的模糊粗糙上、下近似算子并探讨了算子的基本性质.然后将邻域

系统串行、自反、对称、一元、欧几里得的概念推广到模糊邻域系统.最后研究了当模糊邻域系统是串行、自反、对称、一元、欧几

里得时模糊粗糙近似算子的相关代数结构.
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１　引言

１９８２年 波 兰 数 学 家 Pawlak 提 出 了 粗 糙 集 理 论 的 概

念[１],这是一种新的处理模糊和不确定信息的数学工具.粗

糙集理论使用两个精确集,即粗糙集的上近似和下近似来近似

地描述不确定概念.众多案例表明,粗糙集理论在数据分析、

模式识别、特征选择与数据发掘等领域发挥了重要作用[２Ｇ５].

知识在Pawlak粗糙集模型中被理解为区分对象的能力.

Pawlak粗糙集模型建立在不可区分关系(即等价关系)上,但
等价关系的条件性太强,使得在实际应用中存在不足.为了

拓展粗糙集理论的应用,许多学者弱化了等价关系,提出了多

种形式的广义粗糙集模型,比如基于一般二元关系的广义粗

糙集模型[６Ｇ７]、基于覆盖的广义粗糙集模型[８Ｇ１０]、基于模糊关

系的模糊粗糙集模型[１１]等.

美国计算机与控制论专家 Zadeh于１９６５年提出了模糊

集的概念[１２],这也是一种处理不确定性问题的理论.虽然模

糊集与粗糙集都是描述知识的不精确性,但是二者侧重点不

同.模糊集是通过隶属函数来描述集合的模糊程度;而粗糙

集是通过近似空间中的上、下近似算子来刻画集合的不可分

辨性.这两种理论具有很强的互补性,Dubois和 Prade[１３]首

次将模糊集和粗糙集结合,提出了模糊粗糙集和粗糙模糊集

的相关概念.

Pawlak粗糙集模型中的上、下近似算子分别对应拓扑的

闭包和内部,Lin[１４]据此提出了基于邻域系统的粗糙集模型.

在此基础上,很多学者对基于邻域系统的粗糙集模型进行了

深入研究.Zhao和Li[１５]研究了基于粗糙集的广义邻域系统

的公理化特征,讨论了广义邻域系统上、下近似算子的公理化

特征以及相关性质.文献[１６Ｇ１９]研究了模糊化邻域系统的

相关概念.Li等[２０]分别用构造法和公理化方法给出了基于

模糊化邻域系统的粗糙集模型.首先将邻域系统自反、串行、

对称等概念推广到了模糊邻域系统并研究了相关模糊粗糙近

似算子的代数结构,然后使用公理化方法探讨了模糊粗糙上、

下近似算子的性质.Zhang[２１]等研究了基于覆盖邻域系统和

基于自反邻域系统的广义粗糙集模型之间的联系.此外,针
对模糊邻域系统,Liau等[２２]给出了基于取小运算的模糊粗糙

上近似算子和基于 Gödel蕴涵算子的模糊粗糙下近似算子的

定义.本文在此基础上对模糊邻域系统的模糊粗糙上、下近

似算子进行了推广,提出了基于t模算子的模糊粗糙上近似

算子和基于一般模糊蕴涵算子的模糊粗糙下近似算子,并研

究了算子的基本性质.另外,将邻域系统串行、自反、一元、对
称、欧几里得的概念推广到模糊邻域系统,并探讨了相应模糊

粗糙近似算子的代数结构.

２　预备知识

本节给出了Pawlak粗糙集模型、模糊集、邻域系统、剩余

格等的基本概念和基本性质.
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定义１[１０]　设U 为一非空有限集合,称为论域.R 是U
上的一个等价关系,称二元组(U,R)为一个 Pawlak近似空

间,简称近似空间.对于任意X⊆U,X 关于近似空间(U,R)
的下近似R(X)和上近似R(X)分别定义为:

R(X)＝{x∈U|[x]R⊆X}

R(X)＝{x∈U|[x]R∩X≠Ø}
其中,[x]R＝{y∈U|(x,y)∈R}.

定义２[１２]　设U 表示一个论域,μ是论域U 到[０,１]的
一个映射,即μ:U→[０,１],称μ是U 上的模糊集,称μ(x)为
模糊集μ的隶属函数.记U 上的全体模糊集所构成的集合

为F(U);Ø表示隶属函数值恒为０的模糊集;U 表示隶属函

数值恒为１的模糊集.
设μ,ν∈F(U),若对于任意x∈U,有μ(x)≤ν(x),则称μ

包含于ν,并记为μ⊆ν;若对于任意x∈U,有μ(x)＝ν(x),则
称μ与ν相等,并记为μ＝ν.

设μ,ν∈F(U),分别称模糊集μ∪ν和μ∩ν为μ和ν的并

与交.其中,对于任意的x∈U,有(μ∪ν)(x)＝μ(x)∨ν(x),
(μ∩ν)(x)＝μ(x)∧ν(x),其中∨,∧为Zadeh算子.

定义３[１５,２０Ｇ２１]　设U 表示一个论域,P(U)表示U 的幂

集,N:U→P(P(U))为一映射.如 果 对 于 任 意 x∈U,有

N(x)≠Ø,则称 N 为一个邻域系统;称X∈N(x)为x的一个

邻域;称(U,N)为一个邻域空间.此外:
(１)称N 是串行的,若对于任意x∈U 和任意K∈N(x),

有K≠Ø;
(２)称N 是自反的,若对于任意x∈U 和任意K∈N(x),

有x∈K;
(３)称 N 是一元的,若对于任意x∈U 和任意K,V∈

N(x),存在 M∈N(x),使得 M⊆K∩V;
(４)称 N 是对称的,若对于任意x,y∈U,K∈N(x)和

V∈N(y),如果y∈K,则有x∈V;
(５)称 N 是欧几里得的,若对于任意x∈U 和任意K∈

N(x),存在 M∈N(x),使得对于任意y∈M 和任意V∈
N(y),有K⊆V.

定义４[１５,２０]　 设(U,N)为一个邻域空间,对于任意 X⊆
U,其下近似算子 N(X)和上近似算子 N(X)分别定义为:

N(X)＝{x∈U|∃K∈N(x),K⊆X}

N(X)＝{x∈U|∀K∈N(x),K∩X≠Ø}
定义５[２３]　设􀱋:[０,１]２→[０,１]是二元函数,如果对于

任意a,b,c∈[０,１],有:
(１)交换律:a􀱋b＝b􀱋a;
(２)结合律:(a􀱋b)􀱋c＝a􀱋(b􀱋c);
(３)单调性:b≤c⇒a􀱋b≤a􀱋c;
(３)边界条件:１􀱋a＝a.

则称􀱋为[０,１]上的三角模,简称t模.
定义６[２４]　称映射→:[０,１]２→[０,１]是一个模糊蕴涵算

子,如果对于任意a,b,c∈[０,１],有:
(１)若a≤b,则a→c≥b→c;
(２)若b≤c,则a→b≤a→c;
(３)０→０＝１,１→１＝１,１→０＝０.
定义７[２５]　称L＝(L,∨,∧,􀱋１,→１,０,１)是一个剩余

格,如果下列条件成立:
(１)L是一个有界格,０,１分别是其最小元和最大元;

(２)􀱋１:L×L→１L是一个二元函数,满足对于任意a,b,

c∈[０,１],有:

１)a􀱋１b＝b􀱋１a;

２)a􀱋１(b􀱋１c)＝(a􀱋１b)􀱋１c;

３)１􀱋１a＝a;

４)若a≤b,则a􀱋１c≤b􀱋１c.
(３)→１:L×L→１L是一个二元函数,若对于任意a,b,c∈

L,有a􀱋１b≤c当且仅当a≤b→１c,则称→１ 为与􀱋１ 相伴随

的蕴涵算子,称(􀱋１,→１)为伴随对.
例１　设L＝[０,１],若􀱋１ 为一个t模,→１ 为一个模糊

蕴涵算子,且(􀱋１,→１)构成伴随对,则 L＝([０,１],∨,∧,

􀱋１,→１,０,１)是一个剩余格.

定理１[２６]　设L＝(L,∨,∧,􀱋１,→１,０,１)是一个剩余

格,则对于任意a,b∈L,I为一个有限指标集.则有:
(１)a􀱋１(a→１b)≤b,b≤a→１a􀱋１b;
(２)b􀱋１(∨

i∈I
ai)＝∨

i∈I
(b􀱋１ai);

(３)a→１ ∧
i∈I

bi＝∧
i∈I

(a→１bi),∨
i∈I

ai→１b＝ ∧
i∈I

(ai→１b),∧
i∈I

ai→１b≥∨
i∈I

(ai→１b).

３　模糊邻域系统

本节在文献[２２]的基础上给出模糊邻域系统的模糊粗糙

上、下近似算子的定义.首先研究算子的基本性质,然后将邻

域系统串行、自反、对称、一元、欧几里得的概念进行推广,并
讨论了相应模糊粗糙近似算子的代数结构.

３．１　基本定义

定义８[１１,２１]　设U 是一个论域,N:U→P(F(U))为一映

射.如果对于任意x∈U,有 N(x)≠Ø,则称 N 为一个模糊

邻域系统;称μ∈N(x)为x 的一个模糊邻域;称 (U,N)为一

个模糊邻域空间.
注１:对于任意x∈U,记 Nx＝∩N(x);对于任意y∈U,

有 Nx(y)＝ ∧
v∈N(x)

v(y).

定义９　设(U,N)是一个模糊邻域空间.对于任意μ∈
F(U),μ的上、下近似算子 N(μ),N(μ)∈F(U)定义如下:

N(μ)(x)＝ ∧
v∈N(x)

　 ∨
y∈U

(v(y)􀱋μ(y))

N(μ)(x)＝ ∨
v∈N(x)

　 ∧
y∈U

(v(y)→μ(y))

其中,􀱋为一个t模,→为一个模糊蕴涵算子.
注２:在此定义下,N(μ)与 N(μ)不是对偶的.

３．２　基本性质

命题１　设U 是一个论域,N 是U 上的一个模糊邻域系

统,则有:
(１)N(Ø)＝Ø,N(U)＝U;
(２)对于任意μ,ω∈F(U),若μ⊆ω,则有 N(μ)⊆N(ω),

N(μ)⊆N(ω).
证明:(１)对于任意x∈U,有:

N(Ø)(x)＝ ∧
v∈N(x)

　 ∨
y∈U

(v(y)􀱋０)＝０;N(U)(x)＝

∨
v∈N(x)

∧
y∈U

(v(y)→１)＝ ∨
v∈N(x)

１＝１.

(２)对于任意μ,ω∈F(U),若μ⊆ω,有:

N(μ)(x)＝ ∨
v∈N(x)

　 ∧
y∈U

(v(y)→μ(y))≤ ∨
v∈N(x)

　 ∧
y∈U

(v(y)→w

(y))＝N(ω)(x);N(μ)(x)＝ ∧
v∈N(x)

　 ∨
y∈U

(v(y)􀱋μ(y))≤ ∧
v∈N(x)

　

∨
y∈U

(v(y)􀱋w(y))＝N(ω)(x)
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３．３　串行模糊邻域系统

定义１０　N:U→P(F(U))是U 上的一个模糊邻域系统.

称 N 是串行的,如果对于任意的x∈U 和任意μ∈N(x),有

∨
y∈U
　μ(y)＝１.

命题２　设U 是一个论域,N 是一个模糊邻域系统,则有:
(１)N 串行当且仅当N(U)＝U.
(２)(􀱋,→)构成伴随对.若 N 串行,则 N(Ø)＝Ø;如果

对于任意a∈[０,１],有(a→０)→０＝a且 N(Ø)＝Ø,则 N
串行.

证明:(１)(必要性)设 N 串行.对于任意x∈U,有:

N(U)(x)＝ ∧
v∈N(x)

　 ∨
y∈U

(v(y)􀱋１)＝ ∧
v∈N(x)

　 ∨
y∈U

(v(y))＝１

(充分性)对于任意x∈U,有:

N(U)(x)＝ ∧
v∈N(x)

　 ∨
y∈U

(v(y)􀱋１)＝ ∧
v∈N(x)

　 ∨
y∈U

(v(y))＝１

从而对于任意v∈N(x),有 ∨
y∈U

μ(y)＝１.所以 N 串行.

(２)由于(􀱋,→)构成伴随对,根据例１,可得L＝([０,１],

∨,∧,􀱋,→,０,１)是一个剩余格.

设 N 串行.对于任意x∈U,由定理１(３),可得:

N(Ø)(x)＝ ∨
v∈N(x)

　 ∧
y∈U

(v(y)→０)＝ ∨
v∈N(x)

(∨
y∈U

v(y)→０)＝０

对于任意x∈U,根据定理１(３),有:

N(Ø)(x)＝ ∨
v∈N(x)

∧
y∈U

(v(y)→０)＝ ∨
v∈N(x)

(∨
y∈U

v(y)→０)＝０

则对于任意v∈N(x),均有 ∨
y∈U

v(y)→０＝０.从而 ∨
y∈U

v(y)＝

(∨
y∈U

v(y)→０)→０＝０→０＝１.故 N 串行.

３．４　自反模糊邻域系统

定义１１　N:U→P(F(U))是U 上的一个模糊邻域系统.

称 N 是自反的,如果对于任意x∈U 和任意μ∈N(x),有

μ(x)＝１.

命题３　设U 是一个论域,N 是一个模糊邻域系统,则有:
(１)N 自反,当且仅当对于任意μ∈F(U),有 N(μ)⊆μ.

(２)N 自反,当且仅当对于任意μ∈F(U),有 N(μ)⊇μ.

证明:(１)(必要性)设 N 自反.对于任意x∈U 和任意

μ∈F(U),有:

N(μ)(x)＝ ∨
v∈N(x)

　 ∧
y∈U

(v(y)→μ(y))

由于对任意ν∈N(x),均有:

∧
y∈U

(v(y)→μ(y))≤ν(x)→μ(x)＝１→μ(x)＝μ(x)

从而 ∨
v∈N(x)

　 ∧
y∈U

(v(y)→μ(y))≤μ(x),故 N(μ)(x)≤μ(x).

(充分性)对于任意x∈U 和任意μ∈N(x),有:

μ(x)≥N(μ)(x)＝ ∨
v∈N(x)

　 ∧
y∈U

(v(y)→μ(y))

由于μ(x)≥ ∨
v∈N(x)

　 ∧
y∈U

(v(y)→μ(y))≥ ∧
y∈U

(μ(y)→μ(y))＝

１,所以μ(x)＝１,从而 N 自反.
(２)(必要性)设 N 自反.对于任意x∈U 和任意μ∈

F(U),有:

N(μ)(x)＝ ∧
v∈N(x)

　 ∨
y∈U

(v(y)􀱋μ(y))

由于对任意ν∈N(x),均有:

∨
y∈U

(v(y)􀱋μ(y))≥ν(x)􀱋μ(x)＝１􀱋μ(x)＝μ(x)

从而 ∧
v∈N(x)

　 ∨
y∈U

(v(y)􀱋μ(y))≥μ(x),故 N(μ)(x)≥μ(x).

(充分性)记１x(t)＝
１,t＝x
０,t≠x{ .对于任意x∈U,有:

１＝N(１x)(x)＝ ∧
v∈N(x)

　 ∨
y∈U

(v(y)􀱋１x(y))＝ ∧
v∈N(x)

v(x)

则对于任意ν∈N(x),有v(x)＝１,从而 N 自反.

３．５　对称模糊邻域系统

下面的引理证明了定义３(４)的不足.

引理１　若 N:U→P(P(U))为U 上的一个对称邻域系

统,则对于任意x∈U,有|N(x)|＝１.

证明:(反证法)假设存在x∈U,使M１,M２∈N(x)且M１≠
M２,则存在y∈M１ 且y∉M２.设 M３∈N(y),由定义３(４),可
得x∈M３∈N(y).再次利用定义３(４),可得y∈M２,显然矛

盾.故假设不成立.
定义３(４)表明了论域上的每个对象所对应的对称邻域

系统的基数为１,因此定义３(４)限定了对称邻域系统的基数.

下面重新定义了对称邻域系统.
定义１２　N:U→P(P(U))为U 上的一个邻域系统.称

N 是对称的,若对于任意x∈U,存在 M∈N(x),使得对于任

意y∈M,有x∈Ny.

注３:对于任意x∈U,记 Nx ＝∩N(x);对于任意 M∈
N(x),有 Nx⊆M.

下面的引理给出了与定义１２等价的条件.

引理２　N:U→P(P(U))为U 上的一个邻域系统.N
对称当且仅当:

(１)对于任意x∈U,有 Nx∈N(x);
(２)对于任意x,y∈U,x∈Ny当且仅当y∈Nx.

证明:(必要性)设 N 对称.(１)对于任意x∈U,存在

M∈N(x),使得对任意y∈M,有x∈Ny.对于任意z∈M 以

及任意H∈N(x),存在L∈N(z),使得对任意u∈L,有z∈
Nu.另外,由z∈M,可得x∈Nz,从而x∈L,故有z∈Nx.

再由 H∈N(x),可得z∈H.根据z的任意性,可得 M⊆H,

即 M 是N(x)中的极小元.于是,Nx＝M∈N(x).
(２)设x,y∈U,且x∈Ny.对于任意y∈U,存在 M∈

N(y),使得对于任意z∈M,有y∈Nz.于是由x∈Ny⊆M,

可得y∈Nx.同理,若y∈Nx,则x∈Ny.
(充分性)设(１)(２)成立.对于任意x∈U,有 Nx∈N(x),

且对于任意y∈Nx,由(２)可得,x∈Ny.所以N 对称.

定义１３　N:U→P(F(U))是U 上的一个模糊邻域系统.
称 N 是对称的,如果:

(１)对于任意x∈U,有 Nx∈N(x);
(２)对于任意x,y∈U,有 Nx(y)＝Ny(x).

引理３　N:U→P(F(U))是U 上的一个模糊邻域系统.

若对于任意x∈U,有１x ⊆N(N(１x)),且对于任意x∈U,

|N(x)|有限.则对于任意x∈U,有 Nx∈N(x).

证明:对于任意x∈U,有:

１＝N(N(１x))(x)＝ ∨
ν∈N(x)

　 ∧
y∈U

(ν(y)→N(１x)(y))

＝ ∨
ν∈N(x)

　 ∧
y∈U

(ν(y)→ ∧
ω∈N(y)

　 ∨
z∈U

(ω(z)􀱋１x(z)))

＝ ∨
ν∈N(x)

　 ∧
y∈U

(ν(y)→ ∧
ω∈N(y)

ω(x))

＝ ∨
ν∈N(x)

　 ∧
y∈U

(ν(y)→Ny(x))

由于|N(x)|有限,故存在ν∈N(x),使得１＝ ∧
y∈U

(ν(y)→

Ny(x)).即对于y∈U,有１＝ν(y)→Ny(x),从而ν(y)≤
Ny(x).同理可得,对于任意y∈U,存在λ∈N(y),使得对于

任意z∈U,有λ(z)≤Nz(y).于是有λ(x)≤Nx(y).从而

有:ν(y)≤Ny(x)≤λ(x)≤Nx(y)≤v(y).故 Nx＝ν∈N(x).

命题４　若 N:U→P(F(U))是U 上的一个对称模糊邻

域系统且(􀱋,→)构成伴随对,则对任意μ∈F(U),有:
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(１)N(N(μ))⊇μ;

(２)N(N(μ))⊆μ.
证明:由于(􀱋,→)构成伴随对,根据例１,可得L＝([０,

１],∨,∧,􀱋,→,０,１)是一个剩余格.设 N 对称,故对于任

意x∈U,有 Nx ∈N(x);对于任意x,y∈U,有 Nx (y)＝
Ny(x).

(１)对于任意x∈U 和任意μ∈F(U),有:

N(N(μ))(x)＝ ∨
v∈N(x)

　 ∧
y∈U

(v(y)→N(μ)(y))

＝ ∧
y∈U

(Nx(y)→N(μ)(y))

＝ ∧
y∈U

(Nx(y)→ ∧
ω∈N(y)

　 ∨
z∈U

(ω(z)􀱋μ(z)))

＝ ∧
y∈U

(Nx(y)→ ∨
z∈U

(Ny(z)􀱋μ(z)))

≥ ∧
y∈U

(Nx(y)→(Ny(x)􀱋μ(x)))

≥μ(x)(由定理１(１)).
(２)对于任意x∈U 和任意μ∈F(U),有:

N(N(μ))(x)＝ ∧
v∈N(x)

　 ∨
y∈U

(v(y)􀱋N(μ)(y))

＝ ∨
y∈U

(Nx(y)􀱋N(μ)(y))

＝ ∨
y∈U

(Nx(y)􀱋 ∨
ω∈N(y)

　 ∧
z∈U

(ω(z)→μ(z)))

＝ ∨
y∈U

(Nx(y)􀱋 ∧
z∈U

(Ny(z)→μ(z)))

≤ ∨
y∈U

(Nx(y)􀱋(Ny(x)→μ(x)))

≤μ(x)(由定理１(１)).
命题５　若 N:U→P(F(U))是U 上的一个模糊邻域系

统,并且(􀱋,→)构成伴随对,以及对于任意μ∈F(U),有 N

(N(μ))⊇μ.则对于任意x,y∈U,有 Nx(y)＝Ny(x).
证明:由于(􀱋,→)构成伴随对,根据例１,可得L＝([０,

１],∨,∧,􀱋,→,０,１)是一个剩余格.
对于任意x∈U,有:

１＝N(N(１x))(x)＝ ∨
ν∈N(x)

　 ∧
y∈U

(ν(y)→N(１x)(y))

＝ ∨
ν∈N(x)

　 ∧
y∈U

(ν(y)→ ∧
ω∈N(y)

　 ∨
z∈U

(ω(z)􀱋１x(z)))

＝ ∨
ν∈N(x)

　 ∧
y∈U

(ν(y)→ ∧
ω∈N(y)

ω(x))

≤ ∧
y∈U
　 ∨

ν∈N(x)
(ν(y)→ ∧

ω∈N(y)
ω(x))

从而对任意y∈U,有 ∨
ν∈N(x)

(ν(y)→ ∧
ω∈N(y)

ω(x))＝１.由定理

１(３),有:

１＝ ∨
ν∈N(x)

(ν(y)→ ∧
ω∈N(y)

ω(x))

≤(∧
ν∈N(x)

ν(y))→( ∧
ω∈N(y)

ω(x))

＝Nx(y)→Ny(x)
从而 Nx (y)≤Ny (x).同理可证 Nx (y)≥Ny (x).所以

Nx(y)＝Ny(x).

下面的定理给出了与对称模糊邻域系统等价的充要条件.
定理２　N:U→P(F(U))是U 上的一个对称模糊邻域系

统,当且仅当对于任意x∈U,存在 M∈N(x),使得对于任意

y∈U,有 Ny(x)≥M(y).

证明:(必要性)设 N 对称.对于任意x∈U,有 Nx ∈
N(x),对于任意y∈U,有 Ny(x)≥Nx(y).

(充分性)(１)对于任意x∈U,存在 M∈N(x),使得对于

任意y∈U,有 Ny(x)≥M(y)≥Nx(y).则 Nx(x)≥M(x)≥
Nx(x).

故 Nx＝M∈N(x).
(２)对于任意x∈U,存在 M∈N(x),使得对于任意y∈

U,有 Ny(x)≥M(y)≥Nx(y),从而 Ny(x)≥Nx(y).类似可

证 Ny(x)≤Nx(y),从而 Ny(x)＝Nx(y).

３．６　一元模糊邻域系统

定义１４　N:U→P(F(U))是U 上的一个模糊邻域系统.
称N 是一元的,如果对于任意x∈U 和任意μ,ν∈N(x),存在

λ∈N(x),使得λ⊆μ∩ν.
命题６　设U 是一个论域,模糊邻域系统 N 是一元的且

(􀱋,→)构成伴随对,则有:
(１)对于任意μ,ν∈F(U),有 N(μ∩ν)＝N(μ)∩N(ν).

(２)对于任意μ,ν∈F(U),有 N(μ∪ν)＝N(μ)∪N(ν).
证明:由于(􀱋,→)构成伴随对,根据例１,可得L＝([０,

１],∨,∧,􀱋,→,０,１)是一个剩余格.
(１)由命题１可知,对于任意μ,ν∈F(U),有 N(μ∩ν)⊆

N(μ)∩N(ν).下证 N(μ)∩N(ν)⊆N(μ∩ν).
对于任意x∈U,有:

N(μ)(x)∧N(ν)(x)

　＝ ∨
σ∈N(x)

　 ∧
y∈U

(σ(y)→μ(y))∧ ∨
ω∈N(x)

　 ∧
z∈U

(ω(z)→ν(z))

＝ ∨
σ∈N(x)

(∧
y∈U

(σ(y)→μ(y))∧ ∨
ω∈N(x)

　 ∧
z∈U

(ω(z)→ν(z)))

＝ ∨
σ∈N(x)

　 ∨
ω∈N(x)

(∧
y∈U

(σ(y)→μ(y))∧ ∧
z∈U

(ω(z)→ν(z)))

＝ ∨
σ∈N(x)

　 ∨
ω∈N(x)

　 ∧
y∈U

((σ(y)→μ(y))∧ ∧
z∈U

(ω(z)→ν(z)))

≤ ∨
σ∈N(x)

　 ∨
ω∈N(x)

　 ∧
y∈U

((σ(y)→μ(y))∧(ω(y)→ν(y)))

≤ ∨
σ∈N(x)

　 ∨
ω∈N(x)

　 ∧
y∈U

(((σ(y)∧ω(y))→μ(y))∧((σ(y)∧

ω(y))→ν(y)))
只需证明,对于任意σ,ω∈N(x),有:

∧
y∈U

(((σ(y)∧ω(y))→μ(y))∧((σ(y)∧ω(y))→ν(y)))

≤N(μ∩ν)(x)
由于N 是一元的,所以存在λ∈N(x),使得λ⊆σ∩ω.从

而有:

∧
y∈U

(((σ(y)∧ω(y))→μ(y))∧((σ(y)∧ω(y))→ν(y)))

≤ ∧
y∈U

((λ(y)→μ(y))∧(λ(y)→ν(y)))

＝ ∧
y∈U

(λ(y)→(μ(y)∧v(y)))(由定理１(３))

≤ ∨
κ∈N(x)

　 ∧
y∈U

(κ(y)→(μ(y)∧v(y)))

＝N(μ∩ν)(x)
所以对于任意σ,ω∈N(x),有:

∧
y∈U

(((σ(y)∧ω(y))→μ(y))∧((σ(y)∧ω(y))→ν(y)))

≤N(μ∩ν)(x)
(２)证明过程与(１)类似.

３．７　欧几里得模糊邻域系统

定义１４　N:U→P(F(U))是U 上的一个模糊邻域系统.
称 N 是欧几里得的,如果对于任意x∈U 和任意μ∈N(x),
存在ν∈N(x),使得对于任意y∈U,当ν(y)＞０时,则对任意

λ∈N(y),有μ⊆λ.
命题７　设U 是一个论域,模糊邻域系统 N 是欧几里得

的,则有:
(１)对于任意μ∈F(U),有 N(μ)⊆N(N(μ));

(２)对于任意μ∈F(U),有 N(μ)⊇N(N(μ)).
证明:(１)对于任意x∈U 和任意μ∈N(x),有:

N(N(μ))(x)＝ ∨
ν∈N(x)

　 ∧
y∈U

(ν(y)→N(μ)(y))

＝ ∨
ν∈N(x)

　 ∧
y∈U

(ν(y)→ ∧
ω∈N(y)

　 ∨
z∈U

(ω(z)􀱋

μ(z)))
由于 N 是欧几里得的,对于任意ν∈N(x),存在λ∈
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N(x),使得对于任意t∈U,当λ(t)＞０时,则对任意κ∈N
(t),有ν⊆κ.从而有:

N(N(μ))(x)≥ ∧
y∈U

(λ(y)→ ∧
ω∈N(y)

　 ∨
z∈U

(ω(z)􀱋μ(z)))

只需证明,对于任意y∈U,有:

λ(y)→ ∧
ω∈N(y)

　 ∨
z∈U

(ω(z)􀱋μ(z))≥N(μ)(x)

１)若λ(y)＝０,则有:０→ ∧
ω∈N(y)

　 ∨
z∈U

(ω(z)􀱋μ(z))＝１≥

N(μ)(x);

２)若λ(y)＞０,则有:λ(y)→ ∧
ω∈N(y)

　 ∨
z∈U

(ω(z)􀱋μ(z))≥

∧
ω∈N(y)

　 ∨
z∈U

(ω(z)􀱋μ(z)).

再次利用 N 是欧几里得的,对于上述ν∈N(x),以及任

意ω∈N(y),有ν⊆ω.由于对任意ω∈N(y),均有:

∨
z∈U

(ω(z)􀱋μ(z))≥ ∨
z∈U

(ν(z)􀱋μ(z))

所以:

∧
ω∈N(y)

　 ∨
z∈U

(ω(z)􀱋μ(z))≥ ∨
z∈U

(ν(z)􀱋μ(z))

从而:

∧
ω∈N(y)

　 ∨
z∈U

(ω(z)􀱋μ(z))≥ ∨
z∈U

(ν(z)􀱋μ(z))

　≥ ∧
α∈N(x)

　 ∨
z∈U

(α(z)􀱋μ(z))＝N(μ)(x)

故

λ(y)→ ∧
ω∈N(y)

　 ∨
z∈U

(ω(z)􀱋μ(z))≥N(μ)(x)

(２)证明过程与(１)类似.
结束语　本文对模糊邻域系统提出了基于t模算子的模

糊粗糙上近似算子和基于一般模糊蕴涵算子的模糊粗糙下近

似算子,并讨论了模糊粗糙算子的基本性质.然后,研究了模

糊邻域系统是串行、自反、一元、对称、欧几里得时对应模糊粗

糙上、下近似算子的代数结构.在后续研究中,将进一步探讨

模糊邻域系统的模糊粗糙近似算子的代数结构.
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