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摘 要 对象定向概念格和属性定向概念格是经典概念格的两种推广模型。首先，利用对象幂集上的一对对偶近似 

算子分别定义了对象定向概念格和属性定向概念格上的同余关系。其次，分别基于两类同余关系构造 了一个 内部算 

子和一个闭包算子，并研究了内部算子与对象定向概念格的关系以及闭包算子与属性定向概念格的关系。最后将对 

象(属性)定向概念格之间的关系转化为相应的同余关系之间的关系。 
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1 引言 

形式概念分析_1 ]是由Wille R 于 1982年提出的一种数 

据分析、知识表示和信息处理的有效工具。形式概念由概念 

的外延(属于这个概念的所有对象的集合)与概念的内涵(所 

有这些对象所共有的属性集)组成。所有的概念及它们之间 

的偏序关系构成一个概念格。概念格的模型推广和概念格的 

构造是形式概念分析的热点问题。Yao Y．Y．在文献[3]中结 

合粗糙集理论给出了一对对偶算子，进而定义了两类形式概 

念 ：对象定向(形式)概念和属性定向(形式)概念，并给出了两 

类推广的概念格模型：对象定向概念格和属性定向概念格。 

文献[4]针对随机决策形式背景提出了随机概念格的构建算 

法。文献[5]讨论了基于模糊形式背景的模糊对象概念格的 

概念约简，并构造出了模糊对象概念格的3种变精度概念格。 

概念格的属性约简是知识发现的重要问题之一，它可以 

使形式背景中知识的挖掘变得更容易，也能使这些知识的表 

示变得更简洁。文献[6—8]提出了一种保持形式背景上所有 

概念的外延集不变的属性约简方法。该方法能够完全确定形 

式背景的所有概念，并保持它们之间原有的格结构关系不变。 

文献[9]将此方法成功地推广到对象定向概念格和属性定向 

概念格的属性约简中。基于交不可约元，文献[1O]提出了另 

一 种概念格的属性约简方法。该方法保持形式背景的交不可 

约元不变，进而保持形式背景的所有概念及它们之间原有的 

格结构关系不变。文献El1]将基于交不可约元的属性约简方 

法推广到了对象定向概念格和属性定向概念格的属性约简 

中，该方法大大简化了计算量。文献[12]提出了保持对象幂 

集上的同余类不变的属性约简方法，并且证明了该方法也能 

保持形式背景的所有概念及它们之间原有的格结构关系不 

变。文献[13]提出了基于同余关系的协调决策形式背景和不 

协调决策形式背景的概念格属性约简方法。但是到 目前为 

止，不协调决策形式背景的对象定向概念格和属性定向概 

念格的属性约简问题一直没有得到很好的解决。本文将 

借鉴文献El2]的思想探讨对象定向概念格和属性定向概 

念格的依赖空间理论，以便为下一步研究不协调决策形式 

背景的对象定向概念格和属性定向概念格的属性约简的 

相关问题奠定基础 。 
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2 预备知识 

在本节中，我们将给出形式概念分析和依赖空间的基本 

概念和相关性质 。 

2．1 形式概念分析的相关知识 

定义 1_2 形式背景(【，，A，I)由两个集合U和A，以及 

关系I~mUXA构成。称u中的元素为形式背景的对象，A中 

的元素为形式背景的属性。 

对任意的x L，和B A，Yao Y．Y．E3]定义了如下一对 

对偶的近似算子 ： 

Xu一{a∈Al Vz∈U，xRa~x∈U} 

X 一{Ⅱ∈AI lz∈U，xRaA ∈U} 

Bu一{．YC∈Ul Va∈A，xRa=>cc∈B} 

Bo一{z∈Ul a∈A，xRâ a∈B} 

定义 2_2] 设(U，A，D为一形式背景。对任意的B A， 

称(【，，B，IB)为形式背景(U，A，D的子形式背景，其 中 je—j 

n(【，×B)。 

对任意的B A，记 ，伽 为定义在子形式背景(u，B， 

)上的一对对偶近似算子。显然，X U， 一XTM nB， 

一 义< nB且XD 一 ，xOA—X◇。 

定义 3E 设(U，A，I)为一形式背景。对任意的 X U， 

B A，若 x—B◇且 B=XD，则称(x，B)为形式背景(U，A，D 

的对象定向概念 。称 X和B分别为对象定向概念(X，B)的 

外延和内涵。 

Yao Y．Y．在文献E3]中给出了对象定向概念之间的交运 

算和并运算： 

(X1，B1)̂ (Xz，B2)一((B1 nB2)◇，Bl FIB2) 

(X1，B1)V(Xz，B2)一(X1 UX2，(X1 UXz)口) 

其中( ，B )和( ，Bz)为两个对象定向概念。 

记Lo(u，A，J)一{(x，B)Ix—Bo，B—XD)为对象定向 

概念格 ， (U，A，D一{Xl(X，B)∈Lo(U，A，I)}为所有对 

象定向概念的外延构成的集合。 

定义4E ] 设(U，A，D为一形式背景。对任意的x u， 

B A，若 X=Ba且 B=Xo，则称(X，B)为形式背景(U，A，D 

的属性定向概念。称 X和 B分别为属性定向概念(X，B)的 

外延和内涵。 

属性定向概念之间的交运算和并运算定义如下 ： 

(X ，B )̂ (Xz，B2)一(X1 n x2，(X1 n )◇) 

(X1，B1)V(Xz，B2)一((B1 UB2)口，Bl UB2) 

其中(X1，B )和 (X2，B )为两个属性定向概念。 

记LA(u，A，D一{(x，B)lX=Bcj，B—X◇)为属性定向 

概念格，L̂U(己，，A，I)一{XI(X，B)∈La(【，，A，I)}为所有属 

性定向概念的外延构成的集合。 

性质 1 E。 设(U，A，D为一形式背景。对任意的 X， ， 

为任意的对象集合，B，B ，Bz为任意的属性集合，则有下 

列几条性质 ： 

(i)X1 Xz 卿  卿 ，． X◇，B1 B2 B B ， 

B B ； 

(ii) ◇ X X◇口，B口◇ B B◇口； 

(iii)Xsod 口，B口◇口 B口，X◇口◇ ，B◇口◇ B◇； 

(iv)(X nX2) = U卿 ，(X1 U X2)◇一X◇UX◇， 

(B nB )口一．8 nB ，(B UB )◇一B UB 。 

2．2 依赖空间的相关知识 

Novotny在文献El41中定义了属性幂集 P(A)上的同余 

关系，进而得到了依赖空间理论。 

定义 5_1 ] 设 A为一个有限非空集合， 是定义在属性 

幂集P(A)上的一个等价关系。称 为定义在(P(A)，U)上 

的一个同余关系，当它满足下面条件：若(B ，C1)∈ ，(B ， 

C2)∈ ，则(B1 UB2，C UC2)∈ 

定义 6̈1 ] 设 A 为一个 有限非 空集 合， 为定义在 

(P(A)，U)上的一个同余关系。则称(A， )为一个依赖空 

间。 

3 主要结果 

本节中主要研究对象定向概念格和属性定向概念格的依 

赖空间理论。 

3．1 对象定向概念格的依赖空间 

本小节中首先利用口B算子引入(P(【，)，n)上的同余关 

系，并详细讨论了同余关系及同余等价类的性质。进一步得 

到了同余类与对象定向概念外延的关系，以及同余关系与对 

象定向概念格的外延集之间的关系。 

设(U，A， )为一形式背景。对任意的B A，定义对象幂 

集P(己，)上的二元关系如下： 

R口 一{(X，y)∈P(U)×P(U)I 一Y口 } 

引理 1 设(【，，A，I)为一形式背景。对任意的 B A，则 

R叩为(P(【，)，I"1)上的一个 同余关系，即(己，，R口丑)为形式背 

景(U，A，I)上的一个依赖空间。 

记FX]~B一{y∈P(∽ 1(x，y)∈R口 }为 x关于R口 的 

同余类，I 口B(x)一n{yIy∈[X]R口 }。 

引理2 设(u，A，D为一形式背景。对任意的x 【，和 

B 4，有(1N~B(X)，X)∈R 。 

证明：由性质 1知，(IN B(x))口 一(n{y I y∈ 

[X] })。。 一y∈[ 
[1B 
y口 一 成立。所 以有 ( 。 

(X)，X)∈R口B。证毕。 

引理 2表明INR[ (x)是x的同余类[x]R口B的最小元 

素。 

引理 3 设(u，A，工)为一形式背景。对任意的B A， 

IN~c]B是一个内部算子。即 INlR口B满足下面 3条：(i)对任意 

的x 【，，INR口B(X) X成立；(ii)对任意的 x，y U，若 X 

y，则 INR口B(x) INR口B(y)；(iii)对任意的X U，JN B 

(JO—INlRlIB(IN~B(X))成立。 

证明：(i)由 INR口B的定义容易得到 ，R口B(X) X成 

立 。 

(ii)由于(IN~B(X)，X)∈R口 且(1N~B(y)，y)∈R 

对任意的X 和y都成立，再根据引理 1 Ru且为(P(U)，n)上 

的一个同余关系知(1N~c]B(x)n INlR匕B(y)，Xny}ERs 成 

立。所以，由 X y可得(I 口B(X)n INR[]B(y)，X)∈Rn 

成立，即IN B(x)n IN 13B(y)∈[x]尺[3B。于是由 JN B 

的定义知 孙，R口B(X) IN B(X)n jNR[]B(y)。从而有 

JN [3B(X)njN B(y)一IN B(X)。因此，IN B(X) 

仆 [3B(y)成立。 

(iii)由(IN B(X)，X)∈R口 和 (IN B(X)，jN B 
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(1NRrTB(X)))∈R口 知(X，1NRaB(1Nr~B(X)))ER口B，于是 

有 jNR口B(X) 三INR口日(INRE3B(X))。所以有 INdsB(X)一 

JN B(j』、 B(X))。证毕。 

引理4 设(己，，A，I)为一形式背景。对任意的x，y，z 

U和B A，若 X y Z和(X，Z)∈R ，则有 (X，y)∈ 

RD 和(y，Z)∈RD0。 

证明：由(y，y)∈R 和(X，Z)∈RuB，再根据引理 1 RCa 

为(P(U)，n)上的一个同余关系知，(xnY，zF／y)∈R 。 

于是若有 x y z，则(X，y)∈尺口B。再结合(x，Z)∈R口B 

有(y，Z)∈R口B成立。证毕。 

对任意的B A，记 y月一{XEP(∽ I jN_R (x)一x)。 

定理 1 设(U，A，I)为一形式背景。对任意的 X 【，和 

B A，有 

(i)IN B(X)一 ([]。◇B； 

(ii)y日一 I，(U，B，IB)； 

(iii)(INRDB(X)， )∈Lo(U，B，1B)。 

证明：(i)根据引理 2和性质 1可得： B◇ 一(INj B 

(X))口 ◇B~INRDB(X)。另一方面，由性质 1知 ]B◇ 口 一 

Xs 成立。于是有 ([]B◇ ∈[Ⅺ R口B，即JN (X) x口B◇ 。 

因此，INr~B(X)一) ◇B成立。 

(ii)对任意的 X∈L (U，B， )，显然有 X—X口 ◇ 。于 

是由(i)知 IN 日(X)一 (口 ◇ 一X，即 X∈ 。从而有 厶 

(U，B， ) 。反之若 X∈y丑，再根据(i)可得 X—IN B 

(X)一 B◇ ，于是有 XELou(U，B，IB)。从而有 y月 u 

(U，B，1B)成立。所以有 y曰一L，U(U，B， )。 

(iii)(INRD~(X)， )∈Lo(U，B，b)可直接 由 (i)及 

性质 1得到。证毕。 

引理 5 设(U，A ，I )和(U，Az，Jz)为两个具有相同对 

象集的形式背景。若 Lar(U，A ，I2) (U，A1，I )，则对 

任意的x∈P(【，)，有 

(i)INR口 1(jNR[] 2(X))一jNR口A2(X)； 

(ii)IN 口A2(X) 三IN A1(X)。 

证明：(i)由于 Lov(U，Az，I2) (U，A1，j )，且由定理 

1知对任意的 X∈P(U)，INCa。(X)∈L (U，A ，j2)，于是 

有 JN_尺[3A2(X)∈L，U(U，A1，I1)且 (INRC?A2(X))E3A~<>A1一 

INR口A2(x)。再结合 INR~a1(INr~A2(X))一(INR口A2 

(X))~A10A1可得，jN 口Al(JN 口A2(X))一jN [3A2(X)。 

(ii)由于jNR[3A 和 jN A2为内部算子，于是有 jN A2 

(X) X和 1NR~a1(1N~csa2(X)) INCA1(X)。再结合(i) 

知 ，jNR口A2(X) IN 121A1)(X)。证毕。 

定理 2 设 (U，A ，厶)和(U，Az，jz)为两个具有相 同对 

象集的形式背景 。则 工删 (U，Az，12) L (U，A ，J )等价于 

Rs 1 R口 2
。 

证明：充分性(反证法)：假设 (U，A ，I ) (U， 

A1，11)不成立，则存在x∈Lw(U，A2，I2)且 x∈L，IJ(【，，A1， 

11)。于是根据定理 1知 『尺口A1(X)CX=JNR口A2(X)。又 

由于 Rr；al cc_R。A2等价于 [x [3A1 [x] A2，因此有 

INr~A2(X) I N=l 口A1(X)，这与 INR口A1(X)cjNR[]A2(X)矛 

盾。所以假设不成立 ，即有 工删( ，A。，j2) 上 (U，A1，I1)。 

必要性(反证法)：假设尺 1 CR~az不成立，则存在 x∈ 

P(【，)使得 [x]R口A1 co_[x]R口A2不成立。于是存在 y∈ 
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[X]R口A 且y [x] 口nz。以下分两种情况：x∈Lr (U，A ， 

I )和 X L (U，A ，I1)分别证明。 

首先，若 x∈L (U，A ，I )，由 y∈EX]R~A 且y 

[X]R口A2可得，x—INCa (y)C y。再结合引理 3知 

JNR口A2(y) jN 口A1(y)。于是有 INR口A2(y)c_XCY。再 

根据引理4可得(y，x)∈RCaz，这与y [x]R口Az矛盾。所 

以假设不成立，即有 ，R]̂ R 。 

其次，若 x Lou(U，A1，I )，由于INR_l1̂1(x)∈ u(u， 

A1，I1)，根据上段证明知，[IN [3A1(x)]RE]A1 [IN~A1 

(x)]R口A2。由 y∈[x [3A1知，IN 口A1(x) y且 y∈ 

[jNR]̂ (x)]尺[]Az。再结合 IN DA (x) jN品[]A (X)可得 

IN 口A2(x) 三Y。由 y∈[1N~csa1(x)]R口A2知，JN A2 

( 口A1(X))一IN A2(y)。于是由 jNRC2A1(X) X可得 

INR口A2(IN 口A1(X)) JNR口A2(X)，从而， 『尺口A2(y) 

IN [3A2(X)。再结合 1Nr~a2(X) y和(JN 口A2(y)，y)∈ 

R口A2可得 ，(INCA2(X)，y)∈R口̂2。考虑到 (1N~Az(X)， 

X)ER0 2，则有(X，y)∈R]̂2，这与y [x]R口A 矛盾。所 

以假设不成立，即 R口A1 R 2成立。 

综之，若 L_U(U，A2，J2) L (U，A1，j1)，则有 Rll̂l 

尺口 2。 

3．2 属性定向概念格的依赖空间 

本小节中利用◇日算子引人(P(u)，U)上的同余关系，讨 

论了同余关系及同余等价类的性质。 

设(u，A，j)为一形式背景。对任意的B A，定义对象幂 

集 P(【，)上的二元关系如下： 

R◇B—f(X，y)∈P(U)×P(U)lX◇ 一yo } 

显然 为P(LD上的一个等价关系，且由性质 1容易验 

证R 为(P(U)，U)上的一个同余关系，即(U，R )为形式 

背景(U，A，D的一个依赖空间。 

记[X] B一{YEP(LD J(x，y)∈R◇B}为 x关于R伽的 

同余类，( (x)一U{YIYE[x] 伽 )。由性质 1容易验证 

对任意的X U和 B A有( ◇B(x)，X)∈ 。。即 C尺 

(x)是x的同余类FX]RoB的最大元素。 

引理 6 设 (U，A，D为一形式背景。对任意 的 B A， 

C尺◇B是一个闭包算子。即C尺◇B满足下面3条：(i)对任意的 

x U，XcC~oB(x)成立；(ii)对任意的x，Y U，若 x y， 

则 C尺◇日(X) ◇日(y)；(iii)对任意的 X U， ◇B(X)一 

(C~oB(X))成立。 

引理 7 设(L厂，A，J)为一形式背景。对任意的 X，Y，Z 

L厂和B A，若x y Z和(X，z)∈R◇ ，则有(x，y)∈R◇ 

和(y，Z)∈R◇ 。 

引理 6和引理 7的证明类似引理 3和引理 4的证明。 

对任意的B A，记 一{X∈P(∽ I ◇B(X)一X)。 

定理 3 设(U，A，j)为一形式背景。对任意的 X U和 

Bc__A，有 

(i) ◇日(X)一 日口。； 

(ii)I'B—L (U，B，1B)； 

(iii)(( ◇日(X)，X◇0)∈Lay(U，B， )。 

证明：(i)根据(C尺◇B(X)，X)∈R◇B及性质 1可得：CR◇B 

(X) ( ◇B(X))◇ 一Xo 口B。另一方面，由性质 1知 

x◇ 口B◇ 一x◇B成立。于是有 Xo ∈[x] B，即x◇ 口 



C B(X)。因此， ／>B(X)一 》 口。成立。 

(ii)对任意的 XELAU(U，B， )，显然有 X—Xo。 。于 

是由(i)知 C ◇日(X)一X◇ 口 一X，即 X∈r且。从 而有 ，LAU 

(U，B，IB) FB。反之若 x∈ ，再根据(i)可得 X一 B 

(X)=XO~2 ，于是有 XE- u(【，，B， )。从而有， (U，B， 

) rB成立。所以有 FB-二 (U，B， )。 

(iii)(CRo,(X)，X◇。)∈LAu(U，B，IB)可直接 由(i)及性 

质 1得到。证毕。 

引理 8 设(U，A ，I )和(U，Az，I2)为两个具有相同对 

象集的形式背景。若 (【，，A ，I：) L (U，A ，厶)，则对 

任意的 X∈P(【，)，有 

(i)CR~A1(CR~A2(X))=CROA2(X)； 

(ii)CR~A1(X) C OA2(X)。 

证明：(i)由于 LAu(U，A2，j2) L̂￡，(U，A1，I1)，且 由定 

理 3知对任意的X∈P(U)，CROAz(X)∈LAu(U，A2，12)，于是 

有 c尺◇̂2(X)∈LAu(U，A1，I1)且( ◇A2(X))◇A1口A1一CROAz 

( )。再结合 CROA1(CRoA2(x))一(CeOA2(x))◇A1口 1可得， 

CR<>A1(CR~A2(X))=CROA2(X)。 

(ii)由于 ◇～ 和 ◇Az为闭包算子，于是有 X 。̂2 

(x)和 CROA1(x) cR◇A1(C尺◇A2(x))。再结合(i)知，CRoal 

(X) CR<>A2(X)。证毕。 

定理 4 设(U，A ，I )和(U，Az，Iz)为两个具有相同对 

象集的形式背景。则 u(U，Az，』2) LAU(U，A ，I )等价于 

R◇̂ 1~
_

ROAz。 

证明：充分性(反证法)：假设 LAU(己厂，Az，Iz) u(U， 

A ，I )aq成立，则存在 X∈L』 (U，A2， )且 X u(U，A ， 

j1)。于是根据定理 3知 CROAz(X)一XCCR@A1(X)。又由 

于R ~ROAz等价于 [X]ROA [x] Az，从而有CROA1(x) 

~CRoA2(X)，这与 CROA2(X) CR◇A1(X)矛盾。所以假设不 

成立，即有 LAU(U，A2， ) L』 (U，A1，11)。 

必要性(反证法)：假设 ROA1 R<>A2不成立，则存在 XE 

P(【，)使得[x]R◇A [x] 。不成立。于是存在 y∈ 

[X]R<>A1且y [x]R◇Az。以下分XccL (U，A ，11)和x 

LAU(U，A ，I )两种情况分别证明。 

首先，若x∈ u(u，A1，I1)，由于YE[x] ◇̂1且 y 

[x]ROAz可得，YC ◇A1(Y)一X。再结合引理 8有 YC2X= 

CROA1(Y)~__CROA2(y)。再根据引理 7可得，(y，x)∈ A2， 

这与 y∈[x] OAz矛盾。所以假设不成立，即有，ROA1 

R◇ 2。 

其次，若 X L u(【，，A ，I )，由于 CR◇A1(X)∈LAu(L厂， 

A1，j1)，根据 上段证 明知，[C尺OA1(x)]R◇A [CROA1 

(X)]ROA2。由y∈[x]R◇̂1知，y(二二CROA1(y)一X且 y∈ 

~CROA1(x)]ROA2，再结合 CROA1(x) ◇̂2(x)可得 y 

fROA2(x)。由Yff~CROA1(x)]ROA2知，CROA2(CROA1(x)) 

~ CROA2(y)。于是由X~CROA1(X)可得 CROA2(X) CROA2 

(CROA1(x))。从而，CROA2(X) CR◇Az(Y)。再结合 y 

CR◇A2(X)和(y，CROA2(y))∈ROAz可得，(y，CRoq (X))∈ 

ROA2
。 考虑到(X，CROA2(X))∈R◇A2，则有 (X，y)∈R◇ 2， 

这与Yq：[X]R◇A：矛盾。所以假设不成立，即R◇A1 R◇A2。 

综之，ROA1 R◇̂2。 

结束语 本文主要研究如何将对象(属性)定向概念格之 

间的关系转化为对应的二元关系之间的关系。基于一对对偶 

算子，本文在对象定向概念格和属性定向概念格中引入了两 

个同余关系，并讨论了同余关系的性质。进一步构造了一个 

内部算子和一个闭包算子，研究了内部算子和闭包算子与形 

式概念之间的关系。最后证明了两个概念格之间的包含关系 

与对应的同余关系之间的反包含关系是等价的。该结果为基 

于同余关系下的对象定向概念格和属性定向概念格的知识约 

简与规则提取提供了理论基础。 
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