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摘　要　随着大数据时代的到来,大规模计算的需求使得人们对芯片性能的要求日益提高,片上网络(NetworkＧonＧChip,NoC)

作为芯片内部以网络通信为中心的互连结构,在通信的各个方面实现了良好的平衡.NoC组件的物理布局及互连方式对芯片

的总体性能(如信号延迟、电路成本等)有着很大的影响,因芯片面积有限,最小化连接组件的导线总长度,即最小化线长,被作

为芯片设计的重点.分层立方体网络(HierarchicalCubicNetwork,HCN)具有通信延迟低、可靠性和扩展性高等优点,而线性

阵列是 NoC常用的拓扑结构之一,将分层立方体网络移植到线性阵列上,就可以在线性阵列上模拟分层立方体网络的结构和

算法.图嵌入是实现网络移植的关键技术.在图嵌入中,最小化导线总长度的目标可以通过求解具有最小线长的最优嵌入来

达成.文中主要研究了分层立方体网络在线性阵列中的最优嵌入问题.首先,通过研究分层立方体网络的最优集,提出了分层

立方体网络在线性阵列中的一种嵌入方案hel,并证明在嵌入方案hel下的线长相比其他嵌入方案下的线长是最小的,即hel为

最优嵌入;然后给出了嵌入hel下线长的精确值以及一个时间复杂度为 O(N)的嵌入算法,其中 N 为n 维分层立方体网络的顶

点数且N＝２２n;其次,还给出了分层立方体网络在 NoC上的线性物理布局算法;最后,通过对比实验评估了嵌入hel的性能.

关键词:片上网络;图嵌入;线长;分层立方体网络;线性阵列
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Abstract　Withtheadventoftheeraofbigdata,thedemandoflargeＧscalecomputingmakestherequirementsontheperformance

ofchipsconstantlyincreasing．NetworkＧonＧChip(NoC),asanetworkＧcommunicationＧcenteredinterconnectionstructureonchips,

hasachievedagoodtradeoffinallaspectsofcommunication．ThephysicallayoutandinterconnectionmodeofNoCcomponents

haveasignificantimpactontheoverallperformanceofthechip(suchassignaldelay,circuitcost)．Duetothelimitedareaofthe

chip,minimizingthetotallengthofwiresconnectingcomponents,inotherwords,minimizingwirelength,isconsideredasthekey

ofchipdesign．Thehierarchicalcubicnetworkisanexcellentinterconnectionnetworkwhichhaslesscommunicationdelay,better

reliabilityandgreaterscalabilitywhilethelineararrayisoneofthecommontopologiesofNoC．WhenthehierarchicalcubicnetＧ

workisportedtothelineararray,thestructureandalgorithmofhierarchicalcubicnetworkcanbesimulatedonthelineararray．

Graphembeddingisakeytechnologytorealizenetworkporting．Ingraphembedding,thegoalofminimizingthetotalwirelength

canbeachievedbyfindingtheoptimalembeddingwithminimum wirelength．Thispapermainlystudiestheoptimalembedding

problemofhierarchicalcubicnetworksintolineararrayswithminimum wirelength．Firstly,bystudyingtheoptimalsetofthe

hierarchicalcubicnetwork,anembeddingschemehelofhierarchicalcubicnetworksintolineararraysisproposed,anditisproved

thatthewirelengthunderhelisminimumcomparedwithotherembeddingschemes,thatis,helisanoptimalembedding．Then,

theexactvalueofthewirelengthunderhelandanembeddingalgorithmwithO(N)timecomplexityaregiven,whereN＝２２nis

thenumberofverticesofthenＧdimensionalhierarchicalcubenetwork．Furthermore,analgorithmofphysicallinearlayoutinNoC



forhierarchicalcubicnetworksisproposed．Finally,comparisonexperimentsareconductedtoevaluatetheperformanceofembedＧ

dinghel．

Keywords　NetworkＧonＧChip,Graphembedding,Wirelength,Hierarchicalcubicnetworks,Lineararrays

　

１　引言

超大规模集成电路(VeryLargeScaleIntegration,VLSI)

技术可以将整个电子系统或其子系统集成到一块芯片上,实

现信息的收集、处理和存储等功能.芯片上电子系统组件间

的互连方式很大程度上影响着该系统的通信性能以及成本消

耗.随着电子系统组件数量的剧增,组件间的互连方式成为

制约芯片发展的重要因素,片上网络(NoC)技术应运而生[１].

NoC在芯片上实现了以网络通信为中心的互连结构,克服了

传统电子系统的局限性,在延迟、吞吐量和芯片面积消耗等方

面实现了良好的平衡.

从拓扑角度来看,NoC的结构可以用简单图G＝(V,E)

来表示,图中的顶点集V 和边集E 分别表示 NoC上的物理

组件及连接它们的物理导线.NoC上组件的物理布局及其

连接方式对芯片的总体性能(如信号延迟、功耗、电路成本等)

有着很大的影响,其中,在芯片面积有限的情况下,连接组件

的导线总长度是制约芯片性能的关键因素.因此设计芯片

时,我们将重点关注最小化导线总长度问题,即最小化线长

(Wirelength)问题.

超立方体及其变型网络具有可扩展性好、可靠度高、通信

时延低等良好的通信性能,但它们的局限性在于,在节点数量

增加时需要改变基本的节点配置,而且会导致网络的链路数

量呈指数级增长,进而降低了其对大型系统的普适性[２].分

层互连网络可以利用并行应用的通信局部性来设计网络,从

而降低链路成本;同时,分层互连网络采用多层次网络和复制

高级网络的技术,拥有良好的通信和容错能力.Ghose等提

出的分层立方体网络(HCN)[３]作为分层互连网络中的一种

综合性质优良的网络,与有着相同规模(顶点数)的超立方体

相比,其边数几乎是超立方体的一半,直径也几乎是超立方体

的２/３[４].这意味着在最坏的情况下,任意两个顶点之间的

通信延迟减少了近１/３[５].近年来,不少研究都证明了分层

立方体网络在容错和连通度方面的优良性能,如 Bossard等

研究了分层立方体网络中一个源节点到多个目的节点之间的

不相交路径[６];Liu等研究了在PMC模型和 MM∗模型下分

层立方体网络的gＧ额外条件诊断度[７];Li等研究了在 PMC
诊断模型下分层立方体网络的条件诊断度[８];Zhao等提出了

分层立方体网络的广义４Ｇ连通度[９].

分层立方体网络是一种性能优良的互连网络,将其移植

到 NoC中,我们就可以在 NoC上模拟该网络的结构和算法,

从而使 NoC也具有类似的通信模式.而上述的网络移植可

以通过图嵌入来实现.图嵌入可以将一个网络(客图)嵌入另

一个网络(主图)中,从而实现客图的结构模拟和算法移植.

因为芯片设计的重点是最小化线长,所以研究互连网络在

NoC上的嵌入时,通常把线长作为衡量图嵌入性能的主要指

标,并且把具有最小线长的图嵌入称为最优嵌入.于是,设计

芯片时的最小化导线总长度问题就转换成了求解最优嵌入

问题.

NoC中常用的拓扑结构有线性阵列(LinearArrays)、环
(Rings)、网格(Grids)、环绕(Torus)等[１０Ｇ１１],其中线性阵列的

嵌入问题是研究其他拓扑结构嵌入问题的基础.因此,众多

学者围绕上述嵌入问题展开了研究,如 Manuel等研究了超

立方体在线性阵列和网格中的最优嵌入并给出了精确的最小

线长[１２];Arockiaraj等首先研究了局部扭立方体在线性阵列

中的最优嵌入[１３],然后,Shalini等以此为基础提出了局部扭

立方体在网格中的最优嵌入算法[１４];Fan等解决了３元n维

立方体[１５]和交换立方体[１６]在线性阵列和网格中的最优嵌入

问题,并且给出了具体的线性物理布局算法;Xia等提出了增

广立方体在网格中的最优嵌入算法[１７].

由上述内容可知,分层立方体网络在线性阵列中的最优

嵌入问题目前还没有得到解决,故本文针对该问题展开了研

究.解决该问题的主要难点在于:

(１)与超立方体及其变型网络相比,分层立方体网络中边

的连接方式更复杂,这使得寻找最优嵌入的过程更困难.

(２)在现有的研究中,大多数文献求解得到的最优嵌入都

为词典嵌入[１８],即lex:V(G)→V(H),对于任意点u＝un－１

un－２􀆺u０∈V(G),令lex(u)＝∑
n－１

i＝０
ui２i,即lex(u)为点u的十进

制表示,其中ui∈{０,１}且０≤i≤n－１.但词典嵌入对分层立

方体网络在线性阵列中的嵌入来说并不是最优嵌入.

我们通过研究分层立方体网络的最优集,解决了分层立

方体网络在线性阵列中的最优嵌入问题.本文的贡献如下:

(１)研究了分层立方体网络的最优集.

(２)提出了分层立方体网络在线性阵列中的嵌入方案

hel,证明了嵌入hel为最优嵌入,并且给出了该嵌入下最小线

长的精确值.

(３)给出了时间复杂度为 O(N)的嵌入算法以及 NoC上

的线性物理布局算法,其中 N 表示一个n 维分层立方体网络

的顶点数且N＝２２n.

本文第２节给出了本文需要使用的图论相关术语和符

号;第３节介绍了解决最优嵌入问题的基础,即最优集问题,

接着给出了分层立方体网络在线性阵列中的最优嵌入hel、最

小线长的精确值和相应的嵌入算法,以及分层立方体网络在

NoC上的线性物理布局算法;第４节进行了对比实验,实验

结果表明本文提出的嵌入hel与其他两种嵌入方案相比具有

更大的优势;最后总结全文.

２　预备知识

２．１　术语和符号

一个简单无向图可以用G＝(V(G),E(G))来表示,其中

V(G)是G的顶点集,E(G)是G 的边集.给定两个简单无向

图G１＝(V(G１),E(G１))和 G２ ＝ (V(G２),E(G２)),如 果
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V(G２)⊆V(G１)并且E(G２)⊆E(G１),那么称G２ 是G１ 的一个

子图;如果V′⊆V(G)且E′＝{(u,v)∈E(G)|u,v∈V′},那么

称G[V′]是G的导出子图.

给定两个简单图 G＝(V(G),E(G))和 H＝(V(H),

E(H)),S 是G 的一个顶点子集,令一个一对一映射为f:

V(G)→V(H),令T＝{x∈V(H)|f－１(x)∈S},于是 T＝

f(S)且S＝f－１(T).对于图G和图H,如果存在两个一对一

映射Ψ:V(G)→V(H)和 Φ:E(G)→E(H),对 任 意e∈
(u,v)∈E(G),有Φ(e)＝(Ψ(u),Ψ(v))∈E(H),那么称G 同

构于H,记作G≅H.

客图G在主图H 中的嵌入定义如下[１２]:１)f是V(G)→

V(H)的一对一映射;２)fp 是E(G)→{Pf(f(u),f(v))}的一

对一映射,其中Pf(f(u),f(v))表示 H 中点f(u)到点f(v)

的最短路径且(u,v)∈E(G).为了方便叙述,我们把该嵌入

简单地记作f.

接着,我们给出边拥塞度和线长的定义.

定义１[１２]　给定一个图G在图H 中的嵌入f,e是H 中

的任意一条边,边e的边拥塞度为ECf(e)＝|{(u,v)∈E(G)|

e∈E(Pf(f(u),f(v)))}|.

定义２[１９]　给定一个图G在图H 中的嵌入f,嵌入f下的

线长为WLf(G,H)＝ ∑
(u,v)∈E(G)

d(f(u),f(v))＝ ∑
e∈E(H)

ECf(e),其中

d(f(u),f(v))表示路径Pf(f(u),f(v))的长度.

进而引入图 G 在图 H 中的嵌入的最小线长,其定义

如下.

定义３[１２]　图G在图H 中的嵌入的最小线长为WL(G,

H)＝min{WLf(G,H)|f}是一个图G在图H 中的嵌入.

因此,最优嵌入问题就是找到一个嵌入f使其线长满足

WLf(G,H)＝WL(G,H).由于本文研究的是分层立方体网

络在线性阵列中的最优嵌入问题,我们首先介绍分层立方体

网络的相关概念.

２．２　分层立方体网络

一个n维的分层立方体网络Hn 由２n 个n维超立方体组

成,这些超立方体也被称作簇.Hn 中顶点的总数为N＝２２n.

点u∈V(Hn)可以被表示成一对n位的二进制序列,即u＝
(u２n－１􀆺un,un－１ 􀆺u０),其 中u２n－１ 􀆺un 代 表 点u 的 簇 号,

un－１􀆺u０ 代表点u在簇中的点号,ui∈{０,１}且０≤i≤２n－１.

定义４[３]　Hn 中两个点u＝(x,y)和v＝(w,z)相连当且

仅当下列３个条件之一成立(其中x－ 是x 序列的二进制补

码):

(１)如果x＝w,那么 H(y,z)＝１;

(２)如果x≠w 且x≠y,那么x＝z,y＝w;

(３)如果x≠w 且x＝y,那么w＝z＝x－.

其中 H(y,z)表示序列y和序列z不同的位数.令E１,E２ 和

E３ 分别表示满足条件(１),(２)和(３)的边的集合.

根据上述定义可以得到以下结论:如果两个簇的簇号是

互补的,那么它们之间有两条边,否则就只有一条.

对于点u＝(u２n－１ 􀆺un,un－１ 􀆺u０)∈V(Hn),令c(u)＝

∑
２n－１

i＝n
ui２i 表示点u所在簇的十进制簇号,p(u)＝∑

n－１

i＝０
ui２i 表示点

u在簇中的十进制点号,l(u)＝ ∑
２n－１

i＝０
ui２i 是点u在Hn 中的十进

制表示.我们把簇号为c(u)的n维立方体记作Qc(u)
n ,并且称

Qc(u)
n 和Q２n－１－c(u)

n 是互补的.

图１给出了一个２维的分层立方体网络 H２,其中E１,E２

和E３ 中的边分别用粗线、实线和虚线来表示,红色字体和黑

色字体分别是点的十进制和二进制表示.

图１　分层立方体网络H２(电子版为彩图)

Fig．１　HierarchicalcubicnetworkH２

３　分层立方体网络在线性阵列中的最优嵌入及线

性物理布局

３．１　分层立方体网络的最优集

为了解决最优嵌入问题,我们首先引入最优集问题和最

大导出子图问题.

对于图G＝(V(G),E(G)),在所有点数为m 的导出子图

中,边数最多的导出子图被称作最大导出子图.令最大导出

子图的边数为 NG(m)＝max|E(G[A])|,其中顶点集A 满足

A⊆V(G)且|A|＝m.最大导出子图问题就是找到一个顶点

集A⊆V(G)满足|A|＝m 和|E(G[A])|＝NG(m).

对于图G＝(V(G),E(G)),在所有将V(G)分成两部分

(A 和V(G)－A)且满足|A|＝m 的边割中,使得边割具有最

少边数的顶点集A 被称作最优集.令最优集对应边割的边

数为θG(m)＝min|[A,V(G)－A]|,其中A⊆V(G),|A|＝m
且[A,V(G)－A]＝{(u,v)∈E(G)|u∈A,v∈V(G)－A}.最

优集问题就是找到一个顶点集A⊆V(G)满足|A|＝m 以及

|[A,V(G)－A]|＝θG(m).

一个正则图的最优集问题和最大导出子图问题本质上是

一样的[１６].因为Hn 为(n＋１)Ｇ正则图,所以它的最大导出子

图的顶点集也是它的最优集.

首先,我们 将 在 定 义 ５ 和 定 义 ６ 中 分 别 给 出 顶 点 集

Li′(k)和Li 的定义.

定义５　在 Hn 的一个簇Qk
n 中,令有序点集 L′(k)为

L′(k)＝{０＋k􀅰２n,１＋k􀅰２n,􀆺,２n－１－１＋k􀅰２n,２n－１＋

k􀅰２n,２n－２＋k􀅰２n,􀆺,２n－１＋１＋k􀅰２n,２n－１＋k􀅰２n},其中

０≤k＜２n.L′(k)的前i个点组成的点集记作Li′(k),其中

i＝１,２,􀆺,２n.

定义６　对于０≤x＜２n,０＜y≤２n,令i＝x􀅰２n ＋y.

顶点集Li 的定义如下:
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Li＝
V
~
∪Ly′ x

２( ) , xmod２＝０

V
~
∪L′ x

２( ) ∪Ly′ ２n－１－ x
２( ) ,xmod２＝１

ì

î

í

ïï

ïï

其中V
~

＝ ∪
x
２ －１

k＝０
L′(k)∪L′(２n－１－k).

接着,我们将在定理１中证明上述顶点集Li 为分层立方

体网络的最优集.为了证明定理１,我们给出如下引理.

引理１[１２]　设Qn 是一个n维的超立方体,Li＝{０,１,􀆺,

i－１}是Qn 的一个最优集,其中i＝１,２,􀆺,２n.

引理２　Li′(k)是Qk
n的一个最优集,其中i＝１,２,􀆺,２n

并且０≤k＜２n.

证明:不失一般性,我们假设k＝０.于是有以下两种

情况.

情况１　１≤i≤２n－１.很明显,Li′(０)＝Li＝{０,１,􀆺,i－

１},因此Li′(０)是Q０
n 的一个最优集.

情况２　２n－１＜i≤２n.此时Li′(０)＝{０,１,􀆺,２n－１－１,

２n－１,􀆺,３×２n－１－i}.首先我们给出一个映射h:Li′(０)→
Li,对 于 Li′ (０) 中 的 任 意 点 u, 令 h (u) ＝

２n－１－１－u, u∈{０,􀆺,２n－１－１}

３×２n－１－１－u, u∈{２n－１,􀆺,２n－１}{ .设 点 u 的 二 进 制

为(u２n－１􀆺un,un－１un－２ 􀆺u０),以 及 点 h(u)的 二 进 制 为

(u′２n－１􀆺un′, u′n－１ u′n－２ 􀆺 u０′), 其 中 u′m ＝
１－um, ０≤m＜n－１

um, n－１≤m≤２n－１{ .接着我们证明对于任意两个点

u,v∈Li′(０),若存 在 (u,v)∈E(Q０
n [Li′(０)]),则 一 定 有

(h(u),h(v))∈E(Qn[Li]).(u,v)∈E(Q０
n[Li′(０)])表示点u

和点v的二进制序列有且仅有一位不同.根据上述映射,可
以看出点h(u)和点h(v)的二进制序列也是有且仅有一位不

同,也就是说一定有(h(u),h(v))∈E(Qn[Li]).通过同构的

定义,我们得知Q０
n[Li′(０)]≅Qn[Li],又根据引理１,可以证

明Li′(０)是Q０
n 的一个最优集.

根据定义４可知Hn 中的任意Qs
n 和Qt

n 都满足Qs
n≅Qt

n,

其中０≤s＜t＜２n.综上所述,引理２得证.

引理３[１５]　在一个n维的超立方体Qn 中,|E(Qn[Li])|＋

|E(Qn[Lj])|＋min{i,j}≤|E(Qn[Li＋j])|,其中１≤i,j＜２n

并且２≤i＋j≤２n.

根据引理３,我们可证得如下引理４成立.

引理４　Sk１
(s)是Qs

n中任意一个具有k１ 个点的点集,Sk２

(t)是Qt
n 中 任 意 一 个 具 有k２ 个 点 的 点 集,其 中 １≤k１ ≤

k２≤２n,０≤s,t＜２n,并且Sk１
(s)∩Sk２

(t)＝Ø,则有|E(Hn[Sk１

(s)∪Sk２
(t)])|≤|E(Hn[Lk１＋k２

])|.

证明:设E(Hn[A∧B])＝{(u,v)∈E(Hn)|u∈A,v∈B},

其中A,B⊂V(Hn).令mi＝|Ei∩E(Hn[Sk１
(s)∪Sk２

(t)])|,

其中i＝１,２,３.由定义４可知,两个簇之间最多有两条边,故

０≤m２＋m３≤２.不失一般性,我们假设s＝０,为获得最大导

出子图,令t＝２n－１－s,于是t＝２n－１.设k＝k１＋k２,对于

２≤k≤２n＋１,我们考虑下列两种情况.

情况１　２≤k≤２n.|E(Hn[Sk１
(s)∪Sk２

(t)])|＝|E(Hn

[Sk１
(s)])|＋|E(Hn[Sk２

(t)])|＋|E(Hn[Sk１
(s)∧Sk２

(t)])|≤
|E(Hn[L′k１

(s)])|＋|E(Hn[L′k２
(t)])|＋min{k１,k２}≤|E(Hn

[L′k１＋k２
(s)])|＝|E(Hn[Lk１＋k２

])|.

情况２　２n ＜k≤２n＋１.|E(Hn[Sk１
(s)∪Sk２

(t)])|＝
|E(Hn[Sk１

(s)])|＋|E(Hn [Sk２
(t)])|＋|E(Hn [Sk１

(s)∧
Sk２

(t)])|≤|E(Hn[L′k１
(s)])|＋|E(Hn [L′k２

(t)])|＋m２ ＋
m３≤|E(Hn[Lk１＋k２

])|.

综上所述,引理４成立.

根据引理４,在已证得２个簇的情况下,Li 为 Hn 的最优

集.使用类似的证明方法,我们可以证得k个簇的情况下,Li

为Hn 的最优集,其中２＜k≤２n,于是可以得到如下定理.

定理１　Li 是Hn 的一个最优集,其中i＝１,２,􀆺,２２n.

３．２　分层立方体网络的最优嵌入

在本节中,我们将利用最优集来解决分层立方体网络在

线性阵列中具有最小线长的最优嵌入问题.首先将介绍两个

重要的引理.

引理５[１２]　图G是一个rＧ正则图,f是图G 在图H 中的

一种嵌入方案.S是H 的一个边割,去掉S 后 H 将被分成

两个部分H１ 和 H２,令G１＝f－１(H１)并且G２＝f－１(H２).S
若满足下列条件:

(１)对任意边(u,v)∈E(G１)∪E(G２),Pf(f(u),f(v))在

S中没有边;
(２)对任意边(u,v)∈E(G)且u∈V(G１),v∈V(G２),

Pf(f(u),f(v))在S中有且仅有一条边;
(３)V(G１)是一个最优集.

则ECf(S)＝∑
e∈S

ECf(e)最小,也就是说,对于图G 在图H 中

的任意一种嵌入方案g 都满足ECf(S)≤ECg(S).我们还可

以得到ECf(S)＝r|V(G１)|－２|E(G１)|.

引理６[１２]　f:G→H 是图G 到图 H 的一种嵌入方案,
{S１,S２,􀆺,Sp}是E(H)的划分,其中每个Si 都是H 的一个

边割.于是有WLf(G,H)＝∑
p

i＝１
ECf(Si).

定义７[１６]　对于任意一个整数n≥１,具有n个点的线性

阵列可以被记作Pn,它的顶点集为V(Pn)＝{０,１,􀆺,n－１},

边集为E(Pn)＝{(i,i＋１)|０≤i≤n－２}.

然后,在定义８中给出分层立方体网络在线性阵列中的

一种嵌入方案hel,进而在引理７中证明该嵌入方案具有最小

线长,即该嵌入为最优嵌入.

定义８　hel:V(Hn)→V(P２２n )是分层立方体网络Hn 在线

性阵列P２２n 中的一种嵌入方案.对于任意点u∈V(Hn),我们

定义:

　hel(u)＝

２n＋１c(u)＋p(u), ０≤c(u)＜２n－１,

０≤p(u)＜２n－１

２n＋１c(u)－p(u)＋３􀅰２n－１－１, ０≤c(u)＜２n－１,

２n－１≤p(u)＜２n

－２n＋１c(u)＋p(u)＋２２n＋１－２n, ２n－１≤c(u)＜２n,

０≤p(u)＜２n－１

－２n＋１c(u)－p(u)＋２２n＋１＋２n－１－１,２n－１≤c(u)＜２n,

２n－１≤p(u)＜２n

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

图２给出了H２ 在线性阵列P２４ 中的嵌入hel,其中黑色字

体表示线性阵列中点的十进制表示,红色字体表示分层立方

体网络嵌入线性阵列后的点的十进制表示.
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图２　分层立方体网络H２ 在线性阵列P２４ 中的嵌入(电子版为彩图)

Fig．２　EmbeddingofhierarchicalcubicnetworkH２inlineararrayP２４

　　引理７　嵌入hel下的线长是分层立方体网络Hn 嵌入到

线性阵列P２２n 的最小线长.

证明:令G＝Hn,H＝P２２n ,边割Si 是线性阵列P２２n 的第i
条边,即Si＝{(i－１,i)},其中１≤i＜２２n.Si 将H 分成两部

分,即 H１ 和 H２,G１＝hel－１(H１),G２＝hel－１(H２).很明显,

G１ 和G２ 都满足引理５的条件(１)和(２).又因为V(G１)＝

Li,根据引理５和定理１我们可以得到EChel(Si)是最小的.

根据引理６可知,引理７成立.
根据引理７,我们已经证得嵌入hel为分层立方体网络在

线性阵列中的最优嵌入.下面将根据引理８,在定理２中给

出最小线长的精确值及证明过程.

引理８[１２]　 超立方体Qn 嵌入线性阵列P２２n 的最小线长

为WLf(Qn,P２n)＝２２n－１－２n－１.

定理２　分层立方体网络Hn 在线性阵列P２２n 中的最小线

长为WLhel(Hn,P２２n )＝１
３

(２４n－１＋５×２３n－２－２２n－１＋２n).

证 明:根 据 引 理 ７ 和 定 义 ２,我 们 通 过 计 算 路 径

Phel(hel(u),hel(v))的总长度来计算该嵌入下的总线长,其中

(u,v)∈E(Hn).有如下３种情况.

情况１　(u,v)∈E１.每个簇都是一个超立方体,而Qn

可以被分成两个不相交的Qn－１,根据引理８,我们得到此情况

下的线长为w１＝２WLhel(Qn－１,P２n－１)＋(１＋３＋􀆺＋２n－１)＝

２２n－１－２n－１.

情况２　(u,v)∈E２.不失一般性,我们不妨假设c(u)＜
c(v).

情况２．１　０≤c(u)＜c(v)＜２n－１.满足该情况的路径

中,有２n－１－１条长度为２×１×(２n－１)＋１的路径,２n－１－２
条长度为２×２×(２n－１)＋２的路径,􀆺,以及一条长度为２×
(２n－１－１)×(２n－１)＋２n－１－１的路径.因此,该情况下的线

长为w２＝ ∑
２n－１－１

j＝１
[２j(２n－１)＋j](２n－１－j).

情况２．２　０≤c(u)＜２n－１ ＜c(v)＜２n 并且 ２c(u)≤
２(２n－c(v))－１.满足该情况的路径中,有 ２n－１ 条长度为

[２n－１－２×(２n－１－１)](２n－１)－(２n－１－１)的路径,２n－１－１
条长度为[２n－１－２×(２n－１－２)](２n－１)－(２n－１－２)的路

径,􀆺,以及一条长度为(２n－１－２×０)(２n－１)－０的路径.

因此,该情况下的线长为 w３＝ ∑
２n－１－１

j＝１
[(２n －１－２×j)(２n －

１)－j](j＋１).

情况２．３　０≤c(u)＜２n－１ ＜c(v)＜２n 并且 ２c(u)＞
２(２n－c(v))－１.满足该情况的路径中,有２n－１－１条长度为

２×１×(２n－１)－(２n－１－１)的路径,２n－１－２条长度为２×２×
(２n－１)－(２n－１－２)的路径,􀆺,以及一条长度为２×(２n－１－
１)×(２n－１)－１的路径.因此,该情况下的线长为 w４ ＝

∑
２n－１－１

j＝１
[２j(２n－１)－(２n－１－j)](２n－１－j).

情况２．４　２n－１≤c(u)＜c(v)＜２n.与情况２．１类似,该

情况下的线长为w５＝ ∑
２n－１－１

j＝１
[２j(２n－１)＋j](２n－１－j).

情况３　(u,v)∈E３.满足该情况的路径中,有２n－１条长

度为 ２n ＋２n－１ 的 路 径,因 此,该 情 况 下 的 线 长 为 w６ ＝

２n－１(２n＋２n－１).

最后,我们可得分层立方体网络Hn 嵌入线性阵列P２２n 的

最小线长为 WLhel(Hn,P２２n )＝∑
６

i＝１
wi＝ １

３
(２４n－１＋５×２３n－２－

２２n－１＋２n),定理２得证.

接着,给出一个分层立方体网络在线性阵列中的最优嵌

入算法,即算法１.在算法１中,为了更清晰地区分顶点,我
们用ui 来表示十进制为i的顶点u.对于每个点u∈V(Hn),

首先将点u标记为它在Hn 中的十进制值,然后将点u映射到

线性阵列的点v＝hel(u)上;最后得到最优嵌入hel.

分层立方体网络Hn 在线性阵列P２２n 中的最优嵌入算法

的时间复杂度为O(N),其中N 表示Hn 中顶点的数量且N＝

２２n.

算法１　Hn 在P２２n 中的最优嵌入

输入:分层立方体网络Hn 和线性阵列P２２n

输出:Hn 在P２２n中的最优嵌入hel

１．fori＝０to２２n－１do

２．　p←i％２n;

３．　c←(i－p)/２n;

４．　/∗标记点ui,其中ui∈V(Hn)∗/

５．　将点ui标记为i;

６．　/∗将Hn 中的点ui嵌入到P２２n中的点vj,其中vj∈V(P２２n)∗/

７．　if０≤c＜２n－１then

８．　　if０≤p＜２n－１then

９．　　　j←２n＋１c＋p;

１０．　 else

１１．　　 j←２n＋１c－p＋３􀅰２n－１－１;

１２．if２n－１≤c＜２nthen

１３．　 if０≤p＜２n－１then

１４．　　 j←－２n＋１c＋p＋２２n＋１－２n;

１５．　 else

１６．　　 j←－２n＋１c－p＋２２n＋１＋２n－１－１;

１７．　 将点vj标记为j;

１８．返回嵌入hel.

３．３　分层立方体网络的线性物理布局

首先给出 NoC物理布局中轨道的概念.轨道指一条连

续的水平或垂直的线,将导线布局在上面可以使其不与其他

导线重叠.在线性物理布局中,所有Hn 中的顶点都会被放置

在同一个线性阵列上.为了降低成本,轨道数应尽可能少.
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我们给出了分层立方体网络在 NoC上的线性物理布局

算法,即算法２.在算法２中,首先根据文献[２０]中提到的超

立方体在线性阵列上的物理布局方法将 Hn 中同一个簇内的

点相互连接起来.对于不同簇之间的顶点,我们根据簇号的

间隔i来对轨道上的导线进行划分,在第i类轨道上,将j号

簇与i＋j号簇通过E２ 中的边相连,同时必须满足此轨道上

的导线不会与其他导线重叠,其中１≤i≤２２n－１.最后用E３

中的边将每对互补的簇相连,并将这些导线放置在同一轨道

上.根据上述步骤,我们可以保证放置在同一轨道上的导线

是不重叠的,于是就获得了Hn 的线性物理布局.

图３给出了分层立方体网络H２ 的线性物理布局,框内的

数字代表H２ 中的顶点标号,框上的数字代表线性阵列上的点

的初始标号.

图３　H２ 的线性物理布局

Fig．３　LinearphysicallayoutofH２

根据文献[２０]中的结论和算法２,通过计算可以得到定

理３.

定理３　算法２中 Hn 的线性物理布局需要的轨道数为

tnum(Hn)＝２２n－２＋２n－１＋ ２n＋１

３ ＋ n
２

.

算法２　Hn 的线性物理布局

输入:分层立方体网络Hn 和线性阵列P２２n

输出:Hn的线性物理布局 h

１．/∗将 Hn中同一个簇中的点相连∗/

２．fori＝０to２n－１－１do

３．　 连接点 hel－１(２i)和点 hel－１(２i＋１);

４．ifn％２＝１then

５．　 start←１;

６．　 flag←１;

７．else

８．　 start←２;

９．　 flag←０;

１０．　fork＝０to１do

１１．　　forj＝０to２n－２－１do

１２．　　　连接点 hel－１(４j＋k)和点 hel－１(４j＋k＋２);

１３．fori＝startton－１do

１４．　ifn％２＝flagthen

１５．　　forj＝０to２n－i－２－１do

１６．　　　连接点hel－１(j􀅰２i＋２＋２i－１)和点hel－１(j􀅰２i＋２＋２i＋１－

１);

１７．　ifn％２＝(flag＋１)％２then

１８．　　fork＝０to２i－１do

１９．　　　if０≤k≤２i－１－２then

２０．　　　　forj＝０to２n－i－１－１do

２１．　　　　　连接点hel－１(j􀅰２i＋１＋k)和点hel－１(j􀅰２i＋１＋２i＋k);

２２．　　　　　连接点hel－１(j􀅰２i＋１＋２i＋k＋１)和点hel－１(j􀅰２i＋１＋

３􀅰２i－１＋k＋１);

２３．　　　　if２i－１－１≤k≤２i－２i－１then

２４．　　　　　forj＝０to２n－i－１－１do

２５．　　　　　　连接点 hel－１(j􀅰２i＋１＋k)和点 hel－１(j􀅰２i＋１＋

２i＋k);

２６．　　　　　if２i－２i－１＋１≤k≤２i－１then

２７．　　　　　　forj＝０to２n－i－１－１do

２８．　　　　　　　连接点 hel－１(j􀅰２i＋１－２i－１＋k－１)和点 hel－１

(j􀅰２i＋１＋k－１);

２９．　　　　　　　连接点 hel－１(j􀅰２i＋１＋k)和点 hel－１(j􀅰２i＋１＋

２i＋k);

３０．fork＝０to２n－１－１do

３１．　if０≤k≤２n－１－２n－２then

３２．　　连接点 hel－１(k)和点 hel－１(２n－k－１);

３３．　else

３４．　　连接点 hel－１(k－１－２n－２)和点 hel－１(k－１);

３５．　　连接点 hel－１(k)和点 hel－１(２n－k－１);

３６．　　连接点 hel－１(２n－k)和点 hel－１(２n－k＋２n－２);

３７．/∗ 将 Hn中不同簇中的点相连∗/

３８．fori＝１to２２n－１do

３９．　fork＝０toido

４０．　　j←０;

４１．　　whilej＋k＋i＜２ndo

４２．　　　连接点 u和点v,其中c(u)＝p(v)＝j＋k,p(u)＝c(v)＝

j＋k＋i;

４３．　　　j←j＋i＋１;

４４．fori＝０to２n－１－１do

４５．　连接点 u和点v,其中c(u)＝p(v)＝２i,p(u)＝c(v)＝２i＋１;

４６．返回物理布局h.

４　对比实验

本文通过Python环境来进行分层立方体网络嵌入线性

阵列的对比实验,此处Python解释器的版本号是３．９.

在互连网络中,链路的拥塞度过大会直接导致信息通信

的高延迟,因此,我们将线长作为主要指标来衡量所有链路的

拥塞情况.在实验中,我们首先给出了３种嵌入方案.一种

是本文提出的嵌入hel,一种是随机嵌入rad:V(Hn)→{０,

１,􀆺,２２n－１},另一种是词典嵌入lex:V(Hn)→{０,１,􀆺,

２２n－１},其中lex(u)＝u.

在图４中,我们使用了３种嵌入方案将不同维度的Hn 嵌

入其对应的线性阵列中,并且对比了它们的线长.对于相同

数量的顶点而言,更大的线长意味着更大的布局成本和更长

的消息队列延迟.很明显,rad嵌入下的线长比lex和hel嵌入

下的线长大得多,究其原因,主要是嵌入rad下的点被随机映

射,导致链路的拥塞度变得非常大,从而增加了嵌入的线长.

图４　３种嵌入方式下的线长

Fig．４　Wirelengthsofthreeembeddingschemes
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为了更清晰地表示嵌入lex和嵌入hel下线长的差异,表

１列出了详细对比情况,其中n表示分层立方体网络Hn 的维

度,N 表示Hn 中顶点的数量.从表１中可看出,当分层立方

体网络的维度增加时,嵌入lex和嵌入hel下线长之差剧烈增

长,并且嵌入hel始终比嵌入lex 具有更小的线长.这就意味

着当Hn 的顶点数量足够多时,使用本文提出的嵌入hel可以

比嵌入lex 节省更多的布线布局成本.

接着,我们将引入其他４个用于衡量嵌入质量的指标,即

延展率(Dilation)、膨胀率(Expansion)、拥塞度(Congestion)

和负载(Load).给出图G 在图H 上的嵌入为f:G→H.嵌

入f的 延 展 率 为dil(G,H,f)＝max{d(f(u),f(v))|
(u,v)∈E(G)},其中d(f(u),f(v))表示点f(u)和f(v)之间

的距离,这个指标常用于测量通信的有效性,更小的延展率意

味着更短的通信延迟.嵌入f 的膨胀率为exp(G,H,f)＝

|V(G)|/|V(H)|,这个指标常用于测量处理器利用率,更大

的膨胀率意味着更高的处理器利用率.嵌入f 的拥塞度为

cong(G,H,f)＝max{ECf(e)|e∈E(H)},这个指标常用于测

量信息排队延迟,更小的拥塞度意味着更短的排队延迟.嵌

入f的负载为load(G,H,f)＝max{load(v)|v＝f(u),u∈

V(G)},其中load(v)指图G映射到图H 的v上的点数,这个

指标常用于测量任务处理延迟.

表１　嵌入hel和lex 的线长之差

Table１　Differencebetweenwirelengthsofembeddinghelandlex

n N WLlex－WLhel

１ ４ ０
２ １６ ６
３ ６４ ６８
４ ２５６ ６１６
５ １０２４ ５２００
６ ４０９６ ４２６５６
７ １６３８４ ３４５４０８
８ ６５５３６ ２７７９７７６

表２列出了嵌入hel和lex 下４个指标的对比结果,其中

n表示分层立方体网络Hn 的维度,N 表示Hn 中顶点的数量.

很明显,嵌入hel和lex 具有相同的膨胀率和负载,且都为１.

当n＞１时,嵌入hel下的延展率和拥塞度总是小于嵌入lex
下的,也就是说,本文提出的嵌入hel比嵌入lex 具有更短的

通信延迟和排队延迟.为 了更直观地反映差距,我们给出了

对应的折线图,如图５所示,其中图５(a)是嵌入hel和嵌入

lex 下的延展率对比,图５(b)是嵌入hel和嵌入lex 下的拥塞

度对比,图５(c)是嵌入hel和嵌入lex 下的延展率和拥塞度

之差.

表２　嵌入hel和lex 的线长之差

Table２　Differenceofembeddinghelandlexwithfourmetrics

n N
Dilation

hel lex
Congestion
hel lex

Expansion
hel lex

load
hel lex

１ ４ ３ ３ ２ ２ １ １ １ １

２ １６ ９ １５ ６ ７ １ １ １ １

３ ６４ ４９ ６３ ２０ ２２ １ １ １ １

４ ２５６ ２２５ ２５５ ７３ ７７ １ １ １ １

５ １０２４ ９６１ １０２３ ２７４ ２８２ １ １ １ １

６ ４０９６ ３９６９ ４０９５ １０６１ １０７７ １ １ １ １

(a) (b)

(c)

图５　嵌入hel和嵌入lex 下的延展率和拥塞度对比

Fig．５　Comparisonofdilationandcongestionwithembedding

helandlex

通过上述几组对比实验,我们可以得出如下结论:在分层

立方体网络嵌入线性阵列的情况下,本文提出的嵌入方案hel
比词典嵌入lex 和随机嵌入rad 具有更好的通信性能和更低

的嵌入成本.

结束语　本文解决了分层立方体网络在 NoC线性阵列

中的最优嵌入问题.首先研究了分层立方体网络的最优集,

在此基础上提出了n维分层立方体网络 Hn 在线性阵列P２２n

中的一种嵌入方案hel,并证明了嵌入hel下的线长是最小

的,即hel是最优嵌入.然后给出了嵌入hel下线长的精确值

和嵌入算法.此外,还提出了分层立方体网络在 NoC上的线

性物理布局算法.最后进行了对比实验来评估本文提出的嵌

入hel的性能和优势.未来,我们还可以研究分层立方体网

络在其他互连网络中(如网格、环绕等)的嵌入.
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