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摘　要　当矩阵的规模较大或者条件数较高时,格拉姆Ｇ施密特(GramＧSchmidt)正交化算法和其相关修正算法时常表现出数值

不稳定性的现象.为了解决该问题,探索了修正 GramＧSchmidt算法(MGS)中舍入误差的累积效应,然后基于无误差变换技术

和双倍双精度算法,设计并实现了双倍双精度修正 GramＧSchmidt正交化算法(DDMGS).该算法的精度测试中显示所提算法

较分块施密 特 正 交 化(BMGS_SVL,BMGS_CWY,BCGS_PIP 与 BCGS_PIO)的 变 体 算 法 具 有 更 好 的 数 值 稳 定 性,证 明 了

DDMGS算法能够有效地减少矩阵的正交性损失,提升数值精度,展示了所提算法的可靠性.在算法的性能测试中,首先计算

并比较了不同算法的浮点计算量(flops),随后将所提 DDMGS算法与修正施密特正交化算法在 ARM 和Intel两款处理器上作

比较,虽然 DDMGS算法的运行时间分别是 MGS的５．０３倍和１８．０６倍左右,但获得了明显的精度提升效果.

关键词:施密特正交化算法;QR分解;无误差变换;双倍双精度算法;舍入误差;浮点算术
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Abstract　TheGramＧSchmidtorthogonalizationalgorithmanditsrelatedmodifiedalgorithmsoftenshownumericalinstability
whencomputingillＧconditionedorlargeＧscalematrices．Tosolvethisproblem,thispaperexploresthecumulativeeffectofroundＧ

offerrorsofmodifiedGramＧSchmidtalgorithm(MGS),andthendesignsandimplementsadoubleＧdoubleprecision modified

GramＧSchmidtorthogonalizationalgorithm(DDMGS)basedontheerrorＧfreetransformationtechnologyanddoubleＧdoublepreciＧ

sionalgorithm．AvarietyofaccuracytestsillustratethatDDMGSalgorithmhasbetternumericalstabilitythanthevarientsof

BMGS_SVL,BMGS_CWY,BCGS_PIPandBCGS_PIOalgorithms,whichprovesthatDDMGSalgorithmcaneffectivelyreduce

thelossoforthogonalityofmatrix,improvethenumericalaccuracy,anddemonstratethestabilityofouralgorithm．IntheperＧ

formancetest,thefloatingpointcomputations(flops)ofdifferentalgorithmsarecalculatedandthencomparedDDMGSalgorithm

withthemodifiedGramＧSchmidtalgorithmonARMandIntelprocessors,theruntimeoftheDDMGSalgorithmproposedinthis

paperisabout５．０３and１８．０６timesthatofMGSrespectively,buttheaccuracyisimprovedsignificantly．

Keywords　GramＧSchmidtalgorithm,QRdecomposition,ErrorＧfreetransformation,DoubleＧdoubleprecisionalgorithm,Roundoff

error,FloatingＧpointarithmetic

　

１　引言

格拉姆Ｇ施密特(GramＧSchmidt)正交化在矩阵计算中起着

非常重要的作用,常常被用于最小二乘问题和矩阵 QR分解

的计算.假设A∈Rm×n是列满秩的实矩阵,且 m≥n,应用

GramＧSchmidt算法计算矩阵分解:



A＝QR (１)

其中,Q∈Rm×n是正交矩阵,R∈Rn×n是上三角矩阵.矩阵的

QR分解在线性代数中有着广泛应用,有助于求解矩阵特征

值和一些病态方程,还能加速求解速度.大型稀疏线性系统

和特征值问题的 Krylov子空间方法也依赖于 GramＧSchmidt
正交化[１].

GramＧSchmidt变换是２１世纪初以来被广泛讨论的新的

影像融合 方 法 之 一,与 其 他 的 融 合 方 法 相 比,采 用 GramＧ
Schmidt方法得到的影像更清晰,保留的信息更全面,是一种

较好的影像融合方法.例如,江苏省测绘工程院的 Huang
等[２]于２０１０年提出了基于 GramＧSchmidt变换进行影像融合

的方法,采用了 QuickBird影像数据,通过比较 GramＧSchmidt
变换和 HIS色彩变换的融合结果发现,基于 GramＧSchmidt
变换的影像融合方法具有更好的图像保真效果.

GramＧSchmidt方法除了能够应用于图像和视频处理,还
能应用于一系列前沿科技领域.例如,悉尼大学的 Zhang
等[３]于２０２１年提出了 GramＧSchmidt正交过程的高效量子算

法(QGSP)和一种有效的读出协议,其在整个读出协议中,对

GramＧSchmidt正交归一化过程进行了量子推广.
随着科技的发展,现如今 GramＧSchmidt正交化还被广泛

应用于实际生活中,如信号处理、统计计算、经济模型等应用

领域.然而在数值计算中,施密特正交化算法具有数值不稳

定性,因为其在计算过程中存在舍入误差,并且舍入误差具有

累积性,因此在有限精度的病态矩阵中会导致大量误差的产

生,得到不可靠的计算结果.

针对 GramＧSchmidt正交化的数值不稳定性问题,需要高

精度算法来减少正交损失,提升计算结果的可靠性.最直接

的手段是利用更高的工作精度,其中软件模拟高精度比较知

名的是Bailey[４Ｇ５]开发的doubleＧdouble算法与软件,其要求两

个double类型的浮点数无重合,采用该方法进行运算能够令计

算结果达到近似双倍双精度.双倍双精度算法的核心思想是

Ogita[６]等于２００５年基于 Dekker[７],Kahan[８]和 Knuth[９]的算

法正式提出的无误差变换技术(ErrorＧFreeTransformation
Technology,EFT).

为降低 GramＧSchmidt正交化产生的正交性损失,本文基

于无误差变换技术改进了应用最 为 广 泛 的 修 正 的 GramＧ
Schmidt算法(ModifiedGramＧSchmidt,MGS)[１０],设计并实现

了高精度修正施密特正交化算法(DoubleＧdouble Modified
GramＧSchmidt,DDMGS).通过数值实验可以看出,本文算法

得到的正交矩阵的正交性损失较小,在问题病态程度受限的

条件下,能够给出足够精确的数值计算结果.精度实验显示

所提 DDMGS算法比 Carson在文献[１１]与文献[１２]中提出

的分块施密特正交化算法具有更好的数值稳定性,性能实验

显示本文提出的高精度修正施密特正交化算法 DDMGS与高

精度经典施密特正交化算法(DoubleＧdoubleClassicalGramＧ
Schmidt,DDCGS)的计算速度几乎一致,但 DDMGS的精确

性更高.

本文第２节概述了本课题的研究意义,以及论文结构;

第２节回顾了GramＧSchmidt算法的发展历程以及它的各种

变体;第３节引入了浮点数的相关概念与无误差变换技术;第

４节介绍了双倍双精度算法和经典的 GramＧSchmidt算法

(ClassicalGramＧSchmidt,CGS)[１３]与修正的GramＧSchmidt算

法,设计并实现了双倍双精度的 GramＧSchmidt算法;第５节

采用不同的病态矩阵进行测试,对比 CGS、MGS和双倍双精

度 GramＧSchmidt算法计算结果的正交性损失与运行时间,且
将双倍双精度的 GramＧSchmidt算法与文献[１１]和文献[１２]

中的算法结果的正交性损失进行了比较,通过分析测试结果,
验证了本文算法的可靠性;最后总结全文并展望未来.

２　研究现状

１９０７年,Schmidt发表了一篇关于积分方程的论文[１３],

在该文中提出了一种正交化算法,该算法后来被称为经典

GramＧSchmidt算法.Schmidt在论文中指出这些公式实质上

是由 Gram[１４]提出的.１９３５年,Wong将Schmidt和 Gram 提

出的算法联系在一起,用于描述正交化过程[１５].然而数值实

验表明,经典 GramＧSchmidt算法在存在舍入误差的情况下是

不可靠的且数值不稳定.为改善该情况,研究者们提出了很

多数值稳定且相对有效的算法.目前应用最为广泛的施密特

正交化算法是修正的 GramＧSchmidt算法和迭代的 GramＧ
Schmidt算法(IterativeClassicalGramＧSchmidt,ICGS),因为

它们具有良好的数值稳定性.而修正的 GramＧSchmidt算法

最早是由Laplace于１８１６年推导得出,但他并未从正交的角

度来解释该算法[１６].１９７６年,Daniel等发现使用重正交化方

法能够确保数值稳定性,即保持计算的列的正交性,进而提出

了带有重正交的CGSR算法和停止迭代的标准,令矩阵的正

交性得到提升[１７].

除了以 上 两 种 应 用 最 为 广 泛 的 算 法 外,研 究 者 基 于

GramＧSchmidt方法还提出了众多既能够提高性能又能保证

矩阵的正交性达到机器精度的算法.为提升施密特正交化算

法的性能,１９９１年,Jably等提出了一种分块的 MGSR算法,
该算法采用了重正交法,其生成的矩阵Q 的正交性损失与矩

阵A 的条件数成正比[１８].２０１３年,美国宾州州立大学的

Barlow 等 提 出 了 一 种 重 正 交 块 经 典 GramＧSchmidt算 法

(BCGS２),该算法可以使用矩阵Ｇ矩阵运算来实现,这使得它

在现代架构上比基于矩阵Ｇ向量运算和向量Ｇ向量运算的正交

分解算法更加高效[１９].伊朗科尔曼大学的 Rivaz等[２０]于

２０１６年提出了一种通过更新算法的内环来修正 MGS正交化

的 OptimizedModifiedGramＧSchmidt算法(OMGS),减小了

MGS算法过程中更多固有误差,改善了正交性损失.

BlockGramＧSchmidt算法在许多科学计算应用中是必不

可少的内核,但对许多常用变体的稳定性的处理依然是目前

的研究热点.因此,捷克查理大学的 Carson等[１１]于２０２１年

开发了两种新的 BCGS变体———BCGSＧPIO 和 BCGSＧPIP.
与标准BCGS相比,这些新型BCGS具有更稳定的数值性能,

同时保 持 了 较 低 的 通 信 成 本.同 年,Carson 等 给 出 了 块

GramＧSchmidt算法的全面分类[１２],还推导出了低同步变体的

新块版本,并在各种具有挑战性的样例中证明了它们的性能

与稳定性.

３　预备知识

由于施密特正交化具有数值不稳定性,计算过程中的舍

入误差会使最终结果的正交性变得很糟糕,因此本文引入了
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无误差变换技术,改进经典和修正的 GramＧSchmidt正交化方

法,以减小舍入误差的累积效应.本节首先简要介绍了浮点

数算术标准的相关概念,随后阐述了无误差变换技术和相关

算法.

３．１　浮点数背景

１９８５年,IEEE组织制定了IEEE二进制浮点数算术标

准,简称IEEEＧ７５４(１９８５),这是目前使用最广泛的浮点数运

算标准,它支持舍入,溢出等操作,规定了４种表示浮点数值

的方 式,分 别 为 单 精 度、双 精 度、延 伸 单 精 度 与 延 伸 双 精

度[２１],并指明了４种舍入格式,分别为向负无穷舍入、向正无

穷舍入、向零舍入以及就近舍入.一般将舍入方式默认为就

近舍入(RoundtoNearest).在本文中,所有的计算都是以二

进制格式进行的,采用就近舍入格式,并且假设在计算过程中

既不发生上溢也不发生下溢.

３．２　无误差变换技术

２００５年 Ogita等[６]提出了无误差变换技术的概念,其定

义如下:两个浮点数a,b∈F,􀳱∈{＋,－,×},且fl(a􀳱b)∈F,

存在:

x＝fl(a􀳱b),a􀳱b＝x＋y,y∈F (２)

其中,x表示a和b经过浮点计算后的最好的近似结果,

y∈F表示运算结果的精确舍入误差.上述运算中没有除法,

因为y在除法中不一定是浮点数.为实现高精度除法只能采

用近似或修正的无误差变换.

Dekker于１９７１年提出了浮点数加法的无误差变换算

法———FastTwoSum算法[７](见算法１),将一对浮点数(a,b)

转换成一对新的浮点数(x,y),令结果满足a＋b＝x＋y,但需

要满足前提条件(先验信息)|a|≥|b|,其计算过程需３flops.

１９９８年,Knuth提出了TwoSum算法[９](见算法２),该算法不

需要满足|a|≥|b|,但其计算过程需要更多的浮点运算量,共
需６flops.

算法１　两个浮点数a和b的加法无误差变换[７](|a|≥|b|)

function[x,y]＝FastTwoSum(a,b)

１．x＝fl(a＋b)

２．y＝fl(b－(x－a))

算法２　两个浮点数a和b的加法无误差变换[９]

function[x,y]＝TwoSum(a,b)

１．x＝fl(a＋b)

２．z＝fl(x－a)

３．y＝fl((a－(x－z))＋(b－z))

Dekker基于 Kahan于１９６５年提出的Split算法[８],提出

了TwoProd算法[７](见算法３).该算法满足无误差变换技术

的定义,用于计算两个浮点数相乘的运算结果,其运算需要

１７flops.

算法３　两个浮点数乘法的无误差变换[７]

function[x,y]＝TwoProd(a,b)

１．x＝a×b

２．[ah,al]＝Split(a)

３．[bh,bl]＝Split(b)

４．y＝al×bl－(((x－ah×bh)－al×bh)－ah×bl)

双倍双精度算法的核心思想就是无误差变换技术,部分

基础的双倍双精度算法便是由上述的３个算法构造而来,

例如,add_dd_d算法与add_dd_dd算法由 TwoSum 算法以及

FastTwoSum算法构造得到,prod_dd_d算法和prod_dd_dd
算法由 TwoProd算法与 FastTwoSum 算法组合而成.可以

看出,在双倍双精度算法中,FastTwoSum 算法是不可或缺

的,因为它可以将双倍双精度算法的输出格式规格化.

４　高精度施密特正交化算法实现

施密特正交化是求欧氏空间的标准正交基的一种方法,
它包括正交化和单位化两个步骤.应用最广泛的施密特正交

化方法是经典 GramＧSchmidt算法(CGS)[１３](见算法４)和修

正的 GramＧSchmidt算法(MGS)[１０](见算法５).
算法４　经典 GramＧSchmidt算法[１３]

function[Q,R]＝CGS(A)

１．fork＝１∶n

２．　w＝Ak

３．　forj＝１∶k－１

４．　　Rjk＝dot(QT
j ,Ak)

５．　　w＝w－Qj×Rjk

６．　end

７．　Rkk＝‖w‖２

８．　Qk＝w/Rkk

９．end

算法５　修正 GramＧSchmidt算法[１０]

function[Q,R]＝MGS(A)

１．fork＝１∶n

２．　w＝Ak

３．　forj＝１∶k－１

４．　　Rjk＝dot(QT
j ,w)

５．　　w＝w－Qj×Rjk

６．　end

７．　Rkk＝‖w‖２

８．　Qk＝w/Rkk

９．end

由于CGS和 MGS算法是按照列实现的,我们首先给出

QR分解的列表示,如式(３)所示,算法４和算法５中的Qk＝

qk,Ak＝ak.

(a１ a２ 􀆺 an)＝(q１ q２ 􀆺 qn)

r１１ r１２ 􀆺 r１n

r２２ r２n

⋱ ⋮

rnn

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

(３)

在CGS算法的基础上修改计算顺序即可得到 MGS算

法,CGS算法是一次减去所有投影,而 MGS算法是计算一次

投影便在ak 上减去投影.它们在数学上是等价的,但具有不

同的数值特性.MGS算法在数值上更加稳定,CGS计算得到

的正交矩阵的正交性常常会严重损失.

Bjorck于１９９４年通过Laeuchli矩阵证明 MGS算法得到

的正交性损失取决于条件数,并与条件数成正比[２２],其数值

关系如式(４)所示:

‖EMGS‖２＝‖I－QTQ‖２≈O(u)κ２(A) (４)

４．１　双倍双精度算法

提高精度可以从硬件和软件两个方面来实现,在软件中,
我们可以使用任意精度库,而工作精度可以自行决定.然而

许多应用程序不需要任意精度,只需使用工作精度的较小倍,

７４金洁茜,等:基于双倍双精度施密特正交化方法的 QR分解算法



例如２倍或４倍,就能够满足计算需求.这种固定精度的算

法比任意精度的算法要快得多.
加利福尼亚大学的 Hida和劳伦斯伯克利国家实验室的

Li与Bailey开发的 QDLibrary[２３]中有doubleＧdouble数据格

式与quadＧdouble数据格式,doubleＧdouble数据格式可令计算

结果达到近似双倍双精度.本文用到的doubleＧdouble算法

如表１所列.

表１　部分基础doubleＧdouble算法

Table１　SomebasicdoubleＧdoublealgorithms

函数名 函数意义

add_dd_d doubleＧdouble和double数加法

add_dd_dd doubleＧdouble和doubleＧdouble数加法

prod_dd_d doubleＧdouble和double数乘法

prod_dd_dd doubleＧdouble和doubleＧdouble数乘法

div_dd_d doubleＧdouble和double数除法

div_dd_dd doubleＧdouble和doubleＧdouble数除法

浮点数对(xh,xl)为一个doubleＧdouble格式,xh 和xl 是

两个不重叠的双精度浮点数,x为双倍双精度数,表示xh 和

xl 的精确和.即:

x＝xh＋xl (５)

|xl|≤１
２ulp(xh)≤u|xh| (６)

４．２　双倍双精度施密特正交化算法

观察算法４和算法５可以发现,算法的主体由点积运算

dot、向量乘加运算 AXPY、二范数计算nrm 和除法运算div４
个核心操作组成.为了实现双倍双精度的施密特正交化算

法,需要上述４个核心操作的双倍双精度算法.根据表１,本
文设计并构建了表２中的相关函数.

表２　核心doubleＧdouble算法

Table２　CoredoubleＧdoublealgorithms

函数名 函数意义

sqrt_dd doubleＧdouble数的开方

norm_dd doubleＧdouble向量的二范数

dot_dd_d doubleＧdouble和double数向量的点积

dot_dd_dd doubleＧdouble和doubleＧdouble向量的点积

向量的乘加运算通过add_dd_dd算法与prod_dd_dd算

法即可实现,除法运算可由div_dd_dd算法完成.由此,首先

基于双倍双精度的加法运算与乘法运算设计双倍双精度的点

积算法.第一步,通过prod_dd_dd算法计算向量a→ 与向量b
→

第一个数的高位与低位的乘积结果,得到精确值qh 和误差值

ql,满足qh＋ql＝(ah(１)＋al(１))×(bh(１)＋bl(１)).第二步,

同样采用prod_dd_dd算 法,计 算 得 到rh ＋rl ＝ (ah (i)＋
al(i))×(bh(i)＋bl(i)),此时i＝２.第三步,完成精确值与误

差值的累加,通过add_dd_dd算法更新qh 与ql,即qh＋ql＝
rh＋rl＋qh＋ql.不断重复第二步与第三步,每循环一次i值

加１,直到i值等于向量长度,最后得到的qh 与ql 分别表示向

量a→h,a→l,b
→
h与b

→
l进行双倍双精度点积运算dot_dd_dd(见算法

６)后得到的精确值与误差值.将 prod_dd_dd算法替代为

prod_dd_d即可得到dot_dd_d算法(见算法７).若要实现

DDCGS算法,仅需将 DDMGS算法中的dot_dd_dd算法替换

为dot_dd_d算法,即可得到 DDCGS算法.
算法６　两个doubleＧdouble向量的点积算法

function[qh,ql]＝dot_dd_dd(ah
→ ,al

→,bh
→ ,bl

→)

１．[qh,ql]＝prod_dd_dd(ah(１),al(１),bh(１),bl(１))

２．fori＝２∶s

３．　[rh,rl]＝prod_dd_dd(ah(i),al(i),bh(i),bl(i))

４．　[qh,ql]＝add_dd_dd(rh,rl,qh,ql)

５．end

算法７　doubleＧdouble向量与double向量的点积算法

function[qh,ql]＝dot_dd_d(ah
→ ,al

→,b
→)

１．[qh,ql]＝prod_dd_d(ah(１),al(１),b(１))

２．fori＝２∶s

３．　[rh,rl]＝prod_dd_d(ah(i),al(i),b(i))

４．　[qh,ql]＝add_dd_dd(rh,rl,qh,ql)

５．end

接下来我们需要完成二范数算法的设计.向量的二范数

计算与点积算法类似,首先将向量 w→ 与向量 w→ 进行点积计

算,将得到的值开方即可得到向量的二范数.为提升二范数

算法的精度,我们根据式(７)与式(８)实现将sqrt()修改为双

倍双精度的开方算法sqrt_dd(见算法８),用rh 和rl 存储计算

得到的解,rh 表示运算结果的近似解,rl 可以理解为修正量.

结合dot_dd_dd算法和sqrt_dd算法即可得到双倍双精度的

二范数算法norm_dd(见算法９).

x＝１．０/sqrt(a) (７)

sqrt(a)＝a×x＋[a－(a×x)２]×x/２ (８)

算法８　doubleＧdouble格式数的开方运算

function[rh,rl]＝sqrt_dd(ah,al)

１．[xh,xl]＝div_dd_d(１．０,０．０,sqrt(ah))

２．[bh,bl]＝prod_dd_dd(ah,al,xh,xl)

３．[mh,ml]＝prod_dd_dd(bh,bl,bh,bl)

４．[th,tl]＝add_dd_dd(ah,al,Ｇmh,Ｇml)

５．[kh,kl]＝prod_dd_dd(th,tl,xh,xl)

６．[th,tl]＝div_dd_d(kh,kl,２．０)

７．[rh,rl]＝add_dd_dd(bh,bl,th,tl)

算法９　doubleＧdouble格式数的二范数运算

function[rh,rl]＝norm_dd(xh
→ ,xl

→)

１．[th,tl]＝dot_dd_dd(xh′
→ ,xl′

→ ,xh
→ ,xl

→)

２．[rh,rl]＝sqrt_dd(th,tl)

基于上述双倍双精度算法,即可实现双倍双精度的修正

GramＧSchmit算法 DDMGS(见算法１０)和双倍双精度的经典

GramＧSchmit算法 DDCGS(见算法１１).

算法１０　双倍双精度修正 GramＧSchmidt算法

function[Q,R]＝DDMGS(A)

１．fork＝１∶n

２．　wh＝Ak

３．　wl＝zeros(m,１)

４．　forj＝１∶k－１

５．　　[Rhjk,Rljk]＝dot_dd_dd(QhT
j ,QlT

j ,wh,wl)

６．　　fori＝１∶m

７．　　　[yhi,yli]＝prod_dd_dd(ＧQhij,ＧQlij,Rhjk,Rljk)

８．　　　[whi,wli]＝add_dd_dd(yhi,yli,whi,wli)

９．　　end

１０．end

１１．[Rhkk,Rlkk]＝norm_dd(wh,wl)

１２．fori＝１∶m

１３．　[Qhik,Qlik]＝div_dd_dd(whi,wli,Rhkk,Rlkk)
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１４．end

１５．end

算法１１　高精度经典 GramＧSchmidt算法

function[Q,R]＝DDCGS(A)

１．fork＝１∶n

２．　wh＝Ak

３．　wl＝zeros(m,１)

４．　forj＝１∶k－１

５．　　[Rhjk,Rljk]＝dot_dd_d(QhT
j ,QlT

j ,Ak)

６．　　fori＝１:m

７．　　　[yhi,yli]＝prod_dd_dd(ＧQhij,ＧQlij,Rhjk,Rljk)

８．　　　[whi,wli]＝add_dd_dd(yhi,yli,whi,wli)

９．　　end

１０．end

１１．[Rhkk,Rlkk]＝norm_dd(wh,wl)

１２．fori＝１∶m

１３．　[Qhik,Qlik]＝div_dd_dd(whi,wli,Rhkk,Rlkk)

１４．end

１５．end

５　数值实验

为验证本文 DDMGS算法的可靠性,我们选择了１４个不

同类型的病态矩阵作为测试矩阵进行数值实验,测试矩阵数

量多,涵盖面较广,比较不同算法运行得到的正交性损失与运

行时间,通过计算‖I－QTQ‖２ 得到算法运行结果矩阵Q 的

正交性损失.

５．１　测试矩阵

首先选用X＝UΣVT 作为测试矩阵进行数值实验,U 和V
是通过orth(randn(m,n))生成的随机正交矩阵,生成V 时,
令m＝n,Σ是一个n×n的对角矩阵,通过设置不同的最小奇

异值,可以得到不同的条件数.
除了提到的UΣVT 矩阵,我们还选取了１３个不同类型的

病态矩阵进行数值实验,进一步对 GramＧSchmidt算法及其变

体进行数值测试,表３列出了１４个测试矩阵的生成方法.

表３　１４个测试矩阵

Table３　１４testmatrices
矩阵 矩阵生成语句

UΣVT UΣVT,Σ＝diag(１,􀆺,μ)
Laeuchli[２４] gallery(‘lauchli’,n,μ)

L′ A＝gallery(‘lauchli’,n,μ);A(２,１)＝１;
Pei[２５] gallery(‘pei’,n,μ)

Ar ones(n)＋rand(n)∗μ
Hilbert hilb(n)

Invhilbert invhilb(n)
Involutory gallery(‘invol’,n)

Lotkin gallery(‘lotkin’,n)
Frank gallery(‘frank’,n,k)
Prolate gallery(‘prolate’,n,μ)

Glued[２６] create_gluedmatrix(condA_glob,condA,m,nglued,nbglued)
R１[２７] 文献[２７]
R２[２７] 文献[２７]

５．２　算法精度测试

本节对本文提出的高精度施密特正交化算法进行精

确性评估.首先采用UΣVT 矩阵作为测试矩阵,测试施密

特正交化算法以及双倍双精度的施密特正交化算法计算

得到的正交损失,得到测试矩阵的条件数Ｇ正交性损失图,
如图１所示,图中实线表示 MGS算法的误差界,虚线表示

DDMGS算法的误差界.

图１　X＝UΣVT 矩阵条件数Ｇ正交性损失图

Fig．１　ConditionnumberＧorthogonalitylossgraphofX＝UΣVT

观察图１发现,当条件数小于１×１０８时,仅有 CGS算法

与 MGS算法产生的正交损失随着条件数的增加而变大.当

条件数大于１×１０８时,CGS算法的正交损失达到９．００,数值

结果变得不可靠,此时的 MGS算法的正交性损失仍随着条

件数的增大而增大,DDCGS算法产生的正交损失也逐渐增

大,甚至 超 过 了 MGS 算 法 得 到 的 正 交 损 失.同 时,只 有

DDMGS算法得到的正交性损失仍保持在１×１０－１６左右.不

难发现,DDMGS算法的正交性损失保持在[１×１０－１６,１×
１０－１５]之间,且总是小于其余算法得到的正交损失.说明

MGS算法结合双倍双精度算法能够产生正交性损失极小的

矩阵Q.

随后,将本文提出的算法与Carson等提出的算法[１１Ｇ１２]进

行比较,首先采用不同条件数的UΣVT 矩阵作为测试矩阵,比
较不同算法运行得到的正交性损失.由于UΣVT 矩阵中的U
与V 是随机生成的正交矩阵,故图２与图３中的双倍双精度

GramＧSchmidt算法在不同的图中曲线不一致.
图２与图３分别给出了 BMGS算法及其变体 BMGSＧ

SVL算法和 BMGSＧCWY 算法、BCGS算法及其变体 BCGSＧ
PIO算法和BCGSＧPIP算法、双倍双精度施密特正交化算法

的比较.综合以上两图可知,DDMGS算法产生的正交损失

小于BMGS算法和 BCGS算法及它们的变体,说明 DDMGS
算法的可靠性优于文献[１１Ｇ１２]中的施密特正交化算法.

图２　UΣVT 矩阵中BMGS算法的低同步变体BMGSＧSVL
和BMGSＧCWY与双倍双精度算法对比

Fig．２　ComparisonofBMGSalgorithmanditslowＧsyncvariants

BMGSＧSVLandBMGSＧCWYwithdoubleＧdoubleprecision

algorithminUΣVT
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图３　UΣVT 矩阵中BCGS算法及其变体BCGSＧPIO和BCGSＧ

PIP与双倍双精度算法对比

Fig．３　ComparisonofBCGSalgorithmanditsvariantsBCGSＧ

PIOandBCGSＧPIPwithdoubleＧdoubleprecisionalgorithminUΣVT

采用５．１节中介绍的１４个病态矩阵作为测试矩阵,测试

CGS算法、MGS算法、DDCGS算法和 DDMGS算法运算结果

的正交性损失,得到的结果如图４所示.

图４　GramＧSchmidt算法及其变体正交损失对比

Fig．４　ComparisonoforthogonallossbetweenGramＧSchmidt

algorithmanditsvariants

从图４的结果可以看出,DDMGS算法相比原始的算法

得到的数值结果有一定程度的优化,能令正交性损失保持在

１×１０－１０以下.DDMGS算法在大部分测试矩阵上的优化效

果优于 DDCGS算法,DDCGS算法仅在 Laeuchli矩阵、Glued
矩阵、R１矩阵与R２矩阵中表现较好,可知DDMGS算法在几

乎所有情况下都是一种有效的正交化工具.

５．３　算法性能测试

除了精确性评估外,还需进一步对本文提出的高精度

GramＧSchmidt算法进行性能评估.首先计算 GramＧSchmidt
算法和双倍双精度 GramＧSchmidt算法的计算复杂度(flops),
并在不同实验平台上测试以上４个算法处理不同规模的矩阵

的运行时间.我们将加减乘除运算看作一个浮点运算,假设

测试矩阵A∈Rm×n是列满秩的实矩阵,且m≥n,易得:

CGS:２mn２＋５mnflops
MGS:２mn２＋５mnflops
DDCGS:４３mn２＋１８７mn－１０n２＋１４２nflops
DDMGS:４４mn２＋１８８mn－１１n２＋１４１nflops
本文选取了 ARM 架构的FT２０００＋和 X８６架构的Intel

XeonE５Ｇ２６７８v３两个实验平台的 CPU 进行性能评估,测试

施密特正交化算法及双倍双精度施密特正交化算法处理

５００×５００的 Hilbert矩阵、４０１×４００ 的 Laeuchli矩 阵 以 及

３００×３００的Pei矩阵的运行时间,得到的结果如表４所列.
由表４可知,CGS与 MGS的运行时间最短,在不同服务器

上,施密特正交化算法与双倍双精度算法的运行时间比率不

一致,在５．０倍与１６．１倍左右.综上所述,双倍双精度算法

能在一定程度上提升 GramＧSchmidt算法的数值精度,减少其

正交性损失.DDMGS算法与 DDCGS算法的运行效率相当,
但对于本文的１４个测试矩阵,通过 DDMGS算法得到的矩阵

Q的正交损失更低,其精确性更高,几乎达到了双倍双精度,
因此 DDMGS算法具有相当大的优势.

表４　算法性能统计

Table４　Algorithmperformancestatistics
(单位:s)

CPU 矩阵 CGS MGS DDCGS DDMGS DDGS
GS

IntelXeon
E５Ｇ２６７８v３

Hilbert ０．６４ ０．５７ １０．３７ １０．５５ １７．２９

IntelXeon
E５Ｇ２６７８v３

Laeuchli ０．３８ ０．３２ ５．３７ ５．４３ １５．４３

IntelXeon
E５Ｇ２６７８v３

Pei ０．１７ ０．１２ ２．２３ ２．２６ １５．４８

FT２０００＋ Hilbert １．０８ ０．８４ ４．０３ ３．８８ ４．１２
FT２０００＋ Laeuchli ０．５０ ０．３９ ２．１２ ２．０３ ４．６６
FT２０００＋ Pei ０．１６ ０．１１ ０．８７ ０．８３ ６．３０

结束语　本文针对 GramＧSchmidt算法的数值不稳定性

问题展开研究,为降低算法的正交性损失,基于无误差变换技

术,设计并实现了双倍双精度 GramＧSchmidt算法.采用１４
个病态矩阵作为测试矩阵,通过与 GramＧSchmidt算法以及

Carson等提出的 GramＧSchmidt算法进行对比,验证了双倍

双精度 GramＧSchmidt算法的精确性,且 DDMGS算法更具可

靠性.

根据 Graillat等[２８]与Jiang等[２９]所述,补偿算法同样能

够有效提升算法的数值精度,其计算结果精度与应用双倍双

精度的算法近似,并且运算速度更快.下一步准备基于补偿

算法思想,针对 MGS算法以及其余存在数值不稳定性问题

的算法进行优化.
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