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摘　要　针对密度泛函微扰理论中响应密度矩阵的计算问题,提出了一种全新的Sternheimer方程的并行求解方法,即通过共

轭梯度算法和矩阵直接分解算法对Sternheimer方程进行求解,并且在第一性原理的分子模拟软件 FHIＧaims中实现了这两种

算法.实验结果表明采用共轭梯度算法和矩阵直接分解算法的计算结果精度较高,相比传统方法的计算结果误差较小,且具有

可扩展性,验证了新的Sternheimer方程中线性方程求解的正确性和有效性.
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Abstract　FortheproblemofcalculatingtheresponsedensitymatrixindensityＧfunctionalperturbationtheory(DFPT),anew

parallelsolutionmethodfortheSternheimerequationisproposed,i．e．,theSternheimerequationissolvedbytheconjugategraＧ

dientalgorithmandthematrixdirectdecompositionalgorithm,andthetwoalgorithmsareimplementedinthefirstＧprinciplesmoＧ

lecularsimulationsoftwareFHIＧaims．ExperimentalresultsshowthatthecomputationalresultsusingconjugategradientalgoＧ

rithmandmatrixdirectdecompositionalgorithmaremoreaccurate,withlesserrorthanthoseoftraditionalmethods,andscalaＧ

ble,whichverifiesthecorrectnessandvalidityofthesolutionoflinearequationsinthenewSternheimerequation．
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１　引言

密度泛函理论(DensityＧFunctionalTheory,DFT)是一种

通过电子密度来研究多电子体系电子结构的量子力学方法,

在化学、物理以及材料科学中都有着非常广泛的应用[１Ｇ４].它

可以计算总能量及其一阶导数的信息,而高阶物理性质(如极

化率、振动频率)则需要通过密度泛函微扰理论 (DensityＧ

FunctionalPerturbationTheory,DFPT)或耦合扰动自洽场来

计算 (CoupledPerturbedSelfＧconsistentField,CPSCF)[５Ｇ７].

目前已有多种 DFPT方法,根据不同的原子基组使用情况可

将其划分为两类:平面波方法(Planewave,PW)以及原子轨道

线性 组 合 方 法 (Linear Combination of Atomic Orbitals,

LACO)[８Ｇ１０].PW 方法的基组是完备而弥散的,相反,LACO
方法的局域性较好,可以将单粒子算子表示为稀疏矩阵,并且

已经被证明能够成功描述涉及几千个原子的复杂系统.

在LCAO方法中,传统计算 DFPT的方法需要对未占位

电子态求和[１１].然而在计算原子极化率时,施特恩海默方法

(Sternheimer)则可以避免对未占位态的求和[１２].SternheiＧ
mer方法由 Sternheimer首次提出并使用,该方法是线性扰动

理论的结果.Sternheimer方法可以用来计算不同的属性,如
密度泛函微扰理论中实数和复数的电介质等[１３].这一应用

在原子物理学中首次被提出,在 PW 方法中也同样有效.

Sternheimer方法已被推广到线性响应的含时密度泛函理论

(TimeＧDependentDensityFunctionalTheory,TDDFT)中[１４],



但这种线性响应的 TDDFT方法只能给出与电场扰动有关的

极化率.通过求解 Sternheimer线性方程,尤其是在 LCAO
全电子全势框架下,仍然无法得到关于原子位移和电场扰动

的 DFPT计算公式.这里我们使用一个在 LCAO 公式中推

导的Sternheimer方法,采用迭代法和直接法对重新推导得出

的响应密度矩阵进行求解,并在第一性原理分子模拟程序

FHIＧaims中实现,同时将使用共轭梯度算法和矩阵直接分解

算法的计 算 结 果 和 传 统 的 计 算 结 果 进 行 比 较,验 证 了 该

Sternheimer方法的有效性和可靠性.

２　计算方法和数值模拟

２．１　基于Sternheimer的响应密度矩阵

在密度泛函理论中,可利用哈密顿量对应的能量泛函求

解基态电子,从而求解基态性质.为求解能量泛函,通常采用

单粒子轨道即 KhonＧSham 方程的结果.KhonＧSham 单粒子

方程的矩阵形式可写为:

∑
v
H(０)

μvC
(０)
vi ＝ε(０)

i ∑
v
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(０)
vi (１)

若对系统施加外部扰动,则式(１)的一阶响应可表示为:

∑
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在矩阵形式中,可以写成:

H(０)C(１)－S(０)C(１)E(０)＝S(１)C(０)E(０)－H(１)C(０)＋

S(０)C(０)E(１) (３)

其中,E(０)是包含特征值εi的对角矩阵,E(１)是包含特征值εi的

响应对角矩阵[１１].

E(１)＝C(０)†H(１)C(０)－C(０)†S(１)C(０)E(０) (４)

在Sternheimer方法中,将式(３)的特征值的响应加入

式(４)中,可得:

H(０)C(１)－S(０)C(１)E(０)＝－(１－S(０)P(０))(H(１)C(０)－

S(１)C(０)E(０)) (５)

式(５)则是一个线性方程(Ax＝b),因其左侧行列式消

失,所以有无穷多个解.

根据其基组的大小,这样的线性方程可以用共轭梯度算

法(ConjugateGradient,CG)以及矩阵直接分解法进行求解.

２．２　计算方法

对于线性方程Ax＝b,主要有两种求解方法,即迭代法和

直接法.迭代法包括共轭梯度算法即 CG算法[１５],直接法通

常指矩阵直接分解法,即 LU 分解法.迭代法是通过某种极

限过程去不断逼近真解,其中共轭梯度算法的基本思想是利

用上一次的搜索方向和目标函数在当前迭代位置的负梯度向

量进行线性组合,再构造一个新的方向,与之前迭代产生的搜

索方向共轭,直至求出最小点.共轭梯度算法所需的存储量

小,计算方便,并且不需要外来参数,是求解线性方程最有效

的方法之一.相比之下,LU分解算法较为简单,它通过将矩

阵分解为上三角和下三角矩阵乘积的形式来计算.LU 分解

算法常被用来解线性方程或计算行列式.当矩阵A 为正定

时通常采用CG算法[１６].我们在 FHIＧaims程序中实现了迭

代算法中的CG算法以及LU分解算法.

２．２．１　共轭梯度算法

在共轭梯度算法中,梯度表示为:

gk＝Axk－b＝Ñφ(xk) (６)

式(６)可以写成:

gk＝Axk－b＝A(x０＋Qkyk)－b

＝－r０＋(QkTk＋rkeT
k )yk (７)

因为QkTkyk＝β０Qke１＝r０,所以有

gk＝(eT
kyk)rk (８)

因为ri是qi＋１的倍数,gi是相互正交的,为证明gk＝νkrk,

则必须验证eT
kyk＝νk,

Tkyk＝(LkDk)(LT
kyk)＝β０e１ (９)

从式(９)中可得LT
kyk＝vk且(LkDk)vk＝β０e１,搜索方向

c１,,ck满足一种不同的正交性质,因此有:

cT
iAcj＝

０, ifi≠j
dj, ifi＝j{ (１０)

所有i和j都满足１≤i＜j≤k.

因为Qk＝CkLT
k 且Tk＝QT

kAQk,因此可得:

Tk＝Lk(CT
kACk)LT

k (１１)

由于Tk＝LkDkLT
k 是从LDLT中分解得来,因此有

Dk＝CT
kACk (１２)

列分区Ck＝[c１||ck]证明了cT
iAcj＝[Dk]ij,因此搜索

方向c１,,ck是共轭的.如果把ck看作一个搜索方向,ρk作为

搜索的步长,且这些量都是可以缩放的,则搜索方向的更新方

法为:

ck＝qk－ℓk－１ck－１ (１３)

因为qk是gk－１的倍数,所以有(搜索方向k)＝gk－１＋标量×
(搜索方向k－１),可以表示为:

pk＝gk－１＋τk－１pk－１ (１４)

该式符合

Apk＝Agk－１＋τk－１Apk－１ (１５)

又因为有

τk－１＝－pk－１Agk－１

pT
k－１Apk－１

(１６)

且

pT
kAgk－１＝pT

kApk (１７)

因为ρk是ck的倍数,所以有

xk＝xk－１－μkpk (１８)

在方程两边加A再减去B 可得

gk＝gk－１－μkApk (１９)

通过式(１７)可得

μk＝gT
k－１gk－１

gT
k－１Apk

＝gT
k－１gk－１

pT
kApk

(２０)

从方程gk－１ ＝gk－２ －μk－１Apk－１ 和gT
k－１gk－２ ＝０中可以

得到

gT
k－１gk－１＝－μk－１gT

k－１Apk－１ (２１)

gT
k－２gk－２＝μk－１gT

k－２Apk－１＝μk－１pT
k－１Apk－１ (２２)

将式(２１)和式(２２)代入式(１６)可得:

τk－１＝gT
k－１gk－１

gT
k－２gk－２

(２３)

共轭梯度算法的伪代码描述如算法１所示.

算法１　共轭梯度算法

Input:矩阵A,右端向量b

Output:近似解x

２８ ComputerScience 计算机科学 Vol．５０,No．６,June２０２３



１．r∶＝Ax０－b

２．fori∶＝１toMaxterdo

３．　 p∶＝r

４．　 ρ∶＝pTr

５．　if ρ＜ethrthen

６．　　Converged,exitloop
７．　endif

８．　p∶＝－p
９．　ifi＞１then

１０．　　p∶＝p＋ ρ
ρold

pold

１１．　endif

１２．　t∶＝Ap

１３．　λ∶＝－pTr
pTt

１４．　x０∶＝x０＋λp
１５．　r∶＝r＋λt

１６．　pold∶＝p
１７．　ρold∶＝ρ
１８．endfor

２．２．２　LU 分解算法

假定矩阵A 可以写成两部分矩阵相乘的形式,即 A＝
LU,A被分解为上三角阵和下三角阵的乘积,因此Ax＝b就

可以写成:

LUx＝b (２４)

通过Ly＝b求解出y,又因为Ux＝y,可以求解出x.

有关并行程序的LU 分解算法,可以通过直接调用并行

分布式线性代数运算工具包 ScaLAPACK(ScalableLAPAＧ
CK)来实现.ScaLAPACK 是一个并行计算的软件包,它采

用消息传递机制来处理进程之间的通信,可以用来求解线性

代数系统,如各种矩阵运算、线性方程组求解等.一般并行化

代码进程都是一维,但在这里进程会从一维映射到二维,各个

进程映射成一个二维数组,其中每一个进程网格都包含在一

个上下文(Context)中,每个上下文可以分别通信并且互不影

响,一个上下文可以包含一个或多个进程.使用ScaLAPCK
求解线性代数的步骤为:首先初始化进程网格,然后将数据

(矩阵或者向量)按照块状循环方式分布到进程网格,最后调

用ScaLAPACK求解例程.

LU分解算法的伪代码描述如算法２所示.

算法２　LU分解算法

Input:矩阵A,右端向量b

Output:近似解x

１．U＝A,L＝I

２．forj＝１∶n－１do

３．　fori＝j＋１∶ndo

４．lij＝Uij/Ujj

５．　　fork＝j∶ndo

６．uik＝uik－lijujk

７．　　endfor

８．　endfor

９．endfor

３　实验结果与分析

为验证算法的可行性,我们在“天河二号”上进行了算例

测试,将从准确性和计算时间两方面对实验结果进行分析,同
时进行了算法的可扩展性的测试.测试环境的相关参数及配

置如表１所列.

表１　超级计算机“天河二号”相关参数

Table１　ParametersofsupercomputerTHＧ２

参数名称 参数值

资源名称 广州超算天河二号

CPU型号 IntelXeonE５Ｇ２６９２
节点核数 单节点２∗１２核

频率/GHz ２．２００

３．１　正确性和一致性

本次实验中,所使用的算例为聚乙烯体系 H(C２H４)n,如

图１所示,这里重复的单元为阴影部分标记的 C２H４,白色原

子代表氢原子,黑色原子代表碳原子.测试原子数的体系分

别为５０,９８,１９４,３８６,５４２,７７０,１１５４.

图１　聚乙烯分子 H(C２H４)nH

Fig．１　PolyethylenemoleculeH(C２H４)nH

为验证共轭梯度算法和矩阵直接分解算法的准确性,将

共轭梯度算法和直接分解算法的 FHIＧaims程序的计算结果

与传统计算方法进行对比,对比的结果均采用第一轮 CPSCF
的计算结果,均保留小数点后两位.计算结果如表２所列.

表２　不同体系下不同方法的计算结果

Table２　Calculationresultsofdifferentmethodsunderdifferent

systems

原子数 benchmark LU CG
５０ ５９．５４ ５９．５４ ５９．５４
９８ １１８．９１ １１８．９１ １１８．９１
１９４ ２３７．６７ ２３７．６７ ２３７．６７
３８６ ４７５．１９ ４７５．１９ ４７５．１１
５４２ ６６８．１７ ６６８．１７ ６６８．０６
７７０ ９５０．２１ ９５０．２１ ９５０．０６
１１５４ １４２５．２４ １４２５．２４ １４２５．０１

图２中benchmark代表传统计算方法,LU 为直接分解

算法,CG为共轭梯度算法.从图２和表３可以看出,在小规

模体系计算中(原子数小于１００),其他３种方法与传统方法

的计算结果基本一致.随着模拟体系规模增大,LU 方法与

传统计算方法的误差几乎为０,CG方法与传统计算方法的误

差也较小,说明迭代算法中的 CG 方法和直接算法中的 LU
方法准确性都较高.

图２　不同体系下不同方法的计算时间

Fig．２　Calculationtimeofdifferentmethodsunderdifferentsystems

３８刘人僪,等:密度泛函微扰理论中响应密度矩阵的迭代求解算法研究



表３　相对误差的绝对值

Table３　Absolutevalueofrelativeerror

原子数 benchmark LU CG
５０ － １０－５ １０－５

９８ － １０－５ １０－５

１９４ － １０－５ １０－５

３８６ － １０－５ ０．０００１６８
５４２ － １０－５ ０．０００１６５
７７０ － １０－５ ０．０００１５８
１１５４ － １０－５ ０．０００１６１

下面比较在不同体系下不同方法的计算时间,模拟条件

与上文保持一致,计算时间如图３所示.

图３　两种算法的强可扩展性的并行效率

Fig．３　Parallelefficienciesofstrongscalabilityoftwoalgorithms

从图３中可以观察到,CG方法和LU方法与传统u方法

相比计算耗时均更长,传统u方法计算时间最短.可以看出

与LU方法相比,CG方法在计算时间上更有优势,在计算较

小的原子体系时 CG方法和 LU 方法的计算时间较为接近,

但在计算更大的原子体系时,CG方法的计算时间比LU方法

更短.

３．２　共轭梯度算法的精度测试

为验证迭代法中 CG方法的准确性,我们在不同条件下

测试了该程序计算结果的精度.

首先,CG方法采用３８６个原子的体系进行测试,分别更

改算法的迭代次数,令其收敛精度分别为１０－５,１０－４,１０－３,

均采用第一轮CPSCF的计算结果,将不同精度下的结果与传

统计算方法u方法的结果进行对比,实验结果如表４所列.

表４　不同迭代次数算法的精度

Table４　Accuracyofalgorithmwithdifferentnumberofiterations

收敛精度 u CG
１０－５ ４７５．１８ ４７５．１８
１０－４ ４７５．１８ ４７５．１８
１０－３ ４７５．１８ ４７５．１８

将计算结果与表２中传统计算u方法的３８６体系的结果

进行对比,计算结果保留小数点后两位,可以看出 CG方法在

不同迭代次数下的计算结果基本一致.

表５列出了 CG方法在不同迭代次数下的计算时间,可

以看出随着迭代次数的增加,CG 方法计算的时间也有所

增加.

表５　不同迭代次数下的计算时间

Table５　Computationtimefordifferentnumberofiterations

收敛精度 CG方法计算时间/s
１０－５ ２０８．０１２

１０－４ １８５．２２７

１０－３ ６６．６１７

　　此外,为测试CG方法的精度,本文采用小规模的原子数

量进行测试(原子数小于１００),其计算结果如表６所列.

表６　小规模原子数量下解方程时间及迭代次数

Table６　Solutiontimeandnumberofiterationsforequationswith

smallnumberofatoms

原子数 CG

５０
０．５３４s

Miniter＝２
Maxiter＝１４６

９８
１．５１２s

Miniter＝２
Maxiter＝３０９

原子数量为５０时CG方法解方程总耗时为０．５３４s,原子

数量为９８时 CG方法解方程总耗时为１．５１２s.Miniter 和

Maxiter分别为方程的最小和最大迭代次数.在原子数为

５０时CG方法的计算结果为５９．５４,原子数为９８时计算结果

为１１８．９１.与表２中u方法的计算结果进行对比可以观察

到,在计算小规模原子体系时,CG方法和传统u方法的计算

结果基本一致,且精度较高.

３．３　可扩展性测试

为分析引入迭代算法和直接算法的程序性能,本文从可

扩展性测试进行了分析.在扩展性测试中,测试的原子数体

系保持１５３８不变,所使用的 CPU 核数依次为１个、２个、

４个和８个.分别对传统LU方法和CG方法进行测试,并且

以１个核为基准计算其他测试组的计算比和程序的并行效

率.测试结果如表７和表８所列.

表７　LU算法强扩展性测试结果

Table７　TestresultsofLUalgorithm’sstrongscalability

CPU核数 模拟用时/s 加速比 并行效率/％
１ ２１．３１６４５０２５０ １．００ １００
２ １２．３１４８０５７５０ １．７３ ８７
４ ６．４１１３７３８６２ ３．３２ ８３
８ ３．９６６１９４６４２ ５．３７ ６７

表８　CG算法强扩展性测试结果

Table８　TestresultsofCGalgorithm’sstrongscalability

CPU核数 模拟用时/s 加速比 并行效率/％
１ ２０．１３５５２１０６０ １．００ １００
２ １０．６９８８８２８９０ １．８８ ９４
４ ４．７６０４５８３３５ ４．２３ １０５
８ ２．６１７９４８０１２ ７．６９ ９６

两种算法的并行效率如图３所示,结合表７表８可以看

出当CPU核数逐渐增加时,模拟用时有所减少,两种算法都

展现出较为可观的加速比和并行效率.同时比较 CG方法和

LU方法的扩展性,可观察到随着CPU 核数的增加,LU 方法

的并行效率在逐渐降低,这是因为增加CPU核数后会导致进

程之间的通信时间开销较大,所以并行效率会逐渐降低,而

CG方法的并行效率并没有因 CPU 核数的增加而受到影响,

其最低并行效率依旧可以达到９４％,这也可以说明迭代算法

中的CG算法更适用于求解本文中的线性方程,其效率明显

更高.

结束语　在密度泛函微扰理论中,Sternheimer方法通常

被用来计算分子极化率、振动频率等的相关信息.本工作在
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Sternheimer方法的基础上,引入共轭梯度算法和矩阵直接分

解算法来对相应密度矩阵进行求解,并成功地在FHIＧaims程

序中实现,比较了不同方法的准确性以及计算时间.实验结

果表明,本文采用的迭代算法中的 CG 方法和直接分解算法

中的LU方法的计算结果与传统计算u方法的计算结果基本

一致,在计算较大原子体系时 CG 算法的计算时间更短且效

率更高,同时其扩展性也明显优于 LU 方法.本文所使用的

响应密度矩阵求解方法是可行的,其为量子微扰理论中的响

应密度矩阵求解提供了有力支撑,但在计算较大原子体系时,

其时间复杂度会更高,计算时间也更长,目前仅适用于密度泛

函理论中Sternheimer方程的求解.因此在后续的工作中应

考虑在计算较大体系时,解决迭代次数过多导致计算时间较

长这一问题,对算法进行适当改进.
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