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一 种基于核距离的核函数度量方法 
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摘 要 核方法的效果依赖于所使用的核，因此核的选择和其参数的确定是至关重要的。从特定的数据 中学习核需 

要核度量方法评价核的质量。核排列度量核与学习任务的一致性，因为它具有高效性和有效性，是目前应用最为广泛 

的核度量方法。然而，有研究表明，核排列仅是最优核函数的充分非必要条件。其主要原因是核排列在特征空间中不 

具有线性变换不变性。提出了一种新的核度量方法用于核选择，称其为核距离排列。该方法能够克服核排歹i】的局限 

性，并且同样具有高效性和简单的形式。对比实验表明，该方法能够有效地对核进行度量。 
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Abstract The Success of kernel methods depends on the kernel，thus a choice of a kernel and proper setting of its pa— 

rameters are of crucial importance．Learning a kernel from the data requires evaluation measures to assess the quality of 

the kerne1．Recently，kernel target alignment(KTA)，which measures the degree of agreement between a kernel and a 

learning task，has been widely used for kerne1 selection because of its effectiveness and efficiency．However，it is repor— 

ted that KTA is only a sufficient condition to select a good kernel，but not a necessary condition．The reason is that 

KTA is not invariant under data translation in the feature space．This paper proposed a new measure for kernel selection 

named kernel distance target alignm ent(KDTA)．The measure not only overcomes the limitations of KTA but also pos— 

sesses other properties 1ike simplicity and efficiency．Comparative experiments indicate that the new measure is a good 

indication of the superiority of a kerne1． 

Keywords Kernel method．Kerne1 evaluation measure。Kernel distance 

1 引言 

核方法(Kernel Method)是目前机器学习领域内的研究 

焦点之一，已被广泛应用于分类、回归等机器学习任务_】]。核 

方法通过一个非线性变换将输入空间映射到高维特征空间， 

然后在特征空间中使用线性学习算法。非线性变换通过核函 

数隐式定义，核函数能高效地计算样本在特征空间中的内积， 

从而不必显式定义和计算从输入空间到特征空间的非线性变 

换。核函数决定数据在特征空间中的分布，是影响核方法性 

能的关键因素，因此核函数的选择是核方法研究的核心内容。 

核度量(Kernel Evaluation Measure)的研究主要服务于 

核函数的选择，是核函数选择研究中的一个热点。因此，多种 

核函数度量标准被相继提出。对于分类问题，结构风险 

(Structural Risk)[ 、负对数后验(Negative Log-posterior)[。] 

和超核(Hyper kernels)_4 是较为常用的度量标准。但此类标 

准针对特定的核函数，不能给出量化的度量值，并且需要分类 

器的全部训练过程。交叉验证错误率(Cross-Validation Er— 

ror)和留一法错误率(Leave-one-out Error)也经常被用作核 

函数选择的标准，此类方法也需要训练分类器，核函数选择计 

算开销较大。 

目前，一些高效的不依赖于具体机器学习算法的核度量 

标准被 相 继提 出，如 ：核排 列 (Kernel Target Alignment， 

KTA)[ 、核极化(Kernel Polarization)[ 、局部核极化 (Local 

Kernel Polarization)_7]、特征空间核度量标准(Feature Space 

Based Kernel Matrix Evaluation Measures)[8]、7[。]等。此类度 

量方法不依赖具体分类器的训练过程，不直接考虑分类器的 

泛化性能，仅使用训练样本信息，着力衡量训练样本在特征空 

间中的可分离情况。若不考虑核函数的计算代价，此类方法 

的计算代价为0(n2)( 为样本数量)。KTA是最早被提出的 

核度量标准，也是应用最为广泛 的度量标准，大量基于 KTA 
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的工作相继被提出l_1 ]。然而，文献[8]证明了KTA是最优 

核函数的充分非必要条件，即好的核函数也可能获得较低的 

KTA值，其原因是 KTA在特征空间中不具有线性变换不变 

性，即：在特征空间中进行变换 ( )一 )+ ，那么KTA值 

将会是 的函数。 

本文提出一种新的基于核距离_1 的核函数度量标准，称 

其为核距离排列 (Kernel Distance Target Alignment，KI)_ 

TA)。该方法不依赖于分类器的训练过程，计算高效，形式简 

单，与KTA相比，对于特征空间中的线性变换具有不变性。 

本文第2节介绍KTA；第 3节提出王<J丌A并于第4节对其进 

行分析；第5节采用核函数选择实验验证所提方法的有效性； 

最后是结论和对未来工作的展望。 

2 核函数与核排列 

2．1 核函数形式描述 

本文涉及的核函数形式描述如下： 

k(xl，娩)一 (j5( 1)， (耽)>， ：X—H (1) 

X为输入空间，X(== ，H 为特征空间。给定样本集 D一 

{(勋，y )，⋯，( ， )}，其中 溉∈X，yi一{+1，一1}，并且有 

个样本属于“+1”类，有 一个样本属于“一1”类。 

2．2 核排列 

KTA由Cristianini等人l_5 提出，对于二分类问题，KTA 

计算核矩阵与理想目标矩阵的对齐程度。定义核函数k的核 

矩阵为： 

[K] =k(xl， ) (2) 

定义理想 目标矩阵为： 

I-Y] 一 ． 一{十 ’Yl= Yi (3) ＼
一

l， yi≠ Y1 

定义 KTA为： 

A(K，y)一—— )L  (4) ~／
(K，K>F~／<y，y>F 

其中(·，·>F为 Frobenius内积。因此，KTA为归一化 

后的核矩阵与理想目标矩阵间的Frobenius内积。KTA取值 

区间为[一1，+1]，值越高证明核矩阵与理想目标矩阵对齐程 

度越高，核函数越好。KTA具有如下性质[11_： 

1．KTA仅使用训练样本集，计算时间复杂度为O(n )； 

2．KTA具有简单的形式，可被用作核参数优化过程的目 

标函数； 

3．在训练集上估计的 KTA是高度集中于它的期望值， 

这意味着如果训练集上估计的KTA值较大，那么它在测试 

集上的值也较大 ； 

4．若KTA的期望值较大，那么在特征空间中的线性分 

类器的泛化能力较强，则分类器的泛化误差率上界越小。 

由于具有上述性质，KTA被广泛应用于核参数优 

化[12,13]、多核学习[ 、特征选择[14,1s]等方面。然而，Nguyen 

和 Ho证明KTA仅是最优核函数的充分非必要条件，其原因 

是KTA依赖于样本在特征空间中的绝对位置，不具有线性 

变换不变性跚。Nguyen和Ho采用实例证明了KTA可能错 

误地估计最优核函数与最差核函数，并且对于一般情况，其值 

受限于特定上界。 

3 核距离排列 

本节将介绍提出的核度量方法，使用核距离矩阵代替 

KTA中的核矩阵，计算核距离矩阵与理想 目标矩阵的对齐程 

度。本文将该方法称为核距离排列(Kernel Distance Target 

Alignment，KDTA)。其中核距离的定义为： 

I} (乩)一 (乾)ff。一忌(新，X1)+k(xz，耽)一 (肋，娩) 

(5) 

对应于核函数的核距离矩阵为： 

ED] 一I1 (麓)一 ( )Il。 
= k(xl，Xi)+k(xj， )一2尼(鼍， ) (6) 

核函数可被视为样本在特征空间中相似性或接近程度的 

度量，其值越高，则两样本越相似或越接近。与之相反，距离 

经常被视为非相似性度量，即距离越大，则两样本在特征空间 

中的相似性越低 ”]。因此，对于 KDTA，其理想目标矩阵定 

义为： 

[y]fIJ一{o ’yi： yj (7) 
l l， yl≠ yJ 

核距离矩阵 D的核距离排列定义为： 

一  ㈣  

KDTA的取值范围为[一1，+1]，其值越高，则两矩阵的 

对齐程度越高，那么样本在核函数 k所构建的特征空间中可 

分性越高。计算KDTA的时间复杂度为 O(3n )，需要计算 

忌(鼍，为)、忌(麓，溉)和 k(xj， )3个核函数。KDTA比 KTA 

计算复杂度要高，但仍然比结构风险和交叉验证的方法效率 

高。 

4 对核距离排列的分析 

KDTA的提出考虑了两点因素，首先，核距离比核更适 

于度量样本在特征空间中的相似程度；其次，核距离在特征空 

间中具有线性变换不变性。本节将详细分析上述两点因素。 

4．1 相似性度量 

核经常被视为样本在特征空间中的相似程度或接近程度 

的度量[6,7,16]。相似性度量被定义为一种样本集的笛卡尔积 

到实数的映射函数(S：XXx—R)，并且满足非负性、对称性 

和最大性 ”]。 

非负性 ： 

VXi，xi∈X，S(溉，x／)≥O； 

对称性： 

V鼍，而∈X，S( ， )一S(xj，X1)； 

最大性： 

V置， ∈X，S(鼍，X1)≥ S(麓， )。 

然而，并不是所有的核都满足上述 3点性质。如：sig- 

moid(tanh)核不满足非负性，线性核和多项式核不满足最大 

性。因此，将核视为样本在特征空间中的相似性度量并不总 

是合理的。与之相反，核距离满足非负性、对称性以及与最大 

性相对的最小性 ： 

V鼍， ∈X，S(鼍，置)≤S(xi，xj)； 

并且满足三角不等式： 

V鼍，而，‰∈X，S(麓，而)≤S(置，瓤)+S(xj，xk)。 

由此可见，核距离比核更适于反映样本在特征空间的相 

对关系。然而，需要特别指出的是当核是非正定核时(如： 

sigmoid核)，式(5)为负值，并且核距离不再满足上述性质，因 

此本文提出的方法不适于度量非正定核。 
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4．2 不变性 

核是样本在特征空间中的内积，显然，距离具有线性变换 

不变性，而内积不具有该性质。本文采用文献[8]中使用的实 

例来证明 KDTA的线性变换不变性。 

最好情况：核将所有属于类“+1”的样本映射到特征空间 

中的点 ，将所有属于类“～1”的样本映射到特征空间中的点 

。 假设 一 II 一ll 一 ll。一O，_l 一 ll = 

且 >O；( ， )一( ， 一)一1，( ， )一卢且一1≤ 

1。对于任何n和卢值，度量方法都应将该核度量为最优核。 

KDTA的值为 ： 

A(D，y)一_—： 竺 坠 ：—= 一1 (9) 
~／2·n--·咒 ·oY·~／2· +· 一 

由此可见，KDTA的值为 1(最高值)，并且与 无关。 

在此种情况下 KTA的值为： 

A(K，y)一_ 兰竺 (1o) 
~／，z +n +2n__"一 · 

式(10)的值完全依赖于 |e，当 卢为一1时，A(K，y)为 1， 

当卢的值趋近于 1时，A(K，y)趋近于( +一 一) ／ 。。在此 

种情况下，A(K，y)的取值区间为(( +一 )。／ ，1]。 

最坏情况：核将每类一半的样本映射到特征空间中的点 

，将另 一 半 的点 映 射到 特 征 空 间 的点 。假 设 

lI 一 i；。一{{ ～ lI。一O，l【 一 ll a且 >O； 

( ， )一( 一， )一1，( ， >一卢且一1≤ 1。对于任 

何 和卢值，度量方法对该核的度量值应较低。若在特征空 

间中使用线性分类器，那么分类准确率应为1／2(错误地分类 

了一半的样本)。KDTA的值为： 

A(D，y)一_ ：  L 一 一 二  (11) 

√ · 
若 += 一=n／2，A(D，y)一1／2 KDTA不与 d相关， 

但依赖于样本集的分布情况，并且最大值与理论值相符1／2。 

此种情况下 KTA的值为： 

AcK，y，一 ／2 c 2 。
·  (1+ ) 

式(12)的值完全依赖于卢，当 值为一1时KTA为 0，当 

值趋近于 1时，KTA趋近于( +～ 一)。／n。(与最好情况相 

同)，在此种情况下，A(K，y)的取值区间为[o，( +一 一)。／ 

i,／2)。 

上述实例表明核排列不具有线性变换不变性，依赖于样 

本在特征空间中的具体位置(与J8值相关)。核距离排列具有 

线性变换不变性，不依赖于样本在特征空间中的具体位置(与 

无关)，并且对于最好情况和最坏情况都可以给予准确的度 

量。 

当y／一 时，若将理想目标矩阵的值设为一1，KDTA的 

值为(最好情况)： 

A(D。y)一_ z二 一—~2~n
—

- -

~n-- (13) 

~／2· · · · 

对于最坏情况 ： 

一  ．a．( +一 )。 n ⋯ ⋯  ， 
一

—■ 一  
、̂／T 。 

一  

丝±二翌： ： 
· 

) http：／／www．csie．ntu．edu．tw／～cilin／libsvm 
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(14) 

可以看出，无论是最好情况还是最坏情况，KDTA都完 

全依赖于样本集的分布。对于最好情况，在任何样本分布情 

况下，KDTA都无法达到最优化。对于最坏情况，KDTA 的 

值为负值，该值差于将所有样本映射为特征空间中的一个点 

的情况。上述原因是本文将理想目标矩阵值设为0而非一1 

的依据。 

5 实验 

本文使用模拟数据和 6个来 自UCI的数据集来验证所 

提出的方法。由于本文提出的方法基于 KTA的思想，因此 

仅与KTA进行对比实验。在模拟数据集上．将各度量值与 

交叉验证错误率进行了比较，展示各度量方法对错误率的反 

映情况，从而展示KTA不具有线变换不变性，并且KDTA可 

以克服该限制。在 6个 UCI数据集上，进行核选择实验。 

分类算法使用SVM，工具采用libsvm1 ，使用十折交叉验 

证估计错误率。为了方便展示，展示 1-KTA、1一KDTA和错 

误率(error)，这些值的区间为[O，1]。 

5．1 模拟数据集 

模拟数据为二维，使用线性核模拟不同核函数所产生的 

样本在特征空间中的分布。使用两个 Gaussian分布来生成数 

据，类别“+1”的中心在 一(1，0)∈R。，类别“一1”的中心在 

一 (cos~，sh1卢)∈ ，标准差为var十=vat—ll 一 ll 2， 

每类样本集包含 500个样例。基于上述条件， 值不影响样 

本集的可分性，对于任意 值，使用线性核的分类错误率应维 

持恒定，那么对于不同卢值线性核的度量值也应维持恒定。 

本文将 卢值分别赋为 3O。、6O。、90。、120。、150。和 180。。实验结 

果如图 1所示。 

制  90 120 150 l驯  

横轴为卢值，纵轴为分类错误率和各度量方法的度量值 

图 1 不同 值的实验结果 

从图1可见，对于不同的p值，交叉验证的错误率维持稳 

定，1-KDTA也同样维持稳定，并且与交叉验证错误率的变化 

基本相符。然而 ，1一KTA的变动较大，可见 KTA更依赖于样 

本在特征空间中的绝对位置。由此，KTA对于特征空间中的 

线性变换不具有不变性，而KDTA具有该性质。 

5．2 UCI数据集 

本文使用来自UCI的6个数据集进行核函数选择实验， 

各数据集信息如表 1所列。对于多分类问题使用“one-v$ 

others”策略转化为多个二分类问题 。线性核(Lin)、多项式核 

(P01y)和RBF核(RBF)作为选择对象，各核函数的参数为 

libsvm的默认值。以交叉验证的错误率作为参照，比较各度 

量方法对错误率的反映情况。以Kendall排序相关系数衡量 

各度量方法核排序序列与交叉验证错误率核排序序列的一致 

性 ，结果如表 2所列。表 3列出了每种核度量方法和交叉验 

证错误率选择的最优核函数列，同时给出了每种度量方法参 



照交叉验证错误率的选择错误数。表 4列出了在每种度量方 

法中最优核函数排列的位序。 

表 1 各数据集信息 

表 2 各核函数与交叉验证的核排序序列 Kendall相关系数 

表 3 核函数选择实验结果 

表 4 最优核函数排列位序 

由表2可知，KDTA的核排序序列与错误率的排序序列 
一 致性更高，特别是在 Ecoli和 Yeast数据上，KDTA与错误 

率完全一致 ，在两个数据集(Glass和 Breast Cancer Wiscon— 

sin)上为负值(部分序列为错误率排序序列逆序)。KTA在 4 

个数据集上获得了负值，尤其在Yeast上，其排序序列与错误 

率完全相反。从表 3可见，KDTA的最优核函数错误次数为 

3，而KTA为4。表 4中，KDTA的最优核函数排列位序为 

1．67，KTA为2．17。采用置信度水平为95 的t检验证明， 

KDTA的最优核函数排列位序小于KTA。 

综上，本文分别使用了模拟数据与UCI数据集进行实 

验，展示了KTA的局限性(不具有线性变换不变性)，并且 

KDTA可以克服该局限，并且 KDTA比KTA更能反映分类 

错误率。 

结束语 本文提出了一种新的基于核距离的核度量方 

法，称之为核距离排列。与KTA相比，使用核距离代替了核 

函数，度量核距离矩阵与最优目标矩阵的对齐程度。该方法 

的提出考虑了两点因素，首先，核距离较核更适于度量样本 间 

的相似或接近程度；其次，核距离在特征空间中具有线性变换 

不变性。本文采用模拟数据和UCI数据，通过核选择实验验 

证了所提方法的有效性。 

本文没有考虑不均衡数据和多模态数据的情况，并且没 

有给出KDTA的泛化错误率的理论保证。再者，本文将 

KTA的核矩阵替换为核距离矩阵，那么是否可以将其他度量 

方法的核矩阵替换为核距离矩阵，这将是一个很有趣的研究 

点。在 Breast Cancer Wisconsin数据集上 KTA的效果好于 

KDTA，这表明可能存在本文未考虑的其他因素影响度量效 

果 ，继续改进 KDTA也是未来的主要工作。 
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