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基于多核学习的投影非负矩阵分解算法 

李 谦 景丽萍。 于 剑 

(北京交通大学计算机与信息技术学院数字出版技术国家重点实验室(筹) 北京 100044) 

(北京交通大学计算机与信息技术学院 北京 1OOO44)。 

摘 要 非负矩阵分解(NMF)把给定的数据矩阵分解成低维的非负基矩阵和对应的系数矩阵，两者之间存在 必然联 

系。为此，研究者将基矩阵转换为系数矩阵的投影，进一步提高分解效率。但是该方法无法处理非线性数据，核函数 

的引入部分解决了此问题，却同时导致核函数参数选择的问题。基于多核学习理论，提出了一种多核学习的投影非负 

矩阵分解(MKPNMF)算法，该算法有效地避免了核函数参数选择的问题，同时提高了学习性能。在实际人脸数据上 

的实验结果表明，MKPNMF较已有的 NMF类方法具备明显的性能优势。 
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Abstract Nonnegative Matrix Factorization(NM[F)decomposes the data into non-negative base matrix and coefficient 

matrix，and both of them have relationship with each other．Thus，some researchers rebuild the base matrix based on the 

projection of coefficient matrix．However，these two NMF-type methods can not satisfy the requirement of non-linear 

data analysis．With the development kerne1 learning。kernel function is introduced into the traditiona1 NMF mode1 for 

non-linear data analysis，which results in another problem ，i．e．，kernel parameter selection．W e presented a M ulti-Kernel 

Projective Nonnegative Ma trix Factorization(MKPNMF)method，which has ability to avoid the problem of kernel pa— 

ram eter selection and improves the final learning performance．A series of experiments on real-wodd face data were con— 

ducted．The results show that M KPNMF outperforms the existing NMF-type methods． 

Keywords Projective nonnegative matrix factorization，Kernel function，Multi-kernel1earning 

1 引言 

1999年，Lee等人提出的非负矩阵分解(NMF)[ 算法能 

够从原始数据中找到一组基，并将数据映射到这组基上，且数 

据在每个基的映射系数均为非负值。这种新的变换方法与感 

知原理(整体由部分组成)一致。同时，非负性约束在一定程 

度上增强了分解的稀疏性。自提出以来，NMF算法受到广泛 

关注和研究 ]，基于非负矩阵分解的变形算法 ]、半监督非 

负矩阵分解(Semi—NMF)算法_9 l_不断被提出并得到了很好 

的证明。非负矩阵分解算法的目标函数是： 

rain Il x—wH ll} (1) 
W，g>j0 

式中，x为数据矩阵，w为分解后的基矩阵，H为系数矩阵。 

多篇文献已经提到，该目标函数相对两个变量并不是联 

合凸优化的，因此在已有的算法中大多采用交替迭代的方法。 

首先固定w(或者 H)，然后计算 H(或者w)。然而这种策略 

将影响算法的最终性能。2005年，Yuan等人_】。]提出了一种 

新的非负矩阵分解方法一——投影非负矩阵分解(PNMF)算 

法。PNMF计算一个投影矩阵，然后把数据映射到低维空 

间，相应的系数矩阵可以用投影矩阵和原始数据来合理表示。 

因此，PNMF算法只有一个待求解的变量。作者证明相对于 

NMF，PNMF在聚类性能上有一定程度的提高，运行时间上 

有明显的改善。但是对于低维空间线性不可分的数据模式， 

NMF和 PNMF方法性能都不理想。Zhang等 1̈3]提出了使用 

核函数的思路来解决此类问题。 

核函数(Kernel Function)通过非线性映射把低维空间的 

数据映射到高维特征空间或者无限维的空间，从而实现线性 

可分。常用的核函数__1 ]主要有：高斯核 函数 (Gaussian ker— 

ned、线性核函数(Polynomial kerne1)、余弦核函数(Cosine 

kerne1)。 

Zhou等[1 将核映射的思想应用于非负矩阵分解，提出 
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· 64 · 



了基于核函数的非负矩阵分解(KNMF)算法。Yu等人E 又 

把核映射的思想应用于投影非负矩阵分解，提出了基于核函 

数的投影非负矩阵分解(KPN )算法。相对于 NMF和 

PNMF算法，KNMF和KPNMF能够提取到更多有价值的特 

征信息，并且能很好地处理非线性数据集。然而，这两种方法 

存在一个潜在的问题：核函数参数的选取。不同的核函数应 

用于KNMF或者KPNMF算法，得到的结果存在着较大的波 

动。多核学习(Multiple Kernel Learning，MKL)口 ]能够有效 

地解决这个问题。该方法的思想是用多个核函数构造一个 

“合成”核。Yun等『1 、Wang和JabbarE”]将 MKL的思想应 

用于传统的NMF模型。但是，上述方法沿袭了传统 NMF的 

缺点 。 

本文基于多核学习理论 ，在投影非负矩阵分解算法的基 

础上，提出了一种基于多核学习的投影非负矩阵分解(MK— 

PNMF)算法。本文第2节简要叙述相关工作；第 3节提出本 

文的多核投影 NMF方法并对其进行分析；第 4节给出相应 

的实验数据、参数设定和实验结果及讨论；最后总结。 

2 相关工作 

投影非负矩阵分解(PNMF)算法是一种新颖的非负矩阵 

分解方法，PNMF算法的基本思想是：给定数据矩阵 ，试 

图找到一个 m维的子空间 以及一个 m×irFt的投影矩阵 P， 

然后把原始数据矩阵投影到低维空间，如此一来非负性就得 

以保持。文献[12]将 P重写为w 。为求达到分解后的低 

维矩阵同时满足非负，需要满足非负的约束。因此 PNMF的 

目标函数为： 

minll X—wⅥ玎xll} (2) 
W  ：O 

对比式(1)的 NMF模型，式(2)中的w 就是基矩阵， 

wrx对应于系数矩阵。该方法只有一个变量 w，也正因为 

此，该算法不存在非 凸优化的问题。Yuan等 ]证明了 

PNMF算法在时间性能上优于 NMF。 

与 NMF一样，PNMF存在一个问题：当处理低维不可分 

数据模式时性能会急剧下降。核函数方法能够通过非线性映 

射把低维空间映射到高维特征空间或者无限维的空间，从而 

实现线性可分。核函数形式化定义如下： 

K(x， )一( (z)， (j，)>一( (z) (3，)) 

通过核映射的方式，可以把数据从输入空间非线性地映 

射到更高维，甚至无限维的特征空间，从而实现线性可分。 

Yu等人在此基础上提出KPNMb~ ]算法，把输入数据 X做 

一 次核映射： ： ∈x一 (z)∈F，通过如下优化模型的求解 

获得结果： 

min ll (x)一w w，；{5(x)ll 

为了使用梯度和迭代的方法计算优化模型中的 w ，上 

述模型可改写为： 

I{jI(x)一w w (x)Il。 
一 ll(j—w w )声(X)ll 
一 Tr((J—w w )(I—w wj) K) (3) 

式中，K一 (x) j6(X)是核函数。 

相对于PNMF，KPNMF能够很好地解决如下问题：1)能 

够提取到更有用的隐藏特征信息；2)能够很好地处理非线性 

的数据集；3)能够处理有非负值的数据集；4)能够处理没有确 

定值而只有相互关系(相似，不相似，或者有多相似)的数据 

集。然而，与 KNMF方法一样，KPNMF需要选择一个合理 

的核函数来对输入数据做核映射。这个合理的核函数如何选 

择?是否某一个核函数能够对所有的数据都有很好 的性能? 

Yun等人[1 把MKL的思想引入非负矩阵分解算法提出了 

MKNMF。作者证明该方法能够有效地提高NMF算法处理 

数据的性能。 

3 基于多核学习的投影非负矩阵分解(MK聊 ) 

算法 

KPNMF算法存在核 函数的选取问题 ；MKNMF算法是 

基于NMF算法思想的一种改进算法，也就同样存在着 NMF 

算法的问题：非联合凸优化、时间性能得不到保证。因此，为 

了在保证时间性能的前提下，避免类似于KPNMF算法的核 

函数选取问题，我们提出了一种基于多核学习的投影非负矩 

阵分解方法(MKPNMF)。根据 MKL理论，我们的方法构建 

了一个合成的核函数 ： 

届Kl+ K2+⋯+ K 一∑ K —K (4) 

式中，屈是对应核的权重值，并且需要满足 ≥0；∑ 一1。 

权重值非负，能够保证每一个核函数对核映射都有所贡献；权 

重值之和为 1，相当于进行了一次归一化处理。K 是选取的 

核函数。 

在实验中，高斯核函数相对于其他核函数而言，能够取得 

最佳的性能。所以，在我们的算法中，也选择了高斯核函数 ： 

婶 一exp{一业  } 

“J 

式中， ， 分别表示两个数据点， 为对应高斯核函数的参 

变量。为了就高斯核构造不同的核函数，我们令Gi一 ， 是 

标准方差，a=sqrt(∑ ll刁一 II。／n)， 为均值，y选取不同 

的非负值，从而构造出不同的核函数，具体参考实验部分。文 

献E14，17，18]也证明了高斯核的优越性。 

基于式(3)，为了计算核函数系数向量 卢，我们作如下推 

导： 

． min n{(J— ≠哪 ( — ) K) Ⅳ ≥O
，O≤ 1 。 ‘ ’ ‘ 

一

⋯  ⋯
Tr{(卜一w 町 )(卜一w w ) 五厚K』)(5) w ≥0

，
O≤ 1 ‘ ’ =1。。 

当计算 p时，(卜一w 町 )(卜一w 町 ) 被视为已知部 

分，我们用G(given的首字母)来表示。式(5)可以表示为： 

癜 ≤ n{ Ks)=w ≤ Tr{GKi}(6) 
同理，我们把式(6)中的Tr{GKj)表示成句，故式(5)最终 

变形为： 

min tTfl (7) 
wd≥O，O≤p≤1 

式中： 

t —Tr((I—w wj)(J—w w )K{) (8) 

(K 为第 i个核函数) 

在固定w 的情况下，根据卢的性质，对式(7)引入式(4) 

的两个约束条件： 

tWfl S．t． OI1 J8=1 (9) 

式(9)是一个有等式约束、不等式约束的标准线性规划表 

达式 ，可以用 matlab中的linprog()函数计算得到上式中的 J9 

(请参阅linprog())。 
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得到一个合成的核函数之后，接下来就是在该合成核函 

数的基础上计算w ： 

F— ((I—w uq)(I—V 町 ) K) 

一 1 (K一2w w K+w wjW≠wjK) 
一 T (K)一2 (w w K)+了 (w w w w K)(1o) 

令 是约束 w ≥o的拉格朗日乘子， —Ea ]，对式 

(10)做如下处理 ： 

丁一F+Tr(aW~) (11) 

为了利用梯度和迭代的方法计算 W ，式(11)两端对 w≠ 

求导有 ： 

一 2K 一2(W wjKw -t-KW,W~W )+|=【一0 

(12) 

式(12)两端同时乘以 w ．，根据 Kuhn-Tucker条件 

W  
． 一0有： 

(Kw；) w 一(w w Kw +K }w ) w 一0 

根据上式导出计算w 的迭代公式： 

一 丽  丽  

综上，我们的算法如下 ： 

算法 1 MKPNMF 

输入：Kj(j一1，2，⋯，m)，r； 

输出：核函数系数向量 B和w 。 

1．初始化 w$； 

2．重复如下步骤： 

给定 w$，应用线性规划的方法计算 p； 

给定 p，构造”合成”核函数 k—E岛 ，更新 w ： 

w 一w 丽 K
++

W
丽,丽 ； 

直到收敛或者达到最大迭代次数退出循环。 

收敛条件为：iI十(x)～w w (x)lI≤∈， 

其中，∈为一预设阈值。 

在每一次迭代过程中，我们的算法只需要更新一个变量， 

所以，相对于MKNMF算法，我们的方法能够有效地减少子 

迭代的时间。虽然两个算法的时间复杂度的量级是一样的， 

但是我们的方法时间复杂度的常数因子会更小，从而能够获 

得更好的时间性能。 

4 实验结果 

4．1 实验数据 

在实验 中，我们选择了 ORL、YaleDB、COIL20这 3个人 

脸数据集。其中，ORL有400张人脸图片，YaleDB数据集有 

165张人脸图片，COIL20数据集有 1440张人脸图片。上述 3 

个数据集的人脸图片的维数均为32×32。 

4．2 参数设定、比较算法及度量标准 

我们的实验选取的是高斯核函数，其形式为： 

一exp{一 } 

为了就高斯核构造不同的核函数，我们令 Gi一 ， 是标 

准方差，a=sqrt(∑ JI zJ— ll。／n)， 为均值，)，选取不同的 

非负值，从而构造出不同的核函数： 

rE E-~2， 1， 1，百1， 1，1，2，4，8，16，32] 
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因为我们的方法是一个无监督的基于投影的非负矩阵分 

解算法，所以选择做对比的算法为 PNMF，KPNMF。为了对 

比时间性能，还选择了同样使用 MKL理论的 MKNMF算法 

作对比。同时，上述算法在乘法迭代更新时的预设阈值和迭 

代次数都设定为 0．001和 5000。最后统计的结果选取的是 

10次实验结果的平均值。 

对于结果的统计，我们选择了accuracy和NMI来度量聚 

类结果 。因为 accuracy比较容易理解，所以我们仅详细介绍 

NMI(normalized mutual information)。在聚类应用中，mutu— 

al information(M1)常用于度量两个簇集(cluster set)的相似 

度。给定两个簇f 和Cz，MI(c1，Cz)定义为： 

M  )=
∈ E c2 

)·log
cf c1 ci c2 J ' ＼ ；，， ＼⋯  

其中，p(c1)表示的是一幅图像选择自簇 C 的概率，p(c ，q)定 

义了一幅图像选择自 同时选择自q的联合概率。 

MI(c1，f2)E Eo，max(H(c1)，H(c2))] 

其中，H(c )是C 的熵。 

当两个簇完全相同时，MJ( ，c。)取得最大值，当两个簇 

是完全独立的时候，得到最小值。对MI(c ，c )做一次归一 

化处理，以求将其取值范围统一到 0到 1之间： 

NMI( 一 

4．3 实验结果展示 

在本节中，将分别从对 比算法的 accuracy和 NMI结果、 

KPNMF算法在 不同的核 函数 上 的 accuracy和 NMI、 

MKNMF和我们的方法的时间性能 3方面来验证 MKPNMF 

算法的优势。 

4．3．1 对比算法的 accuracy、NMI结果 

表 1一表 3是 PNMF、KPNMF、MKNMF和我们的算法 

在 3组数据集下的精度和 NMI结果。 

表 1 0RL数据的聚类精度结果对比 

表 2 Ya1eDB数据的聚类精度结果对比 

表 3 C0IL2O数据的聚类精度结果对比 

注：对于 KPNMF的结果，我们分别选取了每一个核函数，得到了 
一 个区间值。具体的可以参考下文统计结果。 

从实验结果来看，我们的方法一定程度上优于PNMF和 

KPNMF算法。相比于MKNMF算法，我们的方法由于只需 

要更新一个变量，不存在非联合凸优化的问题，算法误差能够 

得到有效降低，因此大部分情况下也能得到更佳的聚类性能。 

4．3．2 KPNMF算法在不同核函数下的结果展示 

图 1、图 2展示 的是在不同核函数情况下在给定数据集 

上的聚类结果，从中可以看到，不同的核函数，KPNMF的结 

果有较大的差异；并且实验结果先升后降，大部分情况下，最 

佳参数值出现在 1／2到 1之间。总体来讲，我们能够得到如 



下结论：不同的核函数，对单核NMF算法的聚类结果影响较 

大。 

图 l 不同数据集在不同核函数下 KPNMF算法的精度对比 

图2 不同数据集在不同核函数下 KPNMF算法的NMI对比 

4．3．3 MKNMF算法和 MKPNMF算法的时间性能展示 

为了对比我们的方法和 MKNMF算法的时间性能，对 3 

组数据做了时间性能的统计，运行环境如表4所列。 

表 4 算法的运行环境 

Memory 31．4GB 

Processor Inter Xeon(R)CPU E5620@ 2．4OGHz×16 

OS Type 64一bit 

Disk 2．1 rB 

与MKNMF算法相比，因为两种算法都需要必要的时间 

来计算核函数的系数向量 I9，所以两者的时间差异主要体现 

在迭代算法的更新过程。从图3的实验结果可以看到，因为 

我们的方法只需要更新一个待求解向量，在每次迭代过程中， 

运行速度相对更快，我们 的方法在运行 时间性能上较 

MKNMF算法更优。 

图 3 MKNMF算法和我们的算法的运行时间对比 

结束语 非负矩阵分解(NMF)算法因为其合理的可解 

释性和稀疏性得到广泛研究。数十年时间研究者们不断地提 

出新的NMF算法旨在进一步提高分解效率。本文提出的多 

核学习的投影非负矩阵分解(MKPNMF)算法有效地避免了 

核函数参数选择的问题，同时提高了学习性能。在实际人脸 

数据上的实验结果表明，MKPNMF算法的结果与最佳情况 

下的KPNMF算法性能相当，表明我们的方法在避免了核函 

数的选取的情况下，可以得到更好的性能。较已有的无监督 

非负矩阵分解方法，我们的方法具备明显的性能优势。 
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