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摘　要　同步自动机是有同步字的自动机,它们在系统测试、编码、工业自动化、机器人技术及生物计算等领域有着广泛应用.
有界偏序自动机是状态集具有与所有输入字母都相容的有界偏序的自动机.文中给出了同步有界偏序自动机的一些重要特

征,并据此设计了有界偏序自动机的同步性检测算法、同步字查找算法和最短同步字查找算法,确定了全体nＧ状态同步自动机

的最短同步字长度的上确界.这些工作在有界偏序自动机的范围内解决了同步自动机研究的主要问题.
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Abstract　Synchronizingautomataaretheautomatahavingasynchronizingword．Theyhavebeenappliedinmanyfieldssuchas
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１　引言

完全确定有限自动机简称自动机,是最基本的计算模型,

通常被用来描述离散控制系统.在上世纪五十年代至八十年

代间,计算机科学、控制理论、电子学、工业自动化等领域的研

究人员先后独立地发现了某些自动机能够将所有状态都转换

到同一状态的输入字,并各自命名了这类自动机[１Ｇ５].下文采

用目前最常用的术语,称自动机能够将所有状态都转换为同

一状态的输入字称为同步字,并将有同步字的自动机称为同

步自动机.同步自动机已被广泛应用于重启装置的设计、系
统测 试、通 信、工 业 自 动 化、机 器 人 学 以 及 生 物 计 算 等 领

域[６Ｇ１０].

同步自动机研究的主要问题是同步性检测问题、同步字

查找问题和最短同步字问题.这些问题被统称为自动机的同

步问题,相关算法被统称为自动机的同步算法.针对前两个

问题,Eppstein对自动机设计了一个时间复杂度和空间复杂

度分别为 O(mn２)和 O(n２)的自动机同步性检测算法,并将该

算法 扩 展 为 一 个 时 间 复 杂 度 和 空 间 复 杂 度 分 别 为

O(mn２＋n３)和 O(n２)的同步字查找算法,其中m 和n分别为

自动机的输入字母数和状态数[１１].这两个算法是目前最常用

的自动机同步性检测和同步字查找算法.采用 Eppstein的

同步字查找算法找到的同步字一般较长,这对同步自动机的

应用来说往往意味着较大的损耗.为查找同步字自动机的较

短同步字,Roman等设计了多种同步字查找算法[１２Ｇ１４].这些

算法的复杂度随找到的同步字的平均长度的增加而增大.

Chen等提出了一个描述同步字的损耗的数学模型[１５].

同步自动机的最短同步字问题主要考虑最短同步字的查

找问题和全体nＧ状态同步自动机最短同步字长度的上确界

Dn.Eppstein证 明 了 最 短 同 步 字 的 查 找 问 题 是 NPＧ完 全

的[１１].针对Dn 的值,Černy′于１９６４年提出了如下猜想:

Dn＝(n－１)２

Szykuła证 明 了 Dn ≤ (８５０５９n３ ＋９００２４n２ ＋１９６５０４

n－１０６４８)/５１１１０４[１６].

大量实验表明Černy′猜想很可能是成立的[１７Ｇ１８].TrahtＧ

man还根据实验结果猜想最短同步字长度恰好是(n－１)２ 的

nＧ状态同步自动机只有全体Černy′自动机和另外８个孤立的

例子[１７].Trahtman猜想对规模较小的自动机已经得到了证

实[１９Ｇ２４].

对于各类特殊自动机,现已证实可解自动机、循环自动
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机、欧拉自动机等１０余类自动机满足Černy′猜想[２５Ｇ３５];MartＧ

yugin和 Volko分别证明了循环自动机和欧拉自动机的最短

同步字查找问题是 NPＧ完全的[３６Ｇ３７];He等证明了 Trahtman
猜想对循环自动机成立[３８],从而将对 Trahtman猜想的研究

限制到７个孤立的例子.Černy′猜想和 Trahtman猜想目前仍

是有待解决的问题.
偏序自动机是状态集有一个相容于所有输入字母的偏序

的自动机[３２].每个自动机都可以看作一个偏序自动机,因而

同步自动机的研究可以归结到对同步偏序自动机的研究.

Ananichev等将状态集偏序集为链的偏序自动称为单演自动

机,并证明了nＧ状态同步单演自动机的最短同步字长度不超

过(n－１)[３３].此后,他们还进一步证明了nＧ状态同步广义单

演自动机的最短同步字长度也不超过(n－１),这里的广义单

演自动机是一类包含所有单演自动机的偏序自动机[３４].Cui
等将状态偏序集为有界偏序集的偏序自动称为有界偏序自动

机,并证明了nＧ状态同步有界偏序自动机的最短同步字长度

也不超过(n－１)[３５].
对照同步自动机研究的主要问题,目前只是对单演自动

机、广义单演自动机和有界偏序自动机证实了Černy′猜想,而
关于这些偏序自动机类的同步性检测问题、同步字查找问题、
最短同步字的查找问题以及最短同步字长度的上确界问题都

没有专门讨论.本文针对有界偏序自动机全面地考虑这些问

题.因为单演自动机都是有界偏序自动机,所以所得结论也

适用于单演自动机.

２　基本概念与记号

２．１　偏序集及有限偏序集的哈塞图

按照通常习惯,记集合 X 的基数为|X|.集合上具有自

反性、反对称性和传递性的关系称为偏序.在不致引起误解

时,总用符号≤来表示偏序,用不等式x≤z表示偏序中的序

对(x,z),并用x＜z表示x≤z且x≠z.定义了偏序的非空

集合称为偏序集.偏序集的两个元素x和z是可比的指不等

式x≤z或z≤x成立.任意两个元素都可比的偏序集称为

链.链上的偏序称为全序.
给定偏序集P 的非空子集X.对于X 的元素x,如果X

的任意元素y 都不满足条件x＜y,就称x为X 的一个极大

元;如果X 的任意元素y 都不满足条件y＜x,就称x为X 的

一个极小元;如果X 的任意元素y 都满足条件y≤x,就称x
为X 的最大元;如果X 的任意元素y 都满足条件x≤y,就称

x为X 的最小元.有最大元和最小元的偏序集称为有界偏

序集.有界偏序集上的偏序为有界偏序.
引理１[３６]　假定P 为一个有限偏序集,X 为P 的一个非

空子集,下列各条件成立.
(１)X 总有极小元和极大元;
(２)X 最多有一个最小(大)元;
(３)如果P 是一条链,则它是一个有界偏序集.
基数有限的偏序集称为有限偏序集.有限偏序集P 的

哈塞图是一个顶点集为P 的有向图,它有一条从顶点x到顶

点z的边的充分必要条件是x＜z且P 的任意元素y 都不满

足条件x＜y＜z.

２．２　自动机及其状态转换图

非空有限集有时也称为字母表.字 母 表 的 元 素 称 为

字母.字母表Σ上的任意有限序列a１,a２,􀆺,an 都称为Σ上

的一个字,并简单地记作a１a２􀆺an,其中的自然数n称为该字

的长度.字母表上的空序列e称为空字,其长度为０.字母表

Σ上全体字的集合记为Σ∗ .对Σ∗ 中的任意字w,用|w|表示

w的长度,并用w＝a１a２􀆺an 表示w是序列a１a２􀆺an.两个字

w＝a１a２􀆺an 和u＝b１b２􀆺bm 的连接定义为字 wu＝a１a２􀆺

anb１b２􀆺bm.

下列各等式对Σ∗ 中的任意字w,u,v显然成立.

|wu|＝|w|＋|u|
(wu)v＝w(uv)

ew＝w＝we
一个自动机A是一个形如(Q,Σ,δ)的三元组,其中,Q 是

有限状态集,其元素称为A 的状态;Σ为输入字母表,其中的

字母称为A的输入字母;δ是一个从集合Q×Σ 到集合Q 的

函数,称为A的状态转换函数.集合Q×Σ中的二元组(q,a)
在函数δ下的像δ(q,a)称为输入字母a在状态q 上的作用.

状态集为n元集的自动机称为nＧ状态自动机.

令A＝(Q,Σ,δ)为一个自动机.A 的输入字母表 Σ上的

任意字w 都称为A 的一个输入字,它在A的状态q上的作用

δ(q,w)归纳定义如下:

δ(q,w)＝
q, w＝e
δ(δ(q,w),a), u∈Σ∗ ,a∈Σ,w＝ua{

当δ(q,w)＝p时,称 w 能将状态q 转换到状态p,或称

状态q能被转换为状态p.自动机A的输入字w 在状态集Q
的子集P 上的作用定义为:

δ(P,w)＝{δ(p,w):p∈P}

下面的等式对A的任意两个输入字w,u以及状态集Q
的任意子集P 显然成立.

δ(δ(P,w),u)＝δ(P,wu)

自动机A的状态转换图是一个以状态集Q 为顶点集、以
输入字母表Σ为标注集的边标注有向图,它有一条从状态q
到状态p 且标注为输入字母a 的边(q,p;a)的充分必要条件

是δ(q,a)＝p.对于A中从状态q０ 到状态qk 的道路(q０,q１;

a１),(q１,q２;a２),􀆺,(qk－１,qk;ak),称a１a２􀆺ak 为该道路的标

签.显然,A的输入字w 能将状态p 转换为状态q 的充分必

要条件是A 中存在从状态p 到状态q且标签为w 的道路.

２．３　同步自动机和偏序自动机

给定自动机A＝(Q,Σ,δ).如果A的输入字w 能将A 的

所有状态都转换到同一个状态,即|δ(Q,w)|＝１,就称w 为A
的一个同步字,并称A为一个同步自动机.如果A的状态集

Q 是一个有界偏序集且其有界偏序相容于所有输入字母,即
对A的任意输入字母a 和任意满足条件p≤q的状态p,q都

有δ(p,a)≤δ(q,a),就称A 为一个有界偏序自动机,其状态

集也称为状态偏序集,状态偏序集中的最小元和最大元也分

别称为A的最小状态和最大状态.有同步字的有界偏序自

动机称为同步有界偏序自动机,状态偏序集是一条链的(同
步)有界偏序自动机称为(同步)单演自动机.关于有界偏序

自动机有如下结论.

引理２[３５]　有界偏序自动机A 的状态集上的有界偏序

相容于A 的所有输入字,即对A的任意输入字w 和任意满足

条件p≤q的状态p,q都有δ(p,w)≤δ(q,w).

定理３[３５]　nＧ状态同步有界偏序自动机的最短同步字长

２２０５０００９９Ｇ２
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度不超过n－１.对于任意有 m 个输入字母的nＧ状态同步有

界偏序自动机,可以在 O(mn２)时间和 O(n２)空间内找到它的

一个同步字.

为避免繁琐的叙述,下文不区分自动机与其状态转换图,
也不区分有限偏序集与其哈塞图;所考虑的自动机都至少有

两个不同的状态;有界偏序自动机的最小状态和最大状态分

别为０和１.

３　同步有界偏序自动机的几个特征

本节揭示有界偏序自动机的几个与同步问题密切相关的

特征,它们是设计有界偏序自动机的同步算法的理论基础.
定理４　有界偏序自动机A的输入字w 为同步字的充分

必要条件是它能将最小状态０和最大状态１转换为同一个状

态,即δ(０,w)＝δ(１,w).

证明:充分性显然成立.为证明必要性,先假定δ(０,

w)＝δ(１,w).则对A的任意状态q都可以由不等式０≤q≤
１和引理２得到不等式:

δ(０,w)≤δ(q,w)≤δ(１,w)
从而δ(０,w)＝δ(q,w)＝δ(１,w).

这说明w 是A 的一个同步字.证明完毕.
定理５　nＧ状态有界偏序自动机A同步的充分必要条件

是A 的最小状态和最大状态能被转换为同一状态,即存在A
的输入字u和v满足条件:

δ(０,u)＝δ(１,v) (１)
当A同步时,它有长度不超过n－１的同步字.

证明:令A＝(Q,Σ,δ).当A同步时,其任意同步字w 当

然能将０和１转换为同一状态.反过来,假定０和１能被转

换为同一状态.为证明A 是同步的且它一定有长度不超过

n－１的同步字,根据定理４,只需要证明存在A的长度不超过

n－１的输入字能将０和１转换为同一状态.

对A的任意状态q,定义A的状态集Q 的非空有限子集.

q∗ ＝{δ(q,w):w∈Σ∗ }

则q∗ 就是q在A 中可到达的所有状态的集合,从而存在A的

输入字u和v满足条件(１)当且仅当

０∗ ∩１∗ ≠Ø (２)

下面分３个步骤确定A的一个长度不超过n－１的输入

字使它能将０和１转换为同一状态.

第１步　选取输入字v使得δ(１,v)∈０∗ 且

|v|≤n－|０∗| (３)

当１∈０∗ 时,取v为空字e,则它当然具有性质(３).当

１∉０∗ 时,因为０和１能被转换为同一状态,所以存在A 的输

入字能将状态１转换到０∗ 中,即在A中存在从状态１到集合

０∗ 中某些状态的道路.在A 中选取一条以１为起点且终点

在０∗ 内的最短道路.
(１,q１;a１),(q１,q２;a２),􀆺,(qk－１,qk;ak)

并令

v＝a１a２􀆺ak.

显然,δ(１,v)∈０∗ 且１,q１,q２,􀆺,qk－１是集合Q－０∗ 中一

列两两不相同的状态,从而|v|＝k≤|Q－０∗|＝n－|０∗|.

这说明输入字v确实具有性质(３).
第２步　选取输入字w 使之能将状态０转换到０∗ 中一

个极大状态且

|w|≤|０∗|－１ (４)

因为０∗ 是状态偏序集Q 的一个非空子集,所以０∗ 中至

少有一个极大状态.任取０∗ 中的一个极大状态d.当d＝０
时,取v为空字e,则它当然具有性质(４).当d≠０时,由０∗

的定义可以知道在A 中存在从０到d的道路.在A 中选取

一条从０到d的最短道路

(１,p１;b１),(p１,p２;b２),􀆺,(pl－１,pl;bl)

并令

w＝b１b２􀆺bl.

显然,δ(０,w)＝d且０,p１,p２,􀆺,ql－１,d是０∗ 中一列两

两不相同的状态,从而

|w|＝l≤|０∗|－１
这说明输入字w 确实具有性质(４).

第３步　说明输入字vw 的长度不超过n－１,且它能将

状态０和１转换为同一状态.由式(３)和式(４)可以知道vw
的长度不超过n－１.对A 的任意状态q,由０≤q≤１可以

得到

０≤δ(０,v)≤δ(q,v)≤δ(１,v)
从而

d＝δ(０,w)≤δ(０,vw)≤δ(q,vw)≤δ(１,vw)

因为d是０∗ 中的极大状态且δ(０,vw)和δ(１,vw)都是０∗ 中

的状态,由上述不等式可以推断

d＝δ(０,w)＝δ(０,vw)＝δ(１,vw)
进而得到d＝δ(q,vw).这说明vw 能将A 的任意状态q 都

转换到状态d,因而它是A的一个同步字.证明完毕.

推论６　全体nＧ状态同步有界偏序自动机的最短同步字

长度的上确界为n－１.

证明:由定理５可知全体nＧ状态同步有界偏序自动机的

最短同步字长度的上确界不超过n－１.令A＝(Q,Σ,δ)为一

个nＧ状 态 有 界 偏 序 自 动 机 自 动 机,其 中 状 态 集 Q＝ {１,

２,􀆺,n},输入字母表Σ＝{a},状态转换函数定义为:

δ(n,a)＝n－１
δ(n－１,a)＝n－２
　􀆺

δ(２,a)＝δ(１,a)＝１
状态集上的偏序为:

１＜２＜􀆺＜n
容易验证an－１是A 的一个最短同步字.因此全体nＧ状

态同步有界偏序自动机的最短同步字长度的上确界为n－１.

４　有界偏序自动机的同步算法

本节描述有界偏序自动机的同步性检测算法、同步字查

找算法和最短同步字查找算法.在算法描述中,输入有界偏

序自动机[A＝(Q,Σ,δ);G]意为A＝(Q,Σ,δ)是有界偏序自

动机A的状态转换图,G是其状态集上的有界偏序的哈塞图.

在算法的复杂度分析中,m 和n 分别为输入自动机的输入字

母数和状态数.

定理５及其证明给出了有界偏序自动机的如下同步性判

定方法:有界偏序自动机A同步的充分必要条件是在A 中存

在从最大状态１到状态集的非空子集０∗ 的道路,其中０∗ 表示

最小状态０能到达的状态的集合.该方法可以改编为下面的

有界偏序自动机同步性检测算法(算法１).
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算法１　有界偏序自动机同步性检测算法

输入:有界偏序自动机[A＝(Q,Σ,δ);G]

输出:A的同步性

１．在 G中确定A的最小状态０和最大状态１

２．在A中搜索并标记０能到达的所有状态

３．在A 中搜索１能到达的状态,如果其中某个状态已经标记,REＧ

TURNTrue

算法１的复杂度分析:输入有界偏序自动机A 的最小状

态０是G中唯一的入度为０的顶点,而最大状态１则是G 中

唯一的出度为０的顶点.要确定状态０和１,只需在G 中以

任意顶点为起点依次进行反向和正向搜索,得到的无后续顶

点就分别是０和１.这个过程需要时间为O(n),空间为常数.

在A中搜索某状态q能到达的状态可以通过从q开始执行广

度优先搜索来完成.这个过程需要的时间和空间分别为A
的边数 O(mn)和顶点数 O(n).因此算法１的时间复杂度为

O(mn),空间复杂度为 O(n).

定理５的证明给出了查找任意nＧ状态同步有界偏序自动

机A的一个长度不超过n－１的同步字的步骤.这些步骤可

以改编为下面的同步有界偏序自动机的同步字查找算法(见
算法２).

算法２　有界偏序自动机的同步字查找算法

输入:同步有界偏序自动机[A＝(Q,Σ,δ);G]

输出:A一个同步字

１．在 G中确定A的最小状态０和最大状态

２．在A中计算０∗ ,并对其中每个状态q都记录从０到q的最短道路

的标签 w(q)

３．在 G中查找０∗ 的一个极大状态d

４．在A中计算１到０∗ 的最短道路的标签v

５．RETURNvw(d)

算法２的复杂性分析:算法除步骤３外的其他步骤本质

上就是算法１,只是其中新增了记录相应最短道路的任务.
为完成新增任务,只需要对搜索到的每个状态记录搜索到该

状态的边,增加的时间开销和空间开销分别为 A 的边 数

O(mn)和顶点数O(n).要查找０∗ 的一个极大状态d,可以先

在０∗ 中任取状态d,然后采用深度优先搜索策略在G 中遍历

以d为根的子树;当此子树中存在０∗ 中的状态d′满足条件d
＜d′时,重置d＝d′,然后重复上述遍历,直到不被重置的d即

为０∗ 的一个极大状态.此过程需要的时间复杂度和空间复

杂度分别为G的边数 O(n２)和顶点数 O(n).因此,算法２的

时间复杂度为 O(mn＋n２),空间复杂度为 O(n).

为描述同步有界偏序自动机的最短同步字查找算法,需
要先介绍自动机的概念以及 Eppstein的自动机同步性检测

算法.对于任意自动机A＝(Q,Σ,δ),令Q′为在Q 的所有二

元子集组成的集合Q″中添加一个不属于Q 的符号∞得到的

集合,定义从Q′×Σ到Q′的函数δ′如下:

δ′(P,a)＝
δ(P,a), P,δ(P,a)∈Q″
∞, otherwise{

由此构造的自动机A′＝(Q′,Σ,δ′)称为A 的对自动机,
它可以用于判定自动机A的同步性.

引理７[１１]　对于自动机A 的两个不同状态p,q,输入字

w 满足条件δ(p,w)＝δ(q,w)的充分必要条件是w 为A 的对

自动机A′中某条从状态{p,q}到状态∞的道路的标签.自动

机A同步的充分必要条件是对A 的任意两个不同状态p,q

都存在输入字w 满足条件δ(p,w)＝δ(q,w).

Eppstein的同步性检测算法的设计思想如下:对于输入

自动机A＝(Q,Σ,δ),先构造A的对自动机A′,再在A′中以状

态∞为起点执行反向广度优先搜索;如果能搜索到A′的所有

状态,则A是同步的;否则,A 是非同步的.此算法的时间复

杂度和空间复杂度分别为 O(mn２)和 O(n２)[１１].根据定理５,

可以利用自动机的对自动机设计,如算法３所示.
算法３　有界偏序自动机的最短同步字查找算法

输入:同步有界偏序自动机[A＝(Q,Σ,δ);G]

输出:A一个最短同步字

１．在 G中确定A的最小状态０和最大状态１

２．构造A的对自动机A′

３．在A′中查找从状态{０,１}到状态∞的最短道路,并置其标签为 w

４．RETURNw

算法３的复杂性分析:算法３与 Eppstein的自动机同步

性检测算法显然有相同的时间复杂度 O(mn２)和空间复杂度

O(n２).

结束语　有界偏序自动机是其状态集具有一个相容于所

有输入字母的有界偏序的自动机.全体nＧ状态同步有界偏

序自动机的最短同步字长度的上确界为n－１.对于任意有

m 个输入字母的nＧ状态有界偏序自动机A,可以在 O(mn)时
间和 O(n)空 间 内 检 测 出 其 同 步 性;当 A 同 步 时,可 以 在

O(mn＋n２)时间和 O(n)空间内找到 A 的一个长度不超过

n－１的同步字,并可以在O(mn２)时间和O(n２)空间内找到A
的一个最短同步字.
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andexamplesconcerningtheČerny′Conjecture[J]．LectureNotes

inComputerScience,２００６,４１６２:７８９Ｇ８００．
[１８]KISIELEWICZ A,KOWALSKI J,SZYKUŁA M．Computing

theshortestresetwordsofsynchronizingautomata[J]．Journal

ofCombinatorialOptimization,２０１５,２９(１):８８Ｇ１２４．
[１９]DEBONDT M,DON H,ZANTEMA H．Slowlysynchronizing

automatawithfixedalphabetsize[J]．InformationandComputaＧ

tion,２０２１,２７９:１０４６１４．
[２０]ANANICHEVDS,VOLKOV M V,GUSEVVV．PrimitivediＧ

graphswithlargeexponentsandslowlysynchronizingautomata
[J]．J．Math．Sci．,２０１３,１９２(３):２６３Ｇ２７８．

[２１]DEBONDT M,DON H,ZANTEMA H．DFAsandPFAswith

longshortestsynchronizingwordlength[C]∥Developmentsin

LanguageTheory．Springer,２０１７:１２２Ｇ１３３．
[２２]DEBONDTM,DONH,ZANTEMAH．LowerboundsforsynＧ

chronizingwordlengthsinpartialautomata[J]．International

Journalof Foundations of Computer Science,２０１９,３０(１):

２９Ｇ６０．
[２３]DON H,ZANTEMA H．FindingDFAswithmaximalshortest

synchronizingwordlength[C]∥LanguageandAutomataTheoＧ

ryandApplications．Springer,２０１７:２４６Ｇ２６０．
[２４]KISIELEWICZ A,KOWALSKIJ,SZYKUŁA M．Experiments

withsynchronizingautomata[C]∥ImplementationandApplicaＧ

tionofAutomata．SpringerInternationalPublishing,２０１６:１７６Ｇ

１８８．
[２５]RYSTSOVI．ResetwordsforcommutativeandsolvableautoＧ

mata[J]．TheoreticalComputerScience,１９９７,１７２:２７３Ｇ２７９．

[２６]DUBUCL．SurlesautomatescirculairesetlaconjecturedeČerny′
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