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基于Coq的逆矩阵运算的形式化
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摘　要　矩阵是一种在计算机科学中应用广泛的数据结构,其运算正确性具有重要意义.矩阵求逆在矩阵形式化工作当中缺

乏合理且实用的形式化工作.其原因在于,工程中现有的两种常见求逆方法的形式化均存在难点.第一种是基于伴随矩阵求

解方法,难点在于无法形式化地表示n∗n矩阵的子矩阵,导致构建余子式组成的矩阵十分困难,因此难以实现伴随矩阵求解逆

矩阵形式化;第二种称作高斯约旦初等变换求解法,难点在于构造初等矩阵及其操作函数.若使用 Coq归纳结构设计操作函

数,即采用行优先填充二维表的思想,将舍弃列维度对二维表的描述信息,使得操作函数分支过多,需要设计复杂的归纳结构,

导致后续形式化验证无法进行.文中提出了基于记录的矩阵函数构建法,使用行列两种维度同时描述矩阵,使得构造并证明初

等矩阵成为可能,在此基础上实现了在 Coq系统中基于高斯约旦消元法的矩阵求逆的形式化工作.以一种代价更小且时间复

杂度更低的方式,实现了首个形式化验证下的软件逆矩阵函数库.
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Abstract　Matrixisadatastructurewidelyusedincomputerscience,anditscorrectnessofoperationisofgreatsignificance．In

matrixformalization,thereisnoreasonableandpracticalformalizationwork．Thereasonliesinthedifficultyinformalizingthe

twocommoninversemethodsinengineering．Thefirstmethodisbasedontheadjointmatrixsolutionmethod．Thedifficultylies

inthatthesubmatricesofn∗nmatrixcannotbeformallyexpressed,whichmakesitverydifficulttoconstructthematrixcomＧ

posedofcosubformulas．Therefore,itisdifficulttoachievetheformalizationofadjointmatrixinversesolution．Thesecond

methodiscalledGaussＧJordanelementarytransformationmethod,thedifficultyliesintheconstructionofelementarymatrixand

itsoperationfunction．IfCoqisusedtodesigntheoperationfunctionofinductivestructure,thatis,theideaoffillingtwoＧdimenＧ

sionaltablewithrowsfirstisadopted,thedescriptioninformationoftwoＧdimensionaltablefromcolumndimensionwillbediscarＧ

ded,sothattheoperationfunctionbranchestoomuchandcomplexinductivestructureneedstobedesigned,whichleadstothe

failureofsubsequentformalverification．Inthispaper,arecordＧbasedmatrixfunctionconstructionmethodisproposed,whichdeＧ

scribesthematrixinbothcolumnandcolumndimensions,makingitpossibletoconstructandprovetheelementarymatrix．On

thisbasis,theformalizationofmatrixinversioninCoqsystembasedongaussianＧJordaneliminationmethodisrealized．Andwe

implementthefirstsoftwarematrixinversionfunctionlibraryunderformalverificationinawaywithlowercostandtimecomＧ

plexity．

Keywords　Formalverification,Formalengineeringmathematics,Inversematrixformalization,Coq,Softwaresecurity
　

１　引言

矩阵是线性代数中的主要研究对象与研究工具,相较于

矩阵加法、转置、乘法等矩阵计算方式,矩阵求逆是矩阵运算

中最复杂的一种计算.近年来,矩阵求逆问题出现在诸多前

沿领域中.在机器学习领域,用矩阵逆方法求解二维线性回

归问题.在信息安全领域,字符串经过代码子表转换后生成

矩阵,利用矩阵的可逆过程,实现了信息的加密解密,并在此基

础上发展出了众多优秀的信息加密技术.在飞行控制、火箭制

导等安全攸关领域,卡尔曼滤波算法作为一种在仿真程序中的

核心算法,需借助矩阵求逆,从而实现卡尔曼增益的更新.随

着矩阵算法规模的扩大,矩阵的软件算法安全性日益重要.

在工程数学领域,通常非形式化方法会导致模型以及公

式描述的偏差[１].在安全攸关领域,传统的软件测试方法通

常无法完全排除程序中的错误,特别是在航空航天、核电控

制、智能制造、列车控制和医疗器械等安全攸关系统中,微小

错误可能导致灾难性后果.形式化方法[２]具备精确描述数学

模型以及公式推导的能力,以数学推导的方式验证软件符合

设计的原则从而解决工程数学的安全问题.目前,许多定理

证明器都已经建立起基础理论知识库,如实数、微积分、矩阵
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等,并验证其中的数学证明,这些研究工作为形式化工程数学

的发展奠定了基础.定理证明器大体上可以分成两类,一类

是基于自动证明的技术,另一类是人机交互式的证明技术[３].

前者的优势是自动化,缺点是只能证明一部分程序性质,随着

问题的逐渐复杂,其弊端也逐渐显露出来.后者的缺点是需

要人工辅助,优点是能够更加全面完整地证明程序性质.当

前,基于Coq定理证明器的交互式证明技术[４]是形式化方法

的代表性成果之一,该技术已经被广泛应用于数学定理证明

和软硬件系统的安全性验证,以此来确保安全攸关系统的正

确构造及可靠性.

在矩阵求逆形式化工作当中,目前有少量相关工作,主要

集中在数学性质的验证,且不存在具备软件移植性的矩阵形

式化库.原因在于,现有的两种在工程中常见的矩阵求逆方

法均存在形式化困难.在基于伴随矩阵求解方法中,很难形

式化地表示n∗n矩阵的子矩阵,导致矩阵余子式组成的矩阵

的形式化非常复杂和困难[５],无法轻易构建伴随矩阵求解逆

矩阵.在高斯约旦消元法中,主流的矩阵形式化表示方法基

于嵌套列表,对向量和矩阵的操作本质上是对其列表或嵌套

列表的操作,即采用行优先填充二维表的思想,舍弃了列维度

对二维表的描述信息.

嵌套列表在描述特殊矩阵二维表时,每出现一行需要k
个非零值的情况,都需要设计相应的一维列表操作函数,并验

证相关性质.这种方式不具备多态特性,复用性差,且函数构

造子过多,难以形式化地表示初等变换矩阵以及矩阵求逆操

作,导致后续性质证明无法进行.

为了解决上述问题,本文总结分析了已有矩阵形式化工

作的利弊,提出了基于记录的矩阵函数构建法.克服了初等

矩阵以及逆矩阵操作函数的形式化问题,从而系统地给出了

初等矩阵的定义以及逆矩阵的形式化证明.同时继承了 Coq
中基于记录的矩阵形式化方法的良好软件移植性[６],实现了

首个形式化 Ocaml矩阵函数库.

本文第２节总结分析了定理证明器中矩阵形式化的相关

工作,特别是嵌套列表形式化难点的详细讨论;第３节提出了

基于 Record矩阵的函数描述法,实现初等变换矩阵的形式

化;第４节提出了基于高斯约旦消元法的逆矩阵形式化方法;

第５节介绍了求逆过程函数的正确性,逆矩阵定理的证明过

程;最后总结全文.

２　相关工作

在高阶定理证明器中,各个定理证明器社区已经存在关

于矩阵理论形式化的研究工作.目前,针对定长数据结构的

形式化技术大体上有３种.

(１)函数表示法描述矩阵.首都师范大学施智平团队使

用该方法在 HOL４当中开展了比较完善的矩阵形式化工

作[７Ｇ９].该方法用函数来代表矩阵,具有良好的通用性,关于

矩阵数学性质的证明简单易懂.Coq中的 mathcomp库沿用

了使用函数表示矩阵的思路,把矩阵定义成从两个有限集到

A 的函数[１０Ｇ１１],即表示为Fin－＞ Fin－＞Type类型.也就

是说,它的输入集合变成了高度和宽度下标取值的集合.

这种方式以函数而不是实际数据结构的方式描述矩阵,

同矩阵在程序语言中的实现方式距离较远,难以从这样的表

示方式中直接抽取出程序语言可处理的矩阵表示以及矩阵代

码.这样一种表示方式适合把矩阵看成是一个数学概念,并

完成矩阵的数学性质证明,而不是把矩阵看成是一种软件中

的数据结构,所完成的形式化工作是数学概念、算法和性质的

形式化,而不是矩阵软件的形式化.

(２)采用依赖类型进行描述,NicolasMagaud提出了基于

依赖类型的list的矩阵形式化方法,但只给出了关于向量的

一些简单性质的证明,并没有给出其他基础性质的证明.

Coq．Vectors标准库提供了定长数组的实现,可在此基础上

实现数组的数组,即矩阵.这种技术同样能够定义出完整的

矩阵类型并用于矩阵函数的类型检查.此外,它比基于函数

的矩阵定义更接近于程序语言中的矩阵数据结构.然而,由

于定义的复杂性,这一技术所产生的形式化描述可读性较差

而且证明难度很大,当处理更为复杂的二维矩阵问题时将面

临较大的困难[１２].另外,从基于依赖类型的矩阵函数抽取出

的列表需要在每一层包含该层的表长,因此在表达上冗余度

大,占用空间多,计算时间过长.

Coquelicot库采用基于依赖类型的对偶类型构建矩阵类

型,但矩阵的相关性质较少[１３].

(３)基于记录的矩阵表示法[６],Coq提供了 Record命令

来将多个对象聚合为单个对象的数据结构.

Record中的每一个域,都作为描述该数据结构的一种属

性,具有良好的可读性以及便利的代码抽取特性.Ma等[６]

借助 Record类型,构建了 Record矩阵类型的定义.Ma等在

此基础上,首 次 实 现 了 基 于 Coq的 分 块 矩 阵 运 算 的 形 式

化[１４].该方法易于理解并且方便使用,与其他矩阵形式化方

法相比,记录类型更容易抽取出合理的 Ocaml代码,因此形

式验证的性质等同于抽取的软件代码的性质.

　　RecordMat(A:Set)(mn:nat):Set∶＝mkMat
{

　mat:List(ListA);

　mat_height:heightmat＝m;

　mat_width:widthmatn

}

基于记录的矩阵表示法中,Mat类型分别使用３个域来

描述二维矩阵,第一是存储元素的二维表,由嵌套 List构成,

其他两个分别是这个二维表高和宽的证明,即指定列表的长

度以及嵌套列表的长度[６].在这个定义中,A 表示矩阵内部

元素的类型,是一种多态性质的变量,m 和n分别描述矩阵的

行数以及列数,mat_height用于保存一个关于二维表 mat的

高度为 m 的证明,mat_width则用于保存一个关于二维表

mat宽度为n的证明.

List是元素类型相同、长度可变的序列,由于列表的元素

也可以是列表,因此用嵌套列表的方式可以实现二维甚至多

维嵌套列表.Coq中采用Inductive关键字表示归纳类型.

在归纳类型定义中,每个构造函数可以接受任意数量的参数.

InductiveListA:Type∶＝

　|nil:ListA|cons:A－＞ListA－＞ListA
但嵌套列表在描述复杂矩阵二维表时会导致表示困难,
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最核心的问题在于,该方案采用了行优先填充二维表的思想,

舍弃了列维度对二维表的描述信〗息,造成函数分支数量骤

增.即每出现一行需要k个非零的情况,需要设计相应的一

维列表操作函数,并验证相关性质,不具备复用性.同时,嵌

套列表在描述特殊矩阵二维表时会导致证明困难.Record
矩阵性质证明采用induction机制,对每种出现的分支分别进

行展开证明,证明的分支数量随着展开呈现指数型的上升.

因此构造矩阵时复杂的归纳结构随着列表维度以及性质复杂

度的上升而上升,证明代码量也将以指数级的速度增长,导致

后续矩阵性质证明困难.

据我们所知,高阶定理证明器的逆矩阵形式化仅有少量

研究工作:首都师范大学施智平团队实现了在 HOL中基于

伴随矩阵方法的逆矩阵形式化[５],该工作构造了特殊的n∗n
矩阵来代替(n－１)∗(n－１)子矩阵,以便计算其余子矩阵,从

而使形式上构造一个伴随矩阵成为可能.但这种矩阵算法计

算复杂度高,达到 O(N４),不适合作为大矩阵的求逆计算,特

别是在飞行控制等具有海量数据的领域.在ssreflect库[１０Ｇ１１]

中也有矩阵求逆的定义,其方法同样是基于伴随矩阵方法的

逆矩阵形式化.这种实现被３层包装(Matrix/Finfun/Tuple)

隐藏,定义了较为复杂的结构,且矩阵类型被视为是抽象的数

学概念,无法进行实际应用.

本文期望找到一种矩阵表示方案,一方面要求同矩阵的

软件实现有更紧密的关联,另一方面要方便地验证矩阵性质.

因此本文提出 Record矩阵函数描述法,结合了两种典型方案

的特性,构建实用矩阵形式化的基础库.我们在 Ma等工作

的基础上增加了更多的矩阵性质证明,特别是初等矩阵定理

的证明;在此基础上实现逆矩阵形式化,证明相关性质.

３　Record矩阵函数描述法

本文提出了基于 Record矩阵的函数描述法,Mfill函数

使用描述函数f 填充二维列表中的每个元素.描述函数f
类型为nat－＞nat－＞ A,两个参数表示下标为i和j,填充

值域在A 下的值.

DefinitionMfill(mn:nat)(f:nat－＞ nat－＞ A)∶＝

letdl∶＝generate_matrixfmnmin

mkMatAmndl(dlist_heightfmn)(dlist_widthfmn)．

mkMat负责接收二维列表dl,以及二维列表高度宽度证

明dlist_height,dlist_width.核 心 为 二 维 列 表 构 造 函 数

generate_matrix.该函数负责根据f 的具体定义产生m∗n
大小的二维列表dl,用作 mkMat中的二维列表参数.

Coq采用关键字Fixpoint表示递归函数.函数generate_

matrix利用参数i,控制当前递归的矩阵行数,依次组合相应

的一维列表,得到最终的二维列表.

Fixpointgenerate_matrix(f:nat－＞ nat－＞ A)(mni:

nat)∶＝

matchiwith

|０＝＞ nil

|Si′＝＞

　generate_rowfnn(m－i)∷generate_matrixfmni′

end

赋值工作最终由generate_row 完成,Coq使用∷符号表

示连接List中的头元素以及后面的 List内容,元素值通过描

述函数f得到.

Fixpointgenerate_row(f:nat－＞nat－＞ A)(jni:nat)∶＝

matchjwith

|０＝＞ nil

|Sj′＝＞

　fi(n－j)∷generate_rowfj′ni

end
同时通过引理dlist_height,dlist_width证明所有由该函

数创建的二维表高度、宽度均符合要求,免去了 Record原有

反复证明矩阵高度宽度的步骤,进一步压缩代码量.以证明

产生的二维列表dl高度为例,即length(generate_matrixf
mnm)＝m.

Lemmadlist_o_height_help:forall(f:nat－＞ nat－＞ A)(mni:nat),

　i＜＝m －＞

　length(generate_matrixfmni)＝i．

Proof．

　intros．

　inductioni．

　Ｇauto．

　Ｇsimpl．f_equal．applyIHi．auto．omega．

Qed．

Lemmadlist_o_height:forall(f:nat－＞ nat－＞ A)(mn:nat),

　　length(generate_matrixfmnm)＝ m．

Proof．

　intros．

　applydlist_o_height_helpwith(i:＝m)．

　auto．

Qed．

图１　二维列表高度证明

Fig．１　Twodimensionallistheightproof

值得一提的是,Coq中使用Lemma关键字表示定理的证

明,在直接证明length(generate_matrixfmnm)＝m 时存在

困难,因此需要利用Coq中优秀的归纳特性,额外定义定理.

利用

length(generate_matrixfmni)＝i－＞
length(generate_matrixfmn(i＋１))＝i＋１

进行推导,完成对于任何i＜＝m,都使得length(generate_

matrixfmni)＝i成立的证明.这在 Coq证明过程中是一

种有效且实用的解决方案.

通过建立描述函数(f:nat－＞nat－＞ A)和generate_

matrix函数产生的二维列表之间的联系,基于 Record矩阵

的函数描述法合理利用了行参数i、列参数j对二维列表的描

述信息,解决行递归带来的复杂矩阵表示问题;同时以多态的

思想解决了复用性差的问题,使得构造复杂矩阵成为可能.

在线性代数中,任何将单位矩阵做一次初等变换所得到

的矩阵,被称为初等矩阵.本文利用 Record矩阵的函数描述

法定义了３种初等矩阵函数.
(１)初等倍乘矩阵:将单位矩阵第i行(或列)乘c,得到矩

阵Ei(c).

Definitionmulti_mult(x:nat)(c:A)∶
　＠Mfillnn(funij＝＞
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　(ifbeq_natij
　then(ifbeq_natixthencelseM．One)

　elseM．Zero))．
初等倍乘矩阵函数,参数为描述函数(funij＝＞(ifbeq_

natijthen(ifbeq_natixthencelseM．One)elseM．Zero)),
以及行数x和值c.其中beq_nat表示自然数域内的相等函

数,M．One和M．Zero为值域A 下的１和０,beq_natij的作

用为判断当前元素是否位于矩阵对角线,若相等则位于对角

线,反之则不是.beq_natix 的作用为判断当前元素是否

位于矩阵的第x行,若上述判断均为真,那么该元素赋值

为c.若n取３,x取１,则能得到形如

１ ０ ０
０ c ０
０ ０ １

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
的初等倍

乘矩阵.
(２)初等倍加矩阵:将单位矩阵第i行乘c加到第j行,或

将第j列乘c加到第i列,得到矩阵Eij(c).

Definitionmulti_add(ij:nat)(c:A)∶＝
MIM＋(single_valxyc)
初等倍加矩阵函数,通过单位矩阵 MI和单值矩阵(sinＧ

gle_valxyc函数表示第x 行第y 列值为c,其余元素均为０)
相加方式得到,M＋表示矩阵相加.如图２所示,表示３∗３
矩阵下multi_add２１c的结果.

１ ０ ０

０ １ ０

０ ０ １

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

０ ０ ０

０ ０ ０

０ c ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

１ ０ ０

０ １ ０

０ c １

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

图２　初等对换矩阵实现

Fig．２　Elementarycommutationmatriximplementation

(３)初等对换矩阵:将单位矩阵第i,j行(或列)对换,得
到矩阵Eij;

Definitionswap(ij:nat)∶
MI
M－(single_valxxM．One)

M－(single_valyyM．One)

M＋(single_valxyM．One)

M＋(single_valyxM．One)．
初等对换矩阵函数,实现思路为单位矩阵减去要交换行的

对角线元素,再对相应位置赋值１,M－表示矩阵相减.如图３
所示,表示３∗３矩阵下得到交换第１,２行的对换矩阵的思路.

１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

é

ë
êê

ù

û
úú ＋

－１ ０ ０
０ ０ ０
０ ０ ０

é

ë
êê

ù

û
úú ＋

０ ０ ０
０ －１ ０
０ ０ ０

é

ë
êê

ù

û
úú ＋

０ ０ ０
１ ０ ０
０ ０ ０

é

ë
êê

ù

û
úú ＋

０ １ ０
０ ０ ０
０ ０ ０

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

０ １ ０
１ ０ ０
０ ０ １

é

ë
êê

ù

û
úú

图３　初等对换矩阵实现

Fig．３　Elementarycommutationmatriximplementation

　　为方便求逆,下文中定义的multi_mult_n,multi_add_n,

swap_n,分别表示维度是n∗n的３种初等变换矩阵.
总体来说,这种方法解决了矩阵表示困难的问题,给其他

复杂矩阵的构造提供了可能性,具备良好的扩展性.以描述

函数f表示矩阵的方式替代 Fixpoint归纳结构,解决了在证

明时遇到复杂矩阵难以展开归纳结构的问题[１４].

４　逆矩阵形式化

４．１　高斯约旦消元法

逆矩阵存在多种求解方法,最常见为基于伴随矩阵的求

逆方法,采用构建行列式,伴随矩阵的定义.该方法易于在命

令式语言中表示,是实际应用中最常见的方法,但在高阶定理

证明器当中,难点在于无法形式化地表示n∗n矩阵的子矩

阵,导致构建余子式组成的矩阵十分困难[５];需要额外构建行

列式定义,证明行列式相关性质,导致引理数量变得庞大,增
加了证明的成本.

另一种常见方法叫做初等变换法求逆,又名高斯约旦消

元法求逆.矩阵A经讨有限次初等行变换变为单位矩阵,则
单位矩阵经过同样的初等行变换变为A－１.相比上述方法的

时间复杂度为 O(N４),该方法的计算复杂度为 O(N３),降低

了求逆计算量.

Pk􀆺P３P２P１(A|I)＝(I|A－１) (１)
在高阶定理证明器当中,初等变换矩阵Pi具有后进先出

的栈性质,逻辑清晰.但由于初等变换存在多种求解可能性,
需要确定一个合理且固定的变换顺序,作为求解的方法.本

文采用先行阶梯化后求解的思路.

４．２　行阶梯矩阵形式化

对于任一个m ∗n型矩阵A＝(aij)m∗n,如果它的第一列

元素不全为零,则可以对它作若干次初等行变换,将其变换为

行简化阶梯型矩阵U,初等行变换所对应的初等矩阵依次记

为Pi(１≤i≤k).

Pk􀆺P３P２P１A＝U (２)
行阶梯函数row_echelon_form即矩阵行简化阶梯型函数,

输入参数分别为n∗n大小的方阵 MA和控制递归深度的参数

i.该函数分为３个步骤:１)找出当前列的主元(第一个值非０
的元素)所在行,交换到第cur行;２)得到当前行对角线元素

(MA& [cur,cur]),当前行整体倍乘它的倒数(M．inv取倒数);

３)随后通过倍加矩阵,每行依次消元.函数最终返回一个含有

两个n∗n大小的方阵的对偶,第一个方阵存储变换矩阵(Pk􀆺

P３P２P１),第二个方阵存储结果,即行简化阶梯型矩U.

其中,M∗ 表示矩阵相乘,A& [i,j]表示取矩阵A 中第i
行第j列的元素值.

行阶梯函数row_echelon_form 依赖于多个递归函数,其
中first_none_zero作用为得到当前列的第一个值非０的元素

所在的行数,返回值为r.

Fixpointrow_echelon_form(MA:MatAnn)(i:nat)∶＝
　matchiwith
　|０＝＞(MI,MA)

　|Si′＝＞
　letcur∶＝(n－i)in
　(∗step１∗)

　letr∶＝first_none_zeroMAicurin
　letP１∶＝(swap_ncurr)in
　letA０∶＝P１ M∗ MAin
　(∗step２∗)

　letP２∶＝(multi_mult_ncur(M．invA０&[cur,cur]))

in
　letA１∶＝P２ M∗ A０in
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　(∗step３∗)

　let(P３,A２)∶＝minus_downA１curi’in
　let(P４,A３)∶＝row_echelon_formA２i′in
　(P４ M∗ P３ M∗ P２ M∗ P１,A３)

　end．
利用swap_n初等对换矩阵,将当前列的主元(第一个值

非０的元素)所在行元素,与cur行元素互换,如图４所示.

图４　swap_n示意图

Fig．４　swap_ndiagram

为方便后续化简,需接着使用multi_mult_n初等倍乘矩

阵,将当前行首个元素乘以逆元 M．invA０&[cur,cur],进行

化简,如图５所示.

图５　multi_mult_n示意图

Fig．５　multi_mult_ndiagram

minus_down为列化简函数,依赖于 multi_add函数,其作

用如图６所示,将当前列对角线以下元素进行简化处理,每行

基于初等倍加矩阵进行消元.

图６　minus_down示意图

Fig．６　minus_downdiagram

在整个过程中,函数row_echelon_form 存储相应初等变

换矩阵Pi(１≤i≤k),作为求逆的条件,如图７所示.

A－１＝U－１Pk􀆺P３P２P１ (３)

图７　row_echelon_form 示意图

Fig．７　Diagramofrow_echelon_form

４．３　求逆函数形式化

对于任何一个可逆行阶梯矩阵U,都可以作若干次初等行

变换将其化为单位矩阵I,即存在初等矩阵Pi′(１≤i≤k)使得:

Pk′􀆺P３′P２′P１′U＝I (４)
即可视作:

U－１＝Pk′􀆺P３′P２′P１′ (５)
同理,fst_to_I函数描述上述公式,输入参数为n∗n大

小的行阶梯方阵MA 和控制递归深度的参数i.其中,minus_

up作用类似于minus_down,将当前列对角线以上元素进行

消元化简.函数返回两个n∗n的矩阵对偶,第一个矩阵表

示变换矩阵的乘积Pk,Pk－１,􀆺,P１,第二个矩阵存储结果,即
单位矩阵I.

Fixpointfst_to_I(MA:MatAnn)(i:nat)∶＝
　matchiwith
　 O＝＞(MI,MA)

　 Si′＝＞
　(P１,A０):＝minus_up(MA)i′i′
　let(P２,E):＝fst_to_IA０i′in
　(P２ M∗ P１,E)

end
根据式(３)和式(５),矩阵求逆由上述两个步骤合并得到.

row_echelon_form 对偶的第一个元素,即P＝Pk􀆺P３P２P１,

fst_to_I对偶的第一个元素P″＝Pk′􀆺P３′P２′P１′,相乘得到逆

矩阵A－１＝P″P,如图８所示,完成矩阵求逆的形式化.

DefinitionInversion(MA:MatAnn)∶
let(P,A１):＝row_echelon_form MAnin
let(P′,A２)∶＝fst_to_IA１nin
　P′∗ P
end

图８　Inversion示意图

Fig．８　DiagramofInversion
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　　特别地,本次研究采取 ModuleType的方式定义矩阵元

素的性质,以抽象值域 A 代替实际数字类型,使得所有矩阵

函数具有多态性质,提取出了形式化整数矩阵、实数矩阵等基

础库,可直接应用于 Ocaml代码抽取.

ModuleTypeMType
􀆺

EndMType
ModuleMatrix(M:MType)

５　逆矩阵证明

５．１　矩阵类型等价

在文献[６]中,矩阵类型的等价,采用 Coq标准库中“eq”

函数的方式定义矩阵间的等价关系,即莱布尼兹等式.

Axiom M_eq:forall(A:Set)(mn:nat)(m１ m２:MatA m
n),matAmnm１＝matAmnm２＜－＞ m１＝m２

由于 Record类型的等价,要求其中的每一个属性相等,

即要求二维表的高度以及宽度证明引理相等.且该公理

(Axiom)存在漏洞,前后条件并非充分必要关系,二维表相等

无法得到 Record内二维表的高度以及宽度证明引理相等.

我们知道,对于两个矩阵,只需要满足二维列表相等即可认为

两个矩阵相等.而对于各自行、列数的证明,不必要求相等.

为了解决上述公理产生的问题,我们提出了新的矩阵等价判

断函数 Meq,定义如下:

DefinitionMeq(m１ m２:MatAmn)∶＝
　forallij,i＜ m－＞j＜ n－＞
m１&[i,j]＝m２&[i,j]

该定义用来解决 Record类型的相等要求,且能够利用下

标访问的便利性,完成文献[６]中无法证明的性质(见第５．２
节).

５．２　矩阵与逆矩阵形式化性质证明

本文证明的矩阵函数性质,可看作是对文献[６]已有性质

的补充.补充证明性质包括但不限于:１)单位矩阵转置不变

性质;２)左乘相同矩阵性质;３)右乘相同矩阵性质.证明逆矩

阵性质有:１)五大逆矩阵性质;２)矩阵乘法消元法求解逆矩

阵;３)转置仍可逆性质;４)矩阵两次求逆相等性质等.

表１　矩阵性质引理

Table１　Lemmaofpropertiesofmatrix

Lemma_name lemma
trans

Inv_trans_trans ((A－１)T)T＝A－１

I_trans_I IT＝I
mult

mult_equal_r A＝B－＞A ∗C＝B ∗C
mult_equal_l A＝B－＞C ∗ A＝C ∗ B

matrix_cancellation C－１－＞ A∗C＝B ∗C－＞ A＝B
inv

row_mul_c_inv
A∗ B ＝I－＞

A ∗C＝I－＞C＝B
AB_inv B－１∗A－１∗ A∗B＝I

trans_mult_inv_correct AT∗ (A－１)T＝I
inv_inv_correct (A－１)－１＝A
row_mul_c_inv (kA)－１＝k－１∗ A－１

以单位矩阵转置不变性质I_trans_I为例,借助新等价定

义,以类似destruct(j?＝i)的方式分解矩阵,避开了行优先填

充二维表的思想,利用列维度对二维表的描述信息,证明引理

正确性.如图９所示,证明转置仍可逆性质AT∗(A－１)T＝I.

LemmaI_trans_I:

　　MtransIM＝I．

Proof．

　　unfoldI．

　　intros．

　　unfoldMeq．

　　intros．

　　rewriteMtrans_help;auto．

　　(∗ x＝j时,即n＝j,表示对角线 ∗)

　　rewrite! Mfill_help;auto．

　　destruct(j＝?i)eqn:eq．destruct(i＝?j)eqn:eq１．auto．

　　applyNat．eqb_eqineq．

　　applyNat．eqb_neqineq１．omega．

　　destruct(i＝?j)eqn:eq１．auto．

　　applyNat．eqb_neqineq．

　　applyNat．eqb_eqineq１．omega．

　　auto．

Qed．

图９　单位矩阵转置不变性质的证明过程

Fig．９　Provingprocessofidentitymatrixtransposeinvariance

如图１０所示,依据单位矩阵转置不变性质,证明转置仍

可逆性质.

TheoremInversion_trans_mult_inv_correct:

　forall(MAA_invA_inv_inv:MatAnn),

　　InversionMA ＝ SomeA_inv－＞

　　MtransMA M∗ MtransA_invM＝ MI．

　Proof．

　　intros．

　　rewrite＜－matrix_trans_mul．

　　assert(A_invM∗ MA M＝ MI)．

　　{

　　　applyInversion_correctinH．

　　　assumption．

　　}

　　unfoldMI．

　　rewrite＜－I_trans_I．

　　applyMtrans_mor．

　　auto．

Qed．

图１０　转置仍可逆性质的证明过程

Fig．１０　Provingprocessofreversibilityoftranspose

从上述例子可以发现新矩阵等价定义对引理证明的简

化,并且该等价定义亦然能够作用于更复杂的矩阵性质证明,

以及逆矩阵性质证明,它能够很大程度上化简逆矩阵函数性

质证明过程,减少证明工作.

结束语　本文分析并对比了现有高阶定理证明器中的矩

阵形式化工作,相较而言,利用函数表示法的矩阵形式化方法

是一种较成熟的形式化方式,可以方便直观地表示复杂矩阵,

具备表示复杂矩阵的可能性,但缺乏实际应用能力以及软件

移植性;利用 Record类型的矩阵形式化方法易于理解并且方

便使用,记录类型更容易抽取出合理的 Ocaml代码,具备良

好的工程数学基础.本文提出基于 Record的矩阵函数表示

法,完成初等矩阵的形式化,首次实现了高斯约旦消元法求解

逆矩阵的形式化,并实现了首个形式化验证下的逆矩阵软件
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函数库.相比现有的逆矩阵形式化工作,以代价更小且时间

复杂度更低的方式,完成了逆矩阵形式化函数库的构建,并在

实际应用中进行了初步探索.之后将继续完善相关引理,将
函数库整合入飞行控制系统的形式化工作,是我们未来的研

究重点.
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