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摘　要　hＧBézier曲线(h＞０)又被称为Pólya曲线,它具有与经典 Bézier曲线(h＝０)一致的诸多优良性质.为此,文中研究了

二次hＧBézier曲线具有单调曲率的充要条件及其构造算法.首先,讨论二次hＧBézier曲线曲率极值的存在性,得到曲线具有单

调曲率的充要条件;通过引入曲率临界圆,给出判断二次hＧBézier曲线曲率单调性的几何方法,即检查二次hＧBézier曲线的中

间控制点是否在曲率临界圆上或圆内;并由此得到构造具有单调曲率的二次hＧBézier曲线的两种算法,通过调节形状参数h可

保证曲线具有单调递减或单调递增的曲率.其次,研究两条二次hＧBézier曲线的光滑拼接,基于对二次hＧBézier曲线性质的分

析,选择第二条曲线在肩点处与第一条曲线的端点实现拼接,得到G２ 拼接的充要条件;讨论参数对拼接曲线形状的影响.最

后,构造出同时满足G２ 拼接、曲率单调递减(或单调递增)的组合二次hＧBézier曲线.数值实例显示了组合二次hＧBézier曲线

的造型优势和灵活性.

关键词:hＧBézier曲线;单调曲率;曲率临界圆;G２ 拼接;肩点
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Abstract　ThehＧBéziercurves(h＞０),alsoknownasPólyacurves,sharemanyexcellentpropertieswithclassicalBéziercurves
(h＝０)．Inthispaper,thenecessaryandsufficientconditionsforquadratichＧBéziercurveswithmonotoniccurvatureanditsconＧ

structionalgorithmarestudied．First,thesufficientandnecessaryconditionsforquadratichＧBéziercurveswithmonotonecurvaＧ

tureareobtainedbydiscussingtheexistenceoftheextremesofthecurves．ByintroducingcurvaturecriticalcirclesofthecurvaＧ

ture,themonotonyforthecurvatureofthequadratichＧBéziercurvecanbedirectlyverifiedbycheckingwhetherthemiddleconＧ

trolpointofthecurveisonorinsidethecurvaturecriticalcircle．TwoalgorithmsforconstructquadratichＧBeziercurveswith

monotoniccurvatureareobtained,ensuringthatthecurvescanhavemonotonicallydecreasingorincreasingcurvaturebyadjusting
theshapeparameterh．Secondly,theG２smoothblendingoftwoquadratichＧBéziercurvesisstudied．Basedontheanalysisofthe

propertiesofthequadratichＧBéziercurves,theshoulderpointofthesecondcurveisselectedtojoinwiththeendpointofthefirst

curve,andthenecessaryandsufficientconditionsareobtainedandtheinfluenceofparametersontheshapeoftheblendingcurve

isdiscussed．Finally,thecombinedquadratichＧBéziercurvewithdecreasing(orincreasing)isconstructed．Thenumericalexamples

showthemodelingadvantageandflexibilityofthecombinedquadratichＧBéziercurve．

Keywords　hＧBéziercurve,Monotonecurvature,Curvaturecriticalcircles,G２blending,Shoulderpoint

　



　　hＧBézier曲线具有许多与经典 Bézier曲线相同的优良性

质,如端点插值性、几何不变性、仿射不变性、凸包性等,同时,

它还包含形状参数h,使得hＧBézier曲线在使用时更加方便.

１９６８年,Stancu[１]引进了h＞０的算子,并在１９８４年证明了该

算子与经典的 Bernstein逼近算子有很多相似的优良性质.

如非负性、单位分解性、端点插值性等.１９８５年,Goldman[２]

再一次研究hＧBernstein多项式,发现hＧBernstein多项式可以

由Pólya离散概率模型生成,当h＝０时,Pólya模型将退化为

经典的 Bernstein多项式.Goldman[３]把hＧBernstein多项式

称为Pólya多项式,直接将 Pólya多项式应用到 Pólya曲线

(hＧBézier曲线),并对其算法和性质进行了进一步的研究.

２０１１年,Simeonov等[４]定义了hＧ开花算法,利用递归算法构

造出hＧBézier曲线递归细分.２０１９年,Sun等[５]为了拓展hＧ

Bézier曲线的表示能力,通过增加正实数权因子构造出了有

理hＧBézier曲线.２０１９年,Marco等[６]证明了hＧBernstein基

函数的全正性,给出了一种计算严格全正hＧBernsteinＧvanderＧ

monde阵双对角分解的算法.

量子微积分定义了hＧ微积分和qＧ微积分.随着量子微

积分的发展,近年来广义Bernstein基函数在逼近理论和计算

机辅助设计中得到了广泛研究.１９９６年,Phillips[７]通过qＧ二

项式系数得到qＧBernstein逼近算子;１９９８年,Oruç[８]证明了

该基函数的全正性和保凸性.鉴于qＧBernstein多项式的优

良性质,许多学者将PhilipsqＧBernstein多项式应用到曲面设

计中.２００３年,Oruç等[９]在 PhilipsqＧBernstein多项式的基

础上构造出了 PhilipsqＧBézier曲线.２００７ 年,Oruç等[１０]构

造出了有理 PhillipsqＧBézier曲线.２０１１年,Simeonov等[１１]

定义了qＧ开花算法,进一步研究了PhillipsqＧBézier曲线的性

质,并给出细分形式.随着广义 Bernstein基函数的发展,学

者们开始探究qＧBernstein逼近算子和hＧBernstein之间的联

系.２００９年 Nowak[１２]定义了(q,h)ＧBernstein逼近算子,并

对其性质进行研究.２０１４年,Simeonov等[１３]给出了(q,h)开

花的形式,并将[０,１]上的(q,h)ＧBernstein基函数扩充到任意

区间上,在 此 基 础 上 构 造 了 (q,h)ＧBézier曲 线.２０１５ 年,

Simeonov等[１４]研究了(q,h)ＧBézier曲线的两个重要的性质:

变差缩减性和升阶性.

在公路设计当中,为了保证汽车的安全行驶,工程师们往

往会构造曲率单调的缓和曲线.在道路设计[１５]、机器人轨道

设计[１６]等方面,曲率单调的曲线有重要应用.高次的 Bézier
曲线的曲率计算时会涉及高次多项式,得到曲率单调条件较

为困难.二次广义Bézier曲线能表示较为丰富的曲线形状,

于是近年来越来越多的学者对二次广义Bézier曲线的曲率单

调条件进行了研究.１９９２年,Sapidis等[１７]利用几何关系通

过调整中间控制点的位置给出了二次Bézier曲线段具有单调

曲率的条件.２０００年,Frey等[１８]研究了标准型二次 Bézier
曲线段,当权值确定时,通过对控制多边形的形状添加简单的

几何约 束 来 保 证 单 调 曲 率.２０１５ 年,Cai等[１９]利 用 五 次

Bézier曲线,在两平行线之间构造了一条满足G２ 连续的缓和

曲线.２０１８年,Ahmad等[２０]通过建立合适的坐标系,得到了

二次有理Bézier曲线曲率单调时权因子的取值范围.２０１９
年,Wang等[２１]通过对控制多边形的边加以约束,给出了n次

Bézier曲线曲率单调的充分条件,并给出了构造具有单调曲

率的n次Bézier曲线方法.２０２１年,He等[２２]提出了一种利

用具有单调曲率的典型曲线进行G１ 插值的新算法,并将该

算法应用到曲线补全中.同年,Liang等[２３]给出了二次 PhilＧ

lipsqＧBézier曲线具有单调曲率的几何充要条件,并且构造出

了既满足 G２ 拼接又满足曲率单调递减的二次 PhillipsqＧ

Bézier曲线.

hＧBézier曲线与经典的 Bézier曲线和 LupaşqＧBézier曲

线[２４]的不同之处在于曲线与控制多边形不相切,因此,同以

往一样直接在首末端点处进行拼接对于hＧBézier曲线来说难

以实现.因此,针对二次hＧBézier曲线,本文提出了与经典

Bézier曲线G２ 拼接不同的拼接算法,即第二条曲线在肩点处

与第一条曲线的端点实现拼接.

本文将围绕二次hＧBézier曲线探究其具有单调曲率的方

法.第１节介绍二次hＧBézier曲线曲率存在极值以及曲率单

调的充要条件;第２节分别构造具有曲率单调递增、递减的二

次hＧBézier曲线;第３节给出二次hＧBézier曲线在肩点处G２

拼接的条件;第４节在G２ 拼接以及曲率单调的充要条件基础

上构造具有单调曲率的组合二次hＧBézier曲线.

１　二次hＧBézier曲线曲率单调的充要条件

１．１　hＧBézier曲线

定义１[２]　(n次hＧBézier曲线)　给定n＋１个控制顶点

P(t;h)＝∑
n

k＝０
PkBn

k(t;h),h＞０,参数t∈[０,１],称参数曲线段

P(t;h)＝∑
n

k＝０
PkBn

k(t;h)为n次hＧBézier曲线.其中Bn
k(t;h)＝

n

k[ ]
∏
k－１

j＝０
(t＋jh)∏

n－k－１

j＝０
(１－t＋jh)

∏
n－１

j＝０
(１＋jh)

为 n 次hＧBernstein 基 函 数.

该基函数具有非负性、单位分解性、对称性、全正性等,其中对

称性为:Bn
k(t,h)＝Bn

n－k(１－t,h).当h＝０时,hＧBernstein基

函数退化为经典 Bernstein基函数;当h＝０时,hＧBézier曲线

退化为经典Bézier曲线.

该曲线在首末端点处与控制多边形不相切,对于二次hＧ

Bézier曲线,在首末端点处的导矢分别为 １
１＋h

[(２＋h)P０P１
→＋

hP１P２
→],１

１＋h
[hP０P１

→＋(２＋h)P１P２
→].当t＝１

２
时,该点处的

导矢为P０P２
→,即该点导矢与控制多边形底边P０P２平行且为曲

线上与P０P２最远的点.因此,类似经典Bézier曲线,我们称之

为二次hＧBézier曲线的肩点,在第３节中结合曲率单调选择

在肩点处对hＧBézier曲线进行拼接.

１．２　hＧBézier曲线的曲率极值

二次hＧBézier曲线为:

P(t;h)＝ １
１＋h

[(１－t)(１－t＋h)P０＋２t(１－t)P１＋t(t＋

h)P２]
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其中,Pj(j＝０,１,２)是曲线的３个控制顶点,形状参数h＞０,

参数t∈[０,１].

如图１所示,以P０为原点,P０P２
→为x轴的正方向建立平面

直角坐标系,控制顶点的坐标分别记P０ (０,０),P１ (k,m),

P２(g,０),其中g＞０,m≠０,k,g,m∈R.当m＝０时,３个控制

顶点共线,此时曲率为０.本文中讨论m≠０的情况.

图１　平面直角坐标系下的二次hＧBézier曲线

Fig．１　QuadratichＧBéziercurveinrectangularcoordinatesystem

本文 中 的 二 次hＧBézier曲 线 均 是 在 此 坐 标 系 下 进 行

表示.

曲线上任意一点表示为:

P(t;h)＝ ２t(１－t)k＋t(t＋h)g
１＋h

,２t(１－t)m
１＋h( ) (１)

其一阶导矢和二阶导矢分别表示为:

P′(t;h)＝ ２(１－２t)k＋(２t＋h)g
１＋h

,２(１－２t)m
１＋h( )

P″(t;h)＝ －４k＋２g
１＋h

,－４m
１＋h( )

当t∈ [０,１]时,m ≠０,则 ２t(１－t)k＋t(t＋h)g
１＋h

与

２t(１－t)m
１＋h

不同时为零,则|P′(t;h)|不为零.

由此曲率可以表示为:

κ(t)＝|P′(t;h)×P″(t;h)|
|P′(t;h)|３ ＝ ４g|m|

(１＋h)|P′(t;h)|３ (２)

曲率的导数为:

κ′(t)＝ －１２g|m|
(１＋h)|P′(t;h)|４|P′(t;h)|′ (３)

曲率的二阶导为:

κ″(t)＝ ４８g|m|
(１＋h)|P′(t;h)|５(|P′(t;h)|′)２－

１２g|m|
(１＋h)|P′(t;h)|４|P′(t;h)|″ (４)

由于二次hＧBézier曲线只有３个控制顶点,因此曲线上

任一点的曲率圆始终位于曲线的同一侧.故在本文中,曲率

符号均认为是正.

命题１　二次hＧBézier曲线P(t;h)曲率在t∈[０,１]若存

在极值点,则有且仅有一个极值点,且该极值点为极大值点.

证明:由式(３)可得,当且仅当|P′(t;h)|＝０时,κ′(t)＝０.

记

|P′(t;h)|＝ １
１＋h G(t) (５)

其中

G(t)＝４[４m２＋(g－２k)２]t２＋４[(g－２k)(２k＋hg)－

４m２]t＋４m２＋(２k＋hg)２ (６)

则

|P′(t;h)|′＝ G′(t)
２(１＋h) G(t)

(７)

当且仅当G′(t)＝０时,|P′(t;h)|′＝０.

其中

G′(t)＝８[４m２＋(g－２k)２]t＋４[(g－２k)(２k＋hg)－

４m２] (８)

该方程为一元一次方程,只有唯一解:

t＝４m２－(g－２k)(２k＋hg)
２[４m２＋(g－２k)２] (９)

将t的取值进行分类讨论:

(１)中间控制顶点P１(k,m)满足 k－g(１－h)
４( )

２

＋m２≥

g２ (１＋h)２
１６

且 k－g(３＋h)
４( )

２

＋m２ ≥g２ (１＋h)２
１６

时t∈ (０,

１).

(２)中间控制顶点P１(k,m)满足 k－g(１－h)
４( )

２

＋m２≤

g２ (１＋h)２
１６

时,t≤０,k－g(３＋h)
４( )

２

＋m２ ≤g２ (１＋h)２
１６

时,

t≥１.

将式(９)代入式(４)可得

κ″(t)＝－ ６g|m|
(１＋h)２|P′(t;h)|４ G(t)

G″(t)

其中

G″(t)＝８[４m２＋(g－２k)２]＞０
得κ″(t)＜０.此时κ′(t)＜０且κ″(t)＜０,则t为该曲线曲率的

极大值点.

证毕.

定理１　给定二次hＧBézier曲线P(t;h)的首末控制顶点

为P０(０,０),P２(g,０),记中间控制顶点P１(k,m).

(１)该二次曲线的曲率在t＝ １
２

处取到极值的充要条件

为k＝g
２

.

(２)该二次曲线在t∈ ０,１
２[ ) ∪ １

２
,１( ] 处取到极值的

充要条件为P１(k,m)需要满足 k－ g
２＋g(１＋h)

４(２t－１)( )( )
２

＋

m２＝g２ (１＋h)２
１６(２t－１)２.

证明:根据命题１可得该曲线具有唯一极值t,将式(８)进

行整理得:

４m２(２t－１)＋４k２(２t－１)－２k(hg－g＋４gt)＋g２(２t＋h)＝０
将上式分两种情况进行考虑:

(１)２t－１＝０,即t＝１
２

得k＝g
２

;

(２)２t－１≠０,即t≠１
２

.
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化简得:

m２＋k２－２k(hg－g＋４gt)
４(２t－１) ＝－g２(２t＋h)

４(２t－１)

整理得:

k－ g
２＋g(１＋h)

４(２t－１)( )( )
２

＋m２＝g２ (１＋h)２
１６(２t－１)２

证毕.

对定理 １,k－ g
２＋g(１＋h)

４(２t－１)( )( )
２

＋m２ ＝g２ (１＋h)２
１６(２t－１)２

进行 讨 论:当 ２t－１＞０,即 t∈ １
２

,１( ] 时,上 式 为

k－ g
２＋g(１＋h)

４(２t－１)( )( )
２

＋m２＝g２ (１＋h)２
１６(２t－１)２;当２t－１＜０,即

t∈ ０,１
２[ ) 时,上 式 为 k－ g

２－g(１＋h)
４(１－２t)( )( )

２

＋ m２ ＝

g２ (１＋h)２
１６(２t－１)２.

定理２　二次hＧBézier曲线P(t;h)曲率在t处取得极值

的几何解释.

(１)该二次曲线的曲率在t＝ １
２

处取到极值的充分必要

条件为P１(k,m)在直线x＝g
２

上.

(２)该二次曲线在t∈ ０,１
２[ ) 处取到极值,当且仅当

P１(k,m)在 k－ g
２－g(１＋h)

４(１－２t)( )( )
２

＋m２＝g２ (１＋h)２
１６(２t－１)２轨迹上.

(３)该二次曲线在t∈ １
２

,１( ] 处取到极值,当且仅当

P１(k,m)在 k－ g
２＋g(１＋h)

４(２t－１)( )( )
２

＋m２ ＝g２ (１＋h)２
１６(２t－１)２ 轨

迹上.

注:当 h 确 定 时,该 曲 线 在t处 取 到 极 值 时,若t∈

０,１
２[ ) ,则P１(k,m)所在的圆的半径随t的增大而增大,圆

心向负半轴移动;若t∈ １
２

,１( ] ,则P１(k,m)所在的圆的半径

随t的增大而减小,圆心向负半轴移动.

图２给出了由控制顶点P０(０,０),P２(４,０)及h＝１定义的

二次hＧBézier曲线曲率极值存在时P１(k,m)的位置.

图２　二次hＧBézier曲线曲率取得极值P１(k,m)位置

Fig．２　PositionofP１(k,m)whenthecurvatureofthequadratic

hＧBeziercurvereachestheextremevalue

若该曲线在t＝１
２

处取到极值,则P１(k,m)在图２中的虚

线上;若在t∈ ０,１
２[ ) 上取得极值,则P１(k,m)在直线x＝２

左侧的实线圆上,该实线圆从内到外分别为t＝ ０,０．１,０．２,

０．３;若在t∈ １
２

,１( ] 上取得极值,则P１(k,m)在直线x＝２右

侧的虚线圆上,该虚线圆从内到外分别为t＝１,０．９,０．８,０．７.

该实线圆与虚线圆关于t与１－t对称.对于图中的P１(３,

３)位于t＝１的虚线圆上,则由P０(０,０),P１(３,３),P２(４,０),

h＝１定义的二次hＧBézier曲线曲率极值在t＝１处取得.

１．３　hＧBézier曲线曲率单调的充要条件

由控制顶点的坐标P０(０,０),P１(k,m),P２(g,０)定义的二

次hＧBézier曲线P(t;h),其曲率单调的充要条件是κ′(t)＝０
在t∈(０,１)内没有根.由此可知该曲线曲率在t∈[０,１]上单

调,则该曲线单调的临界条件是该二次hＧBézier曲线曲率在

t＝０或t＝１ 处 取 到 最 大 值,根 据 定 理 １,P１ (k,m)满 足

k－g(１－h)
４( )

２

＋m２＝g２ (１＋h)２
１６

时,该曲线在t＝０处取到

最大值;P１(k,m)满足 k－g(３＋h)
４( )

２

＋m２＝g２ (１＋h)２
１６

时,

曲线在t＝１处取最大值.

定义２　以二次hＧBézier曲线的控制顶点P０ 为原点、

P０P２
→为x 轴 的 正 方 向 建 立 平 面 直 角 坐 标 系,将 圆 心 为

g(１－h)
４

,０( ) 、半径为g(１＋h)
４

的圆C１ 称为该曲线的曲率左

临界圆,简 称 左 临 界 圆.将 圆 心 为 g(３＋h)
４

,０( ) 、半 径 为

g(１＋h)
４

的圆C２ 称为该曲线的曲率右临界圆,简称右临界圆.

定理３　二次hＧBézier曲线P(t;h)曲率单调递减的充要

条件为:

k－g(１－h)
４( )

２

＋m２≤g２ (１＋h)２
１６

(１０)

曲率单调递增的充要条件为:

k－g(３＋h)
４( )

２

＋m２≤g２ (１＋h)２
１６

(１１)

证明:由命题１可得,二次hＧBézier曲线曲率若取得极

值,则该极值为极大值,即在极值点的左侧曲率单调递增,极

值点右侧曲率单调递减.

由命 题 １ 证 明 可 得 中 间 控 制 顶 点P１ (k,m)满 足

k－g(１－h)
４( )

２

＋m２≤g２ (１＋h)２
１６

时t≤０,此时曲线曲率在

t∈[０,１]上单调递减. k－g(３＋h)
４( )

２

＋m２≤g２ (１＋h)２
１６

时

t≥１,此时曲线曲率在t∈[０,１]上单调递增.

证毕.

定理４　二次hＧBézier曲线曲率单调递减的几何充要条

件为:P１ 位于曲率左临界圆C１ 内或圆上.曲率单调递增的

几何充要条件为:P１ 位于曲率右临界圆C２ 内或圆上.
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(a)左临界圆C１

(b)右临界圆C２

图３　按照从外到内的顺序h取值分别为h＝２,１,０．６,０．２时曲线的

一系列左、右临界圆

Fig．３　Seriesofleftandrightcriticalcirclesofthecurvewhen

h＝２,１,０．６,０．２fromtheoutsidetotheinsiderespectively

注１:当h＝０时,二次hＧBézier曲线退化为经典的二次

Bézier曲线,得到二次Bézier曲线的左、右临界圆,此时左、右

临界圆半径最小为g
４

,圆心分别为c０
g
４

,０( ) ,c１
３g
４

,０( ) .
对于首末端点确定的二次hＧBézier曲线,曲线中h的取

值从０开始增大,那么曲线左、右临界圆的半径增大,其中左

临界圆的圆心向x轴负向移动,右临界圆的圆心向x轴正向

移动.

由定义可知,二次hＧBézier曲线的左、右临界圆半径相同

且相切,其中左、右两个临界圆的切点为 g
２

,０( ) ,切线为x＝

g
２

.如图４所示,圆的形状参数从外到内分别为h＝２,１,

０．６,０．２.

注２:对比二次hＧBézier曲线与二次 PhillipsqＧBézier曲

线q∈[０,１]的曲率单调条件[２１].对二次hＧBézier曲线曲率

来说,曲率单调递减要求P１(k,m)在x＜g
２

的平面内选取,曲

率单调递增要求在x＞g
２

的平面内选取.而对二次 Phillips

qＧBézier曲线曲率来说,曲率单调递减要求 P１ (k,m)满足

k－ g
２(１＋q)( )

２

＋m２≤ g２

２(１＋q)( )
２
,则P１(k,m)不可以在y

轴的 左 侧 选 取;曲 率 单 调 递 增 要 求 P１ (k,m)满 足

k－ ３g
２(１＋q)( )

２

＋m２≤ g
２(１＋q)( )

２
,则P１(k,m)不能在x＞

g
２

的整个平面上任意选取.

图４　二次hＧBézier曲线及左、右临界圆

Fig．４　QuadratichＧBéziercurvesandtheirleft,rightcriticalcircles

图５给出了由控制顶点P０(０,０),P１(３,４),P２(４,０)及

h＝０或h＝０．６定义的二次hＧBézier曲线,并分别用虚线、实

线画出h取０和０．６这两个值时,曲线及其极值左、右临界圆

的图像.可以看到,相比经典的二次 Bézier曲线的单调曲率

左、右临界圆,h＞０时的二次hＧBézier曲线的单调曲率左、右

临界圆范围更大,增大h的取值后,与经典的二次Bézier曲线

相比,构造曲率单调的曲线时,中间控制顶点P１(k,m)可选择

的范围更大,并且随着h的增大,二次hＧBézier曲线越靠近x
轴;随着h→０,二次hＧBézier曲线越靠近经典的二次 Bézier
曲线.

图５　二次hＧBézier曲线与经典二次Bézier曲线及其左、右

临界圆的对比

Fig．５　ComparisonofquadratichＧBéziercurveswithclassical

quadraticBéziercurvesandtheirleftandrightcriticalcircles

２　构造具有曲率单调的二次hＧBézier曲线

根据实际问题,在平面上任意选取两个点,分别作为曲线

的首末端点P０,P２,并且按照第１节的方法建系,则有P０(０,０),

P１(k,m),P２(g,０).其中g＞０,k,m,g都为实数且m≠０.

２．１　构造曲率单调递减的二次hＧBézier曲线

对于二次hＧBézier曲线来说,若P１(k,m)位于左临界圆
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所能囊括的范围内,通过调节h的大小可使该曲线达到曲率

单调.由 于 左 临 界 圆 必 与 直 线 x＝ g
２

相 切,若 控 制 定 点

P１(k,m)在左临界圆C１ 的范围内,则P１(k,m)首先要满足

k＜g
２

,m≠０.

其次,曲线曲率单调递减的充要条件为:控制顶点P１(k,

m)位于曲线的左临界圆C１ 中,即:

k－g(１－h∗ )
４( )

２

＋m２≤g２ (１＋h∗ )２
１６

整理得:

h∗ ≥２[２(k２＋m２)－gk]
g(g－２k)

综上所述,曲线曲率单调递减的条件为:k＜g
２

,m≠０且

形状参数h∗ ≥max ０,２[２(k２＋m２)－gk]
g(g－２k)( ) .

构造 曲 率 单 调 递 减 的 二 次hＧBézier曲 线 的 具 体 步 骤

如下:

Step１　在平面上的合适的位置选取两个点P０,P２,以这

两个点所在直线建立平面直角坐标系,得到P０(０,０),P２(g,

０);

Step２　根据k＜g
２

,m≠０选取控制顶点P１(k,m);

Step３　在h∗ ≥max ０,２[２(k２＋m２)－gk]
g(g－２k)( ) 范围中选

取任意的h∗ ;

Step４　由控制顶点P０(０,０),P１(k,m),P２(g,０)和形状

参数h∗ ,确定的二次hＧBézier曲线曲率单调递减.
例１　如图６所示,确定两个控制顶点P０,P２,建立平面

直角坐标系,记P０(０,０),P２(４,０),选取P１(－２,４),取h＝３,

构造出一条曲率单调递减的二次hＧBézier曲线.若取h＝１,

则曲线的曲率不单调.

(a)h＝３与h＝１的二次hＧBézier曲线及其左临界圆

(b)曲率图

图６　二次hＧBézier曲线及其曲率图

Fig．６　DiagramofquadratichＧBéziercurvesandtheircurvatures

２．２　构造曲率单调递增的二次hＧBézier曲线

根据右临界圆与左临界圆关于直线x＝g
２

对称的位置关

系可得:若控制定点P１(k,m)在右临界圆C２ 的范围内,则

P１(k,m)首先要满足k＞g
２

,m≠０.

其次,控制顶点P１(k,m)位于曲线的右临界圆C２ 中使得

曲线曲率单调递减,即:

k－g(３＋h∗ )
４( )

２

＋m２≤g２ (１＋h∗ )２
１６

整理得:

h∗ ≥
[４(k２＋m２)＋g(２g－６k)]

g(２k－g)

综上所述,曲线曲率单调递减的条件为:

k ＞ g
２

, m ≠ ０ 且 h∗ ≥

max ０,[４(k２＋m２)＋g(２g－６k)]
g(２k－g)( ) .

构造曲率单调递增的二次hＧBézier曲线的步骤如下:

Step１　在平面上的合适位置选取两个点P０,P２,以这两

个点所在直线建立平面直角坐标系,得到P０(０,０),P２(g,０);

Step２　根据k＞g
２

,m≠０选取控制顶点P１(k,m);

Step３　在h∗ ≥max ０,[４(k２＋m２)＋g(２g－６k)]
g(２k－g)( ) 范

围中选取任意的h∗ ;

Step４　由控制顶点P０(０,０),P１(k,m),P２(g,０)和形状

参数h∗ 确定的二次hＧBézier曲线曲率单调递增.

例２　如图７所示,确定两个控制顶点点P０,P２,建立平

面直角坐标系,记P０(０,０),P２(４,０),选取P１(８,６),取h＝５,

构造出一条曲率单调递增的二次hＧBézier曲线.若取h＝３,

则曲线的曲率不单调.

(a)h＝３与h＝５的二次hＧBézier曲线及其右临界圆

(b)曲率图

图７　二次hＧBézier曲线及其曲率图

Fig．７　DiagramofquadratichＧBéziercurvesandtheircurvatures
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３　二次hＧBézier曲线的光滑拼接

由第１节的讨论可知,极值在t＝１
２

处取到时,中间控制

顶点在首末端点连线的垂直平分线上,并且二次hＧBézier曲

线在t＝１
２

处导矢为P０P２
→.结合极值与肩点的性质,第二段

曲线从肩点处拼接,可以更好地利用该曲线极值的特点来构

造曲率单调递减的组合二次hＧBézier曲线.

３．１　光滑拼接条件

命题２　记两条hＧBézier曲线分别为P(t１;h１),t１∈[０,

１]和Q(t２;h２),t２∈ １
２

,１[ ]( ) ,在连接点处满足几何连续性

的充要条件为:
(１)G０ 连续:

P(１;h１)＝Q １
２

;h２( ) (１２)

(２)G１ 连续:满足G０ 连续且

Q２－Q０＝ α
１＋h１

[h１(P１－P０)＋(２＋h１)(P２－P１)] (１３)

其中,α＞０.
(３)G２ 连续:满足G１ 连续,且

Q１－Q０＝β(P１－P０)－η(Q２－Q０) (１４)

其中,η任取,β＝１＋h２

２＋h１
α２.

证明:
(１)若P(t１;h１)与Q(t２;h２)的端点重合,则两曲线G０ 连

续,又因为hＧBézier曲线的端点插值性得P(t１;h１)的端点为

P２,所以P２＝Q １
２

;h２( ) .
(２)G１ 连续需G０ 连续且在连接点处切线方向相同,即

Q′ １
２

;h２( ) ＝αP′(１;h１),(α＞０)

因为

P′(１;h１)＝ １
１＋h１

[－h１P０－２P１＋(２＋h１)P２]

＝ １
１＋h１

[h１(P１－P０)＋(２＋h２)(P２－P１)]

Q′ １
２

;h２( ) ＝Q２－Q０

得:

Q２－Q０＝ α
１＋h１

[h１(P１－P０)＋(２＋h１)(P２－P１)]

其中,α＞０.
(３)G２ 连续需G１ 连续且满足两条曲线在连接点处具有

相同的曲率矢,则要求在连接点处曲率相同.其中

P″(１;h１)＝ １
１＋h１

[２P０－４P１＋２P２]

＝ ２
１＋h１

[－(P１－P０)＋(P２－P１)]

Q″ １
２

;h２( ) ＝ ２
１＋h２

[(Q２－Q０)＋２(Q０－Q１)]

曲线P(t１;h１)在末端点处的曲率矢为:

κp(１)＝P′(１;h１)×P″(１;h１)
|P′(１;h１)|３ ＝４(P１－P０)×(P２－P１)

(１＋h１)|P′(１;h１)|３

曲线Q(t２;h２)在初始端点处的曲率矢为:

κQ
１
２( ) ＝

Q′ １
２

;h２( ) ×Q″ １
２

;h２( )
|Q′ １

２
;h２( )|

３

＝４(Q２－Q０)×(Q０－Q１)

(１＋h２)|Q′ １
２

;h２( )|
３

曲率相同要求曲率大小和方向相同.

首先考虑曲率的方向相同,则在连接点处P０P１
→×P１P２

→与

Q０Q２
→×Q１Q０

→方向相同,则Q０Q２
→与Q１Q０

→的顺时针夹角不超过π.
由此设

Q０－Q１＝－β(P１－P０)＋η(Q２－Q０)
其中,η任取,β＞０.

其次考虑曲率的大小相同,即|κp(１)|＝ κQ
１
２( ) ,结

合G１ 连续条件可以得到β＝１＋h２

２＋h１
α２.

证毕.

３．２　G２ 拼接条件中α,γ,h２ 对拼接曲线的影响

(１)α的影响

在G２ 拼接条件下,固定P(t１;h１)的取值,随着P(t１;h１)增

大,Q０Q２
→的长度增加,但方向始终保持不变,方向为h１P０P１

→＋

(２＋h１)P１P２
→.通过式(１３)和式(１４)整理可以得到,随着α的

增大,Q０Q１
→与P０P１

→之间的夹角变小.

图８给出了η＝０．５,h２＝２时,拼接曲线的控制顶点Q(i)
k

随α取值改变的变化情况.

图８　Q(t２;h２)控制顶点α随P(t１;h１)取值改变的变化情况

Fig．８　ControlvertexQ(i)
k ofthecurveQ(t２;h２)varieswithα

(２)η的影响

固定h２,α,随着η的增大,Q０Q２
→的大小和方向不发生改

变,Q０Q１
→增大且Q０Q１

→与P０P１
→的夹角增大.

Q０Q１
→过一固定点Q１

１,Q１Q２
→过一固定点Q１

２.

其中

Q１
１＝P２－

(１＋２h２)α
４(１＋h２)(１＋h１)

(－h１(P０－P１)＋(２＋h１)

(P２－P１))

Q１
２＝P２＋

(１＋２h２)α
４(１＋h２)(１＋h１)

(－h１(P０－P１)＋(２＋h１)

(P２－P１))
证明:固定h２,α,则

Q １
２

;h２( ) ＝１
２

１＋２h２

２(１＋h２)Q０＋ １
２(１＋h２)Q１[ ] ＋
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１
２

１
２(１＋h２)Q１＋ １＋２h２

２(１＋h２)Q２[ ]
设

Q１
１＝ １＋２h２

２(１＋h２)Q０＋ １
２(１＋h２)Q１

Q１
２＝ １

２(１＋h２)Q１＋ １＋２h２

２(１＋h２)Q２

则Q １
２

;h２( ) 是Q１
１Q１

２ 的中点,其中Q１
１Q１

２
→＝ １＋２h２

２(１＋h２)Q０Q２
→.

h２ 不 变 则Q１
１Q１

２
→ 的 方 向 确 定、大 小 确 定 且 中 点 为

Q １
２

;h２( ) ,则Q１
１Q１

２
→线段确定,则Q１

１与Q１
２ 的位置固定.

设P０(x０,y０),P１(x１,y１),P２(x２,y２),Q１
１(a１,b１)Q１

２(a２,

b２),则Q１
１Q１

２
→＝(a２ －a１,b２ －b１),Q０Q２

→＝( α
１＋h１

(－h１x０ －

２x１＋(２＋h１)x２), α
１＋h１

(－h１y０－２y１＋(２＋h１)y２))得:

a２－a１＝ α(１＋２h２)
２(１＋h１)(１＋h２)

(－h１x０－２x１＋(２＋h１)x２)

a１＋a２＝２x２

ì

î

í

ï
ï

ïï

b２－b１＝ α(１＋２h２)
２(１＋h１)(１＋h２)

(－h１y０－２y１＋(２＋h１)y２)

b１＋b２＝２y２

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得:

a１＝x２－ α(１＋２h２)
４(１＋h１)(１＋h２)

(－h１x０－２x１＋(２＋h１)x２)

a２＝x２－ α(１＋２h２)
４(１＋h１)(１＋h２)

(－h１x０－２x１＋(２＋h１)x２)

b１＝y２－ α(１＋２h２)
４(１＋h１)(１＋h２)

(－h１y０－２y１＋(２＋h１)y２)

b２＝y２－ α(１＋２h２)
４(１＋h１)(１＋h２)

(－h１y０－２y１＋(２＋h１)y２)

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

整理得:

Q１
１＝P２－

(１＋２h２)α
４(１＋h２)(１＋h１)

(－h１P０－２P１＋(２＋h１)P２)

Q１
２＝P２＋

(１＋２h２)α
４(１＋h２)(１＋h１)

(－h１P０－２P１＋(２＋h１)P２)

证毕.
图９给出了α＝１,h２＝２时,拼接曲线的控制顶点Q(i)

k 随

η取值改变的变化情况.

图９　Q(t２;h２)控制顶点Q(i)
k 随η取值改变的变化情况

Fig．９　ControlvertexQ(i)
k ofthecurveQ(t２;h２)varieswithη

(３)h２ 的影响

固定η,α,随着h２ 的增大,Q０Q２
→的大小和方向不发生改

变.因为随着h２ 增大,β增大,所以Q０Q１
→增大且与P０P１

→的夹角

减小.
图１０给出了η＝０．５,α＝２时,拼接曲线的控制顶点Q(i)

k

随h２ 取值改变的变化情况.

图１０　Q(t２;h２)控制顶点Q(i)
k 随h２ 取值改变的变化情况

Fig．１０　ControlvertexQ(i)
k ofthecurveQ(t２;h２)varieswithh２

４　构造具有单调曲率的组合二次hＧBézier曲线

对于一条具有单调递减曲率的二次hＧBézier曲线P(t１;

h１),若找到一条二次hＧBézier曲线Q(t２;h２)与其在连接点处

Q(t２;h２)连续,并且曲线Q(t２;h２)曲率单调,那么一条具有单

调的曲率的组合二次hＧBézier曲线就被构造出来了.

４．１　构造具有单调递减曲率的组合二次hＧBézier曲线

定理５　Q(t２;h２)的３个控制顶点满足式(１２)－式(１４),

则Q(t２;h２)与P(t１;h１)G２ 拼接而成的组合曲线曲率单调递

减的条件为:

η≥

γ(β－αγ)|P０P１
→|２－a(１－γ)２|P１P２

→|２＋(１－γ)(β－２αγ)P０P１
→􀅰P１P２

→
２α(γ２|P０P１

→|２＋(１－γ)２|P１P２
→|２＋２γ(１－γ)P０P１

→􀅰P１P２
→)

且h１＞０,t１∈[０,１],α＞０,h２＞０,t２∈ １
２

,１[ ] ,β＝１＋h２

２＋h１
α２.

其中γ＝ h１

２(１＋h１)
.

证明:由命题１可知二次hＧBézier曲线曲率只有一个极

值且为极大值,则当Q(t２;h２)曲线t∈[０,１]曲率极值在t∈

０,１
２[ ] 处取到极值时,Q(t２;h２)t２∈ １

２
,１[ ] 曲线在其定义

域内曲线曲率单调递减.

若二次hＧBézier曲线曲率在 ０,１
２[ ] 处取得极值,根据定

理２,需要满足Q１在Q０Q２ 中线上或者其右侧.设Q０Q２ 的中点

为O,则OQ０
→＝－ １

２Q０Q２
→,根据几何条件可以得到若OQ１

→􀅰

OQ０
→≥０,则Q１ 在Q０Q２ 中线上或者其左侧.

因为OQ１
→＝OQ０

→＋Q０Q１
→

得

OQ１
→􀅰QO０

→＝|QO０
→|２＋Q０Q１

→􀅰OQ０
→

由式(１４)可知Q０Q１
→＝βP０P１

→－ηQ０Q２
→

β＝１＋h２

２＋h１
α２( ) ,因此

OQ１
→􀅰OQ０

→≥０转化为１＋２η
４ |Q０Q２

→|２－αβ[γ|P０P１
→|２＋(１－γ)
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P０P１
→􀅰P１P２

→]≥０,其中γ＝ h１

２(１＋h１)
.

由式(１３)得到:

Q０Q２
→＝ α

１＋h１
[h１P０P１

→＋(２＋h１)P１P２
→](α＞０)

整理得:

η≥

γ(β－αγ)|P０P１
→|２－a(１－γ)２|P１P２

→|２＋(１－γ)(β－２αγ)P０P１
→􀅰P１P２

→

２α(γ２|P０P１
→|２＋(１－γ)２|P１P２

→|２＋２γ(１－γ)P０P１
→􀅰P１P２

→)

证毕.

例３　给定一条具有单调曲率的二次hＧBézier曲线P(t１;

h１),其控制顶点分别为:P０(０,０),P１(－２,４),P２(４,０).参数

h１＝３,h２＝４,取参数α＝０．８,根据定理５可以得到η≥－９
１０

,

取η＝１构造一条与其G２ 连续并且具有单调曲率的拼接曲线

Q (t２;h２ ),得 到 曲 线 的 控 制 顶 点 为 Q０
３０６
１２５

,３８
１２５( ) ,

Q１ －４５４
１２５

,５５８
１２５( ) ,Q２

９０６
１２５

,－１６２
１２５( ) .

两条曲线组合成一条曲率单调的曲线.如图１１所示,实
线的圆为初始曲线P(t１;h１)的左临界圆,虚直线为拼接曲线

Q(t２;h２)中Q０Q２ 的垂直平分线,O 点为Q０Q２ 的中点,若Q１ 位

于Q０Q２ 的垂直平分线的左侧,则组合曲线曲率为单调递减.

图１１　曲率单调递减的组合二次hＧBézier曲线

Fig．１１　CombinatorialquadratichＧBéziercurveswithdecreasing

curvature

４．２　构造具有单调递增曲率的组合二次hＧBézier曲线

定理６　Q(t２;h２)的３个控制顶点满足式(１２)－式(１４),

则Q(t２;h２)与P(t１;h１)G２ 拼接而成的组合曲线曲率单调递增

的条 件 为:|Q０Q２
→|２η２ ＋ ３＋h２

２ |Q０Q２
→|２－２βP０P１

→􀅰Q０Q２
→( )η＋

A≤０且h１＞０,t１ ∈[０,１],α＞０,h２ ＞０,t２ ∈ １
２

,１[ ] ,β＝

１＋h２

２＋h１
α２.

其中,

A＝β２|P０P１
→|２＋２＋h２

４ |Q０Q２
→|２＋

(３＋h２)β
２ P０P１

→􀅰Q１Q２
→

证明:由曲率单调充要条件可以得到,若Q１在该曲线右

临界圆上或圆内曲线曲率单调递增,设右临界圆圆心为 Ω,

Q０Q２ 的中点为O,半径为|ΩO→|,要 保 证Q１ 在 右 临 界 圆 内,

需要满足|ΩQ１
→|≤|ΩO→|.

因为|ΩO→|＝１＋h２

４ |Q０Q２
→|,则根据切点在右临界圆的

左侧,可以得到ΩO→＝－１＋h２

４ Q０Q２
→.

得:

Ω＝３＋h２

４ |ΩQ１
→|≤|ΩO→|＋１－h２

４ Q０,ΩQ１
→＝ΩO→＋OQ１

→

则|ΩQ１
→|≤|ΩO→|≤０转化为|Q１O→|２＋２Q１O→􀅰OΩ→≤０

其中,

OQ１
→＝Q０Q１

→－１
２Q０Q２

→

２OQ１
→􀅰ΩO→＝１＋h２

２ Q１Q０
→􀅰Q０Q２

→＋１＋h２

４ |Q０Q２
→|２

联立式(１３)和式(１４)得:

|Q０Q２
→|２η２＋ ３＋h２

２ |Q０Q２
→|２－２βP０P１

→􀅰Q０Q２
→( )η＋

β２|P０P１
→|２＋２＋h２

４ |Q０Q２
→|＋２＋h２

４ |Q０Q２
→|２＋

(３＋h２)β
３

P０P１
→􀅰Q０Q２

→≤０

证毕.

例４　给定一条具有单调曲率的二次hＧBézier曲线P(t１;

h１),其控制顶点分别为:P０(０,０),P１(８,６),P２(４,０).参数

h１＝５,h２＝３,取参数α＝０．４,当－１３９
７０ ≤η≤－１１

１４
时可构

造一条与其G２ 连续并且具有单调曲率的拼接曲线Q(t２;

h２),取 η＝ －１．５ 得 到 控 制 顶 点 为Q０
１１９３
３５０

,１５１
３５０( )Q１

２６７
５０

,－１１
５０( ) ,Q２

１４７３
３５０

,－１２９
３５０( ) 的拼接曲线Q(t２;h２),两条

曲线组合,就是一条曲率单调的曲线.如图１２所示,虚线圆

为Q(t２;h２)的右临界圆,实线圆为P(t１;h１)的右临界圆.

图１２　曲率单调递增的组合二次hＧBézier曲线

Fig．１２　CombinatorialquadratichＧBéziercurveswithincreasing

curvature

结束语　本文研究了二次hＧBézier曲线的曲率极值,得
到了二次hＧBézier曲线首末端点固定的条件下极值在定义域

内存在的充要条件以及曲率单调的充要条件,并对曲率单调

充要条件加以几何解释,得到当中间控制点在该曲线的极值

临界圆中时,该曲线曲率单调.其中曲率临界圆的位置以及

大小可以通过调节参数h改变.当P１(k,m)时,该曲线退化

为经典二次Bézier曲线,二次hＧBézier曲线曲率的单调条件

退化为经典二次 Bézier曲线曲率单调的充要条件[１５].并
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根据曲 率 单 调 的 充 要 条 件 构 造 了 具 有 曲 率 单 调 的 二 次

hＧBézier曲线.

文中给出了二次hＧBézier曲线在肩点处的G２ 光滑拼接,

并分别构造出曲率单调递增、递减的组合二次hＧBézier曲线.

对于高次的hＧBézier曲线曲率单调的充要条件以及研究其性

质是否可以进行光滑拼接是今后值得探讨的问题.由于hＧ
Bézier曲线首末端点处不与控制多边形相切,缓和曲线的构

造还需进一步研究.

对比已有的二次PhillipsqＧBézier曲线曲率条件[２１],结合

形状参数q和h的选择,可以调整形状参数的大小使得二次

PhillipsqＧBézier曲线与二次hＧBézier曲线曲率单调,而构造

二次hＧBézier曲线曲率单调时P１(k,m)的位置可取更广的范

围.进一步,二次hＧBézier曲线的光滑拼接可以构造出曲率

单调递增的组合二次hＧBézier曲线,而二次 PhillipsqＧBézier
曲线右临界圆没有公切点,因此构造具有单调曲率递增的组

合曲线较难.在此基础上我们可以继续探讨二次(q,h)Ｇ
Bézier曲线曲率单调的充要条件以及光滑拼接.
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