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摘　要　自动推理是一种以符号演算的方式来自动模拟人类逻辑推理能力的技术,其总体目标是利用计算机构建一个将不同

形式的推理机械化的系统.虽然该领域的理论框架尚未实现对人类全部推理能力的模拟,但该领域的发展已经可以帮助研究

人员解决一些数学和逻辑领域的开放性问题,并提供了计算科学中的重要应用.文中简要回顾了利用自动推理技术处理组合

数学开放性难题时的代表性方法,重点梳理了该领域的国内外最新进展,分析了各种方法的优势与不足,介绍了近年来出现的

增强自动推理结果可信性的技术方法,并探讨了未来的研究方向和面临的挑战.
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Abstract　Automatedreasoningisasymbolicalgorithmictechniquethataimstosimulatethelogicalreasoningabilityofhuman．

Theoverallgoalistomechanizedifferentformsofreasoningwithacomputersystem．Althoughthetheoreticalframeworkofthe

fieldhasnotyetsupportedthesimulationofthefullrangeofhumanreasoningcapabilities,developmentsinthefieldhavereached

apointwhereautomatedreasoningprogramsarebeingusedbyresearcherstoattackopenproblemsinmathematicsandlogicand

provideimportantapplicationsincomputingscience．Thispaperbrieflyreviewscommonapproachesofautomaticreasoningin

dealingwithopenproblemsincombinatorialmathematicsandhighlightsthelatestdevelopmentsinthisfieldinChinaandabroad．

Thenthestrengthsandweaknessesofvariousapproachesareanalyzed,andreasoningstrategiesthathaveemergedinrecentyears

toenhancethetrustworthinessofautomatedreasoningresultsareintroduced．Finally,futureresearchdirectionsandchallenges

arediscussed．
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１　引言

逻辑作为一种在机械世界观下探究人类思维、计算活动

的形式语言,可以被用来描述众多的计算问题.人们可以用

逻辑公式将待处理问题描述出来,然后通过判定其公式的可

满足性来获得问题的答案.而利用计算机自动化地去判定给

定逻辑公式的可满足性的技术,被称为自动推理[１].同时,它

也是自顶向下符号主义 AI最具代表性的研究方向,其“自顶

向下”的特征体现在无论问题的背景是什么,表达什么含义,

在判定逻辑公式可满足性的层面上看来,所有的计算和推理

策略都是作用在逻辑符号上的变换,且这些策略都是根据逻

辑公式特征制定的,不会因背景问题本身语义不同而有所不

同.如果我们能设计出一个求解器可以快速地判定逻辑公式

的可满足性,那么所有可以被逻辑表达的问题都能被高效地

解决.然而,这样“美好”的顶层设计却因计算的局限性(可计

算、判定性[２]、NP屏障[３])而变得举步维艰.尽管如此,随着

自动推理技术几十年来的进步,越来越多的应用问题可以被

现代自动推理工具解决,特别是对于许多数学问题的求解[４].



数学定理自动证明一直都是自动推理领域最为核心的任

务,它既是初代 AI的象征,也是符号主义 AI[５]最能体现其优

势的一个领域.美国心理学家丹尼尔卡尼曼在«Think,Fast

andSlow»中把人类的思维活动分为两类:系统１(System１)

是快速、本能和情绪化的;系统２(System２)是更慢的、深思熟

虑的、逻辑的.长久以来,人们都将解出数学难题看作人类最

具“智慧”的行为,这是因为绝大多数的人类并不擅长系统２
(System２)的思考方式.自动推理技术就是在模拟人类系统２
的智能,它以能解决许多令伟大数学家们“竞折腰”的数学难

题而吸引着众多学者的研究.特别是组合数学问题,它一直

是自动推理领域关注的重点.这一方面是因为利用自动推理

技术解决组合数学领域的开放性难题可以促进组合数学的进

步和发展;另一方面也是因为组合数学难题中的强组合性质

会为自动推理造成巨大的困难,克服这些困难自然也有助于

改进推理技术.

近十几年中,越来越多的组合数学难题被自动推理技术

所解决,这也标志着自动推理这一符号主义 AI方法在深度

学习统治的时代还在持续不断的更新和进步.本文简述了自

动推理技术在求解组合数学领域开放性难题中的相关研究进

展,并讨论了未来该领域面临的挑战及研究方向.第２节介

绍了逻辑公式的一些基本概念和判定其可满足性的基本框

架;第３节叙述了近些年中自动推理领域所关注的组合数学

问题的进展情况以及代表性的方法,并分别介绍了这些代表

性方法的设计思路和优势;第４节介绍了目前关于自动推理

技术在解决数学问题中的可信性问题方面的进展;最后总结

全文并展望未来.

２　基本概念

２．１　逻辑公式

本文着重介绍在处理离散数学问题中常用的两种逻辑系

统:命题逻辑与一阶逻辑.命题逻辑是最简单的一种形式逻

辑系统.其主要研究对象为命题,每个命题有真、假两种可能

的取值.通常用p,q,x１,x２等小写符号来表示命题,称其为

命题变元;用⊥, 来表示命题的真假值.通过逻辑联结词可

将命题逻辑联结起来构成复杂命题.常见的一元逻辑联结词

有:“¬”(又称“非”);二元联结词有:“∧”“∨”“→”“↔”.一

个命题公式,就是由这些符号按一定规则组成的一个符号串.

(１)命题逻辑变元是公式,这样的公式也叫原子公式;

(２)⊥, 是公式;

(３)如果ϕ是公式,则¬ϕ是公式;

(４)若ϕ１,ϕ２是公式,则ϕ１∗ϕ２也是公式,其中∗是二元逻

辑连接符;

(５)所有公式都是有限次使用(１)－(４)生成的符号串.

我们称原子公式或其否定形式为文字,称原子公式本身

为正文字,其否定为负文字.若干个文字的析取被称为子句.

子句长度指其所含文字的个数.只有一个文字的子句被称为

单子句,没有文字的子句被称为空子句.若干个子句的合取

是一种特殊形式的公式,称为合取范式(ConjunctiveNormal

Form,CNF),其一般形式为:

(L１１∨􀆺∨L１n１
)∧􀆺∧(Lm１∨􀆺∨Lmnm

)

其中,Lij是文字.

从命题变元集合到布尔值集合的函数叫做真值赋值,如

果存在一个赋值使得公式为真,则这个公式是可满足的,这个

赋值也称为一个公式的模型;否则称该公式是不可满足的.

一阶逻辑是一种比命题逻辑表达能力更强的语言,通常

有下列４种符号.

(１)常量符号:用小写英文字母a,b,c等表示;

(２)变量符号:用小写英文字母x,y,z等表示;

(３)函数符号:用小写英文字母f,g等表示;

(４)谓词符号:用大写英文字母P,Q等表示.

谓词逻辑中的项,被递归定义为:

(１)常量符号是项;

(２)变量符号是项;

(３)若f(x１,􀆺,xn)是n元函数符号,t１,􀆺,tn是项,则

f(t１,􀆺,tn)是项;

(４)所有有限次使用(１),(２),(３)生成的符号串.

若P(x１,􀆺,xn)是 n 元 谓 词 符 号,t１,􀆺,tn 是 项,则

P(t１,􀆺,tn)是原子.谓词逻辑中的公式被递归定义为:

(１)原子是公式;

(２)⊥, 是公式;

(３)如果ϕ是公式,则¬ϕ是公式;

(４)ϕ１,ϕ２是公式,则ϕ１∗ϕ２也是公式,其中∗是二元逻辑

连接符;

(５)若ϕ是公式,x是ϕ 中的自由变量,则∀xϕ,∃xϕ是

公式;

(６)所有公式都是有限次使用(１)－(５)生成的符号串.

谓词逻辑中公式ϕ的一个解释I,是由非空区域 D 和对

ϕ 中常量符号、函数符号及谓词符号以下列规则进行的一组

指定组成.

(１)对每个常量符号,指定D 中的一个元素.

(２)对于每个n元函数符号,指定一个函数,即指定Dn到

D 的一个映射.

(３)对于每个n元谓词符号,指定一个谓词,即指定Dn到

{０,１}的一个映射.

如果存在解释I,使公式ϕ在I下取真值,则ϕ称为可满

足的,简称I满足ϕ;若I不满足ϕ,则称I弄假ϕ;如果不存在

解释I满足公式ϕ,则ϕ称为不可满足的(或者恒假的);如果

ϕ的所有解释I都满足公式ϕ,则ϕ称为恒真的.

无论是在命题逻辑中还是一阶逻辑中,能使得公式ϕ为

真的解释或者赋值,被称为模型.

２．２　自动推理方法

通常,待推理任务被形式逻辑语言所表达后,其自动推理

的核心就是判定其对应的逻辑公式ϕ的可满足性.在计算机

中,形式推理方法只分为两大类[６].

(１)基于证明论(ProofＧtheoretic)的方法:该方法用(DeＧ

duction)推理的机制来得到最终期望的结果.该机制中依赖

的公理(Axioms)和推理规则(InferenceRules)合在一起被称

为推理系统.
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(２)基于模型论(ModelＧtheoretic)的方法:该方法会在枚

举框架下测试所有可能的模型来判定其公式的可满足性.

推理系统通常是由前因(Antecedents)推出后果(ConseＧ

quents)的推理规则构成,例如双重否定规则:¬¬p⇒p.在

现代经常使用的命题逻辑可满足性判定技术中,一条非常重

要的规则为:

¬p∨Cp∨D
C∨D

(１)

其中,p是命题变元,C和D 是两个子句.这条规则被称为归

结原理(Resolution)[７].其一种特殊形式表现为:

¬p∨Cp
C

(２)

这两条规则都是基于反演推理的,它们也是现代SAT求

解器中最重要的两条推理策略.归结原理是以冲突子句学习

(ConflictＧDrivenClauseLearning,CDCL)[８]的形式出现,而其

特殊形式(２)是以单子句传播的形式出现.

另一类基于模型论的方式更加常见,它的基本原理是在

有限的空间中枚举或者搜索可能满足公式的所有模型.对于

命题逻辑而言,这种方法的主要框架是利用回溯法枚举命题

变元真假取值的可能.而对于有限域上的一阶逻辑而言,这

种方法也在回溯法的框架中尝试变量的各种赋值以及函数的

可能的映射关系.

事实上,在现代判定过程中,演绎和枚举是混合在一起使

用的,以追求实践效率的提升.因为对于反演推理(或者反证

法)而言,其优势在于证明公式的不可满足性.而对于搜索方

法而言,其求解偏好是处理可满足的公式.常见的自动推理

工具,如SAT求解器、SMT求解器和有限模型生成器,都采

用了枚举法和演绎法混合的求解方式,自动推理专家BonaciＧ

na教授 也 将 这 种 方 式 称 为 “半 猜 半 推 (GuessandReasoＧ

ning)”[９].例如,在目前的高效 SAT 求解器中,主框架是以

回溯法展开真值表进行搜索,同时在搜索过程中利用单子句

传播和归结原理来避免枚举许多不必要的情况.在各种启发

式策略的辅助下,进一步提高其对各种应用问题的求解效率.

这种模式实现最好的代表就是 CDCL框架,它也是目前自动

推理领域已知的能平衡“猜测”和“推理”的最好框架.目前,

该框架也被逐步扩展到SMT的各个理论中.

３　组合数学问题自动推理技术的进展

组合设计理论与群论、图论、数论、有限几何以及线性代

数理论都有着密切的联系,也常被应用于实验设计、编码、加

密等问题;同时,它与计算机科学中的数据结构、算法、人工智

能等领域也密切相关[４].早在１９６０年,人们就开始利用计算

机来辅助专家处理组合数学中的难题.其中非常著名的一个

事件就是Parker等使用计算机否证了数学家欧拉的关于两

个正交１０阶拉丁方存在性的猜想[１０],随后基于计算机发现

的结果,该问题也在历时１７７年后被数学家们彻底解决[１１].

早期,人们会为特定的问题编写特定的算法;而从１９９０年开

始,人们开始构建通用推理工具来处理这些组合数学的难题.

根据文献[４],Zhang在１９９１年基于一阶逻辑设计了第一个

可以处理组合数学问题的通用推理工具 FALCON[１２],并解

决了之前一直悬而未解的拟群相关开放性问题,该工作引起

了自动推理社区的广泛关注.随后,在１９９２年Fujita等开发

了定理证明工具 MGTP[１３],并解得了大量曾经开放的拟群的

问题.１９９３年,Fujita也在人工智能顶级会议IJCAI上以获

奖论文的形式报告了他们的工作[１４].１９９４年,Slaney开发了

FINDER来 推 理 组 合 数 学 的 难 题[１５].几 乎 同 时,Stickel,

Zhang,McCune基于命题逻辑(SAT)分别开发了 LDPP[１６],

SATO[１７],MACE[１８]等推理工具,并且也解决了很多与拟群

相关的开放性难题.表１列出了近２０年中在自动推理领域

关注较多的组合数学问题.

表１　自动推理领域关注的组合数学问题

Table１　Combinatorialmathematicsproblemsconcernedinthe

fieldofautomaticreasoning

英文名 中文名

QuasigroupsandLatinsquares 拟群与拉丁方

Ramesynumbers 拉姆齐数

VanderWaerdenNumbers 范德瓦尔登数

Coveringarrays(CA) 覆盖数组

Orthogonalarrays 正交数组

CAnumbersofsmallstrength 小强度覆盖数组

Steinersystems 斯坦纳系列

Mendelsohndesigns 门德尔森设计

Magicsquares 幻方

将常用的推理工具按一阶逻辑和命题逻辑划分,如表２
所列.

表２　自动推理工具

Table２　Automatedreasoningtools

基于一阶逻辑
FALCON[１２],SEM[１９],SEMD[２０]

MGPT[１３],FINDER[１５],MACE４[２１]

基于SAT
LDPP[１６],SATO[１７],MACE２[１８]

MiniSAT[２２],Glucose[２３]

２０世纪９０年代,许多组合数学问题可直接由此类工具

解决.但２０００年后,大部分尚未解决的组合数学问题已经很

难直接使用这些推理工具求解,人们往往需要根据问题结构、

特性来定制化推理算法或者根据问题特点进行逻辑建模的优

化.随着近２０年深度学习的蓬勃发展,也有一些工作开始探

索利用深度学习技术来处理数学难题并取得了一定的进展.

后续章节将概述近年来在处理组合数学问题上常见的手段.

３．１　分块攻克法

随着问题编码和自动推理算法的改进,近年来很多离散

数学定理在自动推理技术的帮助下得到了证明.然而,仍然

有很多问题是在当前条件下难以解决的.在这样的背景下,

一些研究人员选择通过提升算力来应对这些难题.这类工作

的模式是首先将原问题分解为若干子问题,再将它们分别指

派到多台部署了自动推理程序的计算机上进行并行求解,最

后整合并返回结果.本文以目前SAT问题上最强大的并行

求解方法之一———分块攻克法(CubeＧAndＧConquerMethod)

为例,说明其对SAT问题进行并行求解的模式,并介绍通过

应用该方法完成的定理证明工作.

图１展示了分块攻克法[２４]的求解流程.首先,将原问题
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分解为若干被称为“块”(Cube)的子问题,然后调用SAT求解

器对它们进行求解.其中的关键是分块方法的设计,要使得

这些子问题的求解难度更小,从而降低整体用时.为此,分块

攻克法使用了带有多种启发式策略的前瞻(LookＧahead)求解

器,对原公式F进行顶层的分支决策,并将每个分支上已决

策的文字表示为一条合取式C,那么待求解的块可表示为

F∧C.

图１　分块攻克法求解流程示意图

Fig．１　CubeＧandＧconquermethod

由于分块攻克法可以快速地并行求解困难的SAT问题,

同时各台计算机之间无需进行任何通信,带来了很大的效率

提升,因此它在很多定理自动证明的工作中得到了应用.其

中最著名的工作是 Heule等于２０１６年提出的对布尔毕达哥

拉斯三元组问题(BooleanPythagoreanTripleproblem)的证

明.它是组合数学中一个长期未被解决的难题:给定从１到

n的n 个自然数,能否将它们划分为两个集合,使得任何一个

集合中的元素都不能构成一个毕达哥拉斯三元组(a,b,c),即

a２＋b２＝c２? 通过将该问题编码为布尔逻辑公式并应用一些

化简规则,可转化为求解包含３７００余个变量和１４６００余个子

句的SAT问题.而后,使用分块攻克法将该问题分解为１０６
个块,并在由８００个核心组成的计算机集群上运行了３５０００
个CPU时,解决了该问题.本工作的另一个特点是所生成的

证明文件十分巨大———超过２００TB,仅为该证明运行验证器

就花费了１６０００个 CPU 时,«Nature»将其称为“全世界最长

的数学证明[２５]”.

作为一种通用的并行求解策略,分块攻克法近年来已帮

助解决了很多组合数学领域的未解问题.２０１８年,Heule对

Schur数进行探索,首次证明了S(５)＝１６０,这是自１９６５年

Golomb等证明S(４)＝４４以来该问题的最新进展[２６].为了

使用SAT求解器计算该问题,将原公式分解为约１０７个块,

花费约１４个CPU年完成全部运算,所生成的证明文件体积

也创下了２PB的新纪录.２０２０年,Brakensiek等对几何学中

存在９０多年的 Keller猜想进行了研究,通过分块攻克法求解

一组SAT问题,从而彻底解决了该猜想[２７].

３．２　混合策略

３．２．１　一阶逻辑与命题逻辑组合

一阶逻辑和命题逻辑在有限域上表述某一计算问题时各

有优势.使用一阶逻辑表达问题时,其表达的方式更加紧凑,

保留了背景问题的结构和语义.Zhang等[２０]分析了一阶逻

辑在有限域上表达的特点,比如在推理过程中,如果某些常量

尚未在解释中被指派,它们的地位可能会是平等的(或者说是

对称的),这样我们只需要使用最小的那个元素来完成解释的

构建,该方法也被称为“最小取数法(LeastNumberHeurisＧ

tic,LNH)”.它是一种代价极小的动态删除大量同构子问题

的方法.考虑公式:

∀x,y(f(x,y)＝f(y,x))∧(∀x,y(f(f(x,y),x)＝y))

(３)

如果想在４元有限域{０,１,２,３}上构造式(３)的模型,最

先对于f(０,０)而言,我们只用考虑为其指派０或者１,其中０
是已经出现过的元素,而元素２,３此时可以被看作与１是对

称的,或者说我们总能构造出一个置换证明公式在f(０,０)＝

１的情况下与f(０,０)＝２的情况下可满足性一致.图２展示

了LNH 方法对式(３)模型构造过程中产生的剪枝效果,图中

左边树结构是不使用 LNH 策略时需要探索的空间,而右边

是在使用LNH 策略时产生的剪枝效果.

图２　LNH 示意图

Fig．２　DiagramofLNH

与一阶逻辑相比,命题逻辑的优势在于其表达形式简单、

统一,有利于实现简单高效的推理机制.SAT求解方法在经

历了几十年的发展后,其搜索策略和数据结构都经历了多代

专家的精心打磨.最重要的是,它在求解过程中遇到冲突时

可以分析冲突产生的原因,并以子句的形式记忆该冲突,这样

在后续求解过程中求解算法就可以规避相同的冲突.早在

２００１年,Zhang[２８]就首先尝试将这两者的优势结合在一起,

尽管当时使用的SAT求解方案还是基于 DavisＧPutnam 过程

的方法,但其展现出来的效率提升已经揭示了一阶逻辑和命

题逻辑混合求解的潜力.２０１８年,Huang等[２９]将一阶逻辑

和基于CDCL的SAT求解方案结合并设计了FOL＋SAT的

求解模式,该混合策略的框架如图３所示.

图３　一阶逻辑＋命题逻辑

Fig．３　FOL＋SAT
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该方法在问题的顶层利用一阶逻辑方便识别对称和打破

对称的特性先求出问题的部分模型,然后将这些已经被消除

过许多同构情况的潜在模型继续交由命题逻辑求解器处理.

基于该方法,Huang等将拟群大集问题的求解能力从以前的

只能处理８阶以下的问题改进到了可以处理１３阶的情况,并

发现了新的幂等拟群大集存在性的结果.而这些新结果是使

用单一求解方案均无法在一周时间内取得的.

３．２．２　命题逻辑与计算机代数系统组合

计算机代数系统(ComputerAlgebraSystem,CAS)在多

年的发展和积累中拥有了大量的算法库,因此它很擅长处理

具有特定领域知识的代数问题.常见的 CAS系统有 MAＧ

PLE[３０],MATHEMATICA[３１],AGE[３２] 和 MAGMA[３３].

Bright等认为利用代数系统中的领域知识可以裁剪掉大量的

搜索空间并帮助命题逻辑或一阶逻辑加速推理过程,因此他

们在２０１６年提出了SAT＋CAS这种将命题逻辑推理和代数

系统混合的求解模式[３４].SAT＋CAS的工作原理如图 ４
所示.

图４　命题逻辑＋代数系统

Fig．４　SAT＋CAS

图４中,中心的生成器由两个接口构成:一个接口联结

CAS系统并将问题以CAS函数的方式交由代数系统并生成

可以修剪组合空间的引理(Lemma);另一个接口是将生成的

组合引理转变为命题逻辑公式并交由SAT处理并获取最终

结果.基于该方法,Bright等成功验证了 Hadamard猜想小

于１５６阶的情况,并且验证了 Williamson矩阵不存在３５阶这

一情形,这一结果也断言了３５是 Williamson矩阵不存在的最

小阶数.随后,他们又用SAT＋CAS的模式解决了长度小于

２５的 GolayPairs问题[３５]、GoodMatrices[３６]问题以及 Lam’s
问题中的编码问题[３７].

３．２．３　启发式搜索与逻辑推理混合

局部搜索是一种以经验主义和灵感为指导的搜索方法.

尽管启发式方法缺少严谨的逻辑指导,但它往往会使得一些

问题的解决变得更加高效.人类在解决数学问题时,经常也

是将启发式和逻辑推理相混合的.例如,在证明某一数学结

论时,需要将某一元多项式写成两项乘积的形式:

x２＋５x＋６⇒(x＋２)(x＋３)

这样的字符串改写既是形式主义的,又是启发式的.因

为公式x２＋５x＋６＝０的两个解(模型)x＝－３和x＝－２是

我们根据经验“猜”出来的,并不是基于严谨的形式主义推理

获得的.此类方法虽然高效,但多半是非完备的,我们很难对

任何表达式都“猜”出它的两个解.但是在推理过程中加入一

些“猜测”的成分,可以极大地促进求解效率的提升.鉴于此

观察,Huang等采用了一种将启发式与逻辑推理混合的方式

来处理组合数学相关问题[３８],他们的基本想法可以由图５来

概括.

图５　启发式＋命题逻辑

Fig．５　Heuristic＋SAT

该方法的主要思想是在公式求解的上层基于启发式方法

优先确定一些变量的赋值或者函数的解释,此时公式化简后

就对应着由这些变量确立下来的子空间.这样的一个子空间

可以看作是由启发式策略的一次尝试所选定的,然后可以将

这一子空间对应的逻辑公式交由完备的逻辑求解器进行推

理.Huang等基于该方法找到了关于正交 Golf设计的新结

果,改进了１７阶以下的已知情形.

３．３　公式重写方法

同一问题以不同的逻辑公式描述,其求解难度也会不同,

因此如何巧妙地将问题编码为易于推理和计算的逻辑公式,

在求解实际组合数学难题时也是非常值得关注的.

最常见的一种公式重写方法就是通过添加公式(或约束)

来消除问题中所存在的同构情形.形式上来说,若我们想要

判定公式ϕ的可满足性,则我们有时可以根据问题的语义找

到一个公式ω使得公式ϕ∧ω的可满足性不变,但是ω在几

乎不增加计算复杂度的同时又能消除ϕ 公式中大量潜在的可

能模型.因为组合问题通常都存在着大量的对称情形,因此

这种公式改写方式在求解组合数学问题中十分常见.

另一种方式是直接将公式ϕ中的一部分或者全部转变为

语义等价的公式ϕ′,其中ϕ′与ϕ 的可满足性等价,但是ϕ′更

易于推理和计算.例如,对于经典的关于两个正交拉丁方是

否存在的欧拉猜想问题,当我们使用横截建模的方式去寻找

一个拉丁方的正交伙伴时,会节省大量的时间.正如图灵奖

获得者 Knuth在«TheArtofComputerProgramming»一书第

４A卷中描述的那样:使用横截建模的方式去解决１０阶欧拉

猜想的情况,可以让搜索算法节省出一个１０１２(!)因子的计算

量.Ma等[３９]在她们的工作中首次展示了横截建模的方式可

以几十倍地加速一阶逻辑求解器在证明正交拉丁方相关问题

时的效率.随后,Jin等使用这种建模方式改写公式,并成功

求解出１０阶以下带有特殊性质的 Costas拉丁方的未解情

形[４０].

３．４　基于深度学习的方法

机器学习特别是深度学习技术在感知智能方面已经取得

了巨大的成功,这也促使人们思考如何将它应用于求解高度

逻辑化的数学问题上.其中具有代表性的工作就是２０２１年

DeepMind团队提出了一种机器学习框架并几乎证明了一个

卡兹丹􀅰卢思提格多项式的古老猜想;除此之外,他们还基于

该框架观察到代数和几何不变量之间的惊人联系,这也被称

为利用机器学习做出的第一个重大发现[４０],该成果也被刊登
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于著名杂志«Nature»上[４１].在组合数学方面,Adam 等提出

一种深度交叉熵方法的算法来构造一些图结构并反驳一些数

学猜想.在该方法中,神经网络只学习预测给定状态下最佳

的移动路径,而不学习状态或者状态Ｇ动作下的值函数.给定

任意一个状态作为神经网络的输入,然后输出该状态下所有

可能移动的概率分布,概率最好的代表最佳路径.举例说明,

假设有关于图的匹配值与最大特征之和猜想:设G 是n≥３
个顶点的连通图,λ１是最大特征值,μ是匹配数,那么它们满

足不等式:

λ１＋μ≥ n－１＋１
值得注意的是,它对于n≤１８都是正确的,最小反例是

n≤１８都是正确的,最小反例是n＝１９.如图６所示的最后一

个图结构,它有最大特征值 １０和匹配数２,所以λ１ ＋μ≈

５．１６＜５．２４≈ (１９－１)＋１.

图６　１９个顶点的反例演化过程

Fig．６　Evolutionofcounterexampleof１９vertices

图６中过程显示了最佳构图是如何随着学习过程迭代次

数增加而变化的,这个过程中神经网络很快就发现了树状是

最好的,然后它会逐渐收敛到这一情形.该工作基于这种方

法求解了:１)关于图的最大特征值和匹配数之和的猜想[４２];

２)Aouchiche和 Hansen提出的关于图的距离谱和邻近性的

猜想[４３];３)Graham 和 Lov’asz关 于 距 离 测 度 的 猜 想[４４];

４)距离拉普拉斯算子的余谱下,图的传输正则性不保持[４５];

５)可以用很少的超平面覆盖超立方体的某些子集[４６].

４　自动推理的可信性

通过编写和运行计算机程序进行自动定理证明,固然有

其优越性.然而,由于程序设计技术的复杂性,如何确认编写

的程序正确地表示了证明目标,实际上是非常困难的.如果

程序中出现了逻辑错误,其运行结果可能对定理证明产生误

导,甚至会直接导致伪证.事实上,１９７６年 Appel和 Haken
对四色定理的证明发表后就曾经被指出存在错误[４７],这也导

致通过计算机进行的定理证明工作长期以来无法被很多数学

家所信任.近年来,自动推理研究人员做出了大量努力来提

高自动定理证明的可信度,除了对主流求解器进行大量测试

和验证工作之外,还构建了一系列证明系统(ProofSystem),

使得工具的运行结果也可以通过统一算法得到检验,并逐渐

成为自动定理证明工作的标准配置.

４．１　证明系统

由于证明系统在SAT问题的求解方面发展最为完善,本

文主要以该问题为例进行介绍.对于一个命题逻辑公式,

SAT求解器会返回可满足和不可满足两种结果之一.对于

可满足的结果,很容易通过将每个变量的赋值代入公式进行

检验;而对于不可满足的结果,验证其正确性则会困难得多.

历史上,很多SAT求解器都曾经被发现存在重大缺陷[４８],这

对于定理证明和安全性验证等对可靠性要求很高的应用而言

是不可接受的.为此,研究人员提出了证明系统的概念,在求

解器返回不可满足结果的同时,输出一个被称为证明(Proof)

的文件,它可以被用来验证该问题的不可满足性.根据前文

介绍,当前的SAT求解器主要基于 CDCL算法,其判定问题

不可满足的依据主要是在子句(包括学习到的子句)间产生了

矛盾(空子句).因此,证明文件的主要内容就是对原始子句

到最终矛盾的过程性记录.具体而言,就是将求解中学习到

的与最终矛盾的产生相关的子句均保留下来,使得验证器可

以根据这些子句逐步地从原问题推导至矛盾,从而确认该算

法的正确性.由于验证器的算法实现相对求解器要简单得

多,而且这样的证明形式更加方便第三方独立验证,因此证明

系统对于高可信的自动定理证明是不可或缺的.

４．２　证明系统的演进

SAT求解器的证明系统最早于２００３年在zChaff中被实

现[４９],其每条学习子句和最终矛盾的产生过程都被详细记录

在日志文件中.根据这些信息,验证器可以很自然地生成从

原始子句到空子句的一条归结链(ResolutionChain),因此能

够验证结果的正确性.此类方法也被称为归结证明系统

(ResolutionProofSystem,RES).但是,由于日志文件中包

含了大量冗余信息,因此对于数学定理证明等比较复杂的问

题,其所需的存储空间将会非常巨大.

为了使证明系统的表示更加紧凑且易于验证,研究人员

近年来提出了多种重要改进.反向单元传播(ReverseUnit

Propagation,RUP)证 明 系 统 显 著 地 提 升 了 证 明 的 紧 凑 程

度[５０].其主要思想是只按照顺序保留学习子句,而不再记录

它们的产生条件.在验证阶段,验证器按顺序依次验证每条

学习子句的正确性.假设待验证子句为C,原公式为F,为了

验证F⊧C,RUP先令C 为假,得到若干单子句,将它们加入

F后进行单元传播,如果产生了矛盾则表示子句C通过验证,

将C加入F 后继续验证下一条子句.可以发现,对于同样的

问题,RUP占用的存储空间相比 RES明显降低,但每一步都

可能需要在整个公式上进行推理.RUP证明系统较好地平

衡了证明紧凑程度和验证成本的关系,使得人们可以为更大

规模的SAT问题生成证明.此外,还有带删除信息的反向单

元传播(DeleteReverseUnitPropagation,DRUP)证明系统.

它利用学习子句可能蕴含现有子句的性质,将被蕴含的子句

标记为删除,以动态地减少公式中的子句数,提高后续验证的

效率.

然而,近些年很多先进的SAT求解器在标准CDCL算法

以外还会 采 用 一 些 特 殊 的 求 解 技 术,例 如 有 界 变 量 增 加

(BoundedＧVariable Addition,BVA[５１])、阻 塞 子 句 增 加

(BlockedＧClauseAddition,BCA[５２])和 扩 展 归 结 (Extended

Resolution,ER[５３Ｇ５４])等,通过这些技术产生 的 子 句 不 能 由

RUP验证.为此,研究人员总结出归结非对称重言式(ResoＧ
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lutionAsymmetricTautology,RAT)的概念.目前,SAT 求

解算法中使用的预处理、中处理和子句学习技术所产生的子

句都可以通过 RAT 进行验证,也正是基于这一原理产生了

RAT 证明系统.对于每条待验证子句 C,RAT 首先使用

RUP对其进行验证.如果未能通过,则设C的首个文字为l,

并从公式F中选出含有¬l的子句构成集合F′.对于每个子

句C′∈F′,首先对C 和C′进行一步归结得到子句R,而后使

用 RUP对R进行验证.如果所有的C′都能通过验证,则表

示子句C通过验证,将C加入F 后继续验证下一条子句.同

样地,也有带删除信息的归结非对称重言式(DeletionResoluＧ

tionAsymmetricTautology,DRAT)证明系统,其中以字符

“d”开头的子句意义与 DRUP相同.DRAT的表达能力强于

上述所有证明系统,并且具有很好的兼容性,因此目前最先进

的SAT验证器一般均是基于 DRAT证明系统构建,例如工

具 DRATＧtrim[５５]已被广泛用于国际SAT竞赛的结果验证.

５　挑战及未来趋势

自动推理技术的进步,可以辅助数学家们发现新的结果

并不断促进数学研究的进步,同时数学家们精心构造的组合

数学问题也为自动推理领域创造了更多的挑战并促进了自动

推理技术的发展.目前,组合数学领域还有众多的开放性问

题有待解决,并且其中一些问题恰好处在自动推理技术处理

能力的边界地带,比如现在的自动推理技术可以在几百秒内

找到两个正交的１０阶拉丁方,但是对３个相互正交的拉丁方

是否存在这一开放性问题却无能为力.未来在攻克这些开放

性问题的同时,新的自动推理技术也会应运而生.目前,利用

自动推理技术解决数学开放性难题有以下几个值得关注的

方面:

(１)证明生成及验证.自动推理工具理应被要求生成一

个证明文件,特别是对于不可满足的公式逻辑公式,它应当能

生成一个可以被验证的证明文件来保证其结果的可信性.目

前,SAT求解器已经可以基于 DRAT生成证明文件,但其证

明文件规模巨大,检查耗时依然是个问题.未来,改进证明系

统以压缩证明文件和提高验证效率为发展趋势.另外,如何

将这种CDCL框架下的证明系统应用于一阶逻辑推理过程,

以及如何产生人类易读的证明文件,也是非常重要的发展

方向.

(２)并行推理方法.随着近年 GPU和云计算的发展,实

现高效的并行自动推理算法和工具是非常有前景的方法.特

别是对于组合数学难题,简单的并行方法对求解效率的提升

微乎甚微,尚未充分发挥并行计算的优势.因此,如何在并行

环境下分解问题,以及各个进程之间如何交换冲突、推理信息

以充分发挥并行优势,是未来的又一研究趋势.

(３)神经符号方法.传统的自动推理完全基于符号方法,

具有很强的演绎推理能力.然而,现实中的很多问题往往都

是基于特定背景,为了提高求解这些问题的效率,人们需要进

行观察并提出合适的推理策略,而现有的方法尚不具备这种

归纳能力.近年来,深度学习技术在多个领域极大地增强了

人工智能系统的能力,能否将其与符号方法结合,以提高自动

推理的求解效率,成为了国内外的研究热点.例如,已有工作

基于图神经网络等模型对SAT等问题进行表示学习,预测其

可满足性、变量赋值、决策优先级等属性[５６Ｇ５７].然而,此类方

法目前尚处于早期发展阶段,如何更好地结合神经和符号方

法的优势,提出更加高效的求解方法,仍有待进一步探索.

结束语　将自动推理这一计算机技术用于组合数学领域

的开放性问题求解,一直受到计算机领域和数学领域的关注.

对近年来该领域的求解技术和发展进行了回顾与总结,总结

了该领域关注的主要数学问题与主流推理工具;按求解模式

将近些年出现的求解技术分为３种类型,并介绍了其主要思

想和方法优势;还对自动推理技术处理数学难题时的可信性

问题进行了介绍与总结,指出了自动推理技术所面临的难点

及未来研究方向,这对于利用自动推理技术处理组合数学难

题的研究与发展具有一定的借鉴意义.
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