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摘　要　秩函数作为循环程序终止性分析的重要方法已得到广泛研究.文中着重研究了单分支循环的终止性.首先提出了双

向迭代循环概念,将单分支循环分为双向迭代循环和非双向迭代循环.其次,针对双向迭代循环程序,建立了一种划分思路,提

出了三段式秩函数的概念,并证明了若该双向迭代循环存在三段式秩函数,则其是终止的.而对非双向迭代循环,引用增函数

的划分思路,即利用增函数将原程序空间划分为更小的空间,并通过计算更小空间上的秩函数来证明原程序的终止性.最后,
将三段式秩函数的计算问题归结为SVM 分类问题,并利用工具Z３或bottema对由SVM 所得的候选秩函数进行验证.
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Abstract　Therankingfunctionhasbeenextensivelystudiedasanimportantmethodofprogramterminationanalysis．InthispaＧ
per,wefocusontheterminationofsingleＧpathloops．Firstly,theconceptoftwoＧwayiterativeloopsisproposed,andthesingleＧ
pathloopsaredividedintobidirectionaliterativeloopsandnonＧbidirectionaliterativeloops．Secondly,forthebidirectionaliterative
loopprogram,adivisionmethodandconceptoftrivialrankingfunctionareproposed,anditisprovedthatifabidirectionaliteraＧ
tiveloopexistsatrivialrankfunction,itisterminated．AsforthenonＧbidirectionaliterativeloop,weuseincrementalfunctionas
thedivisionmethod,i．e．,theoriginalprogramspaceisdividedintosmallerspacesbyusingincrementalfunction,andtheterminaＧ
tionoftheoriginalprogramisprovedbycomputingtherankingfunctiononthesmallerspace．Finally,theproblemofcomputing
thetrivialrankingfunctioncomesdowntotheSVMclassificationproblem,andweverifiescandidateranＧkingfunctionsusingthe
toolsZ３orbottema．
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１　引言

随着计算机相关技术的发展,人类目前正处于大数据和

人工智能的时代,相关软件对社会的影响也越来越深入,计算

机已经成为人们生活中必不可缺的东西.在人们越来越依赖

计算机软件的同时,需要对软件内部程序的稳定性与正确性

加以关注.众所周知,计算机程序是整个计算机服务体系的

核心,因此,为了避免程序故障导致的重大事故,有必要研究

程序运行的正确性与可靠性,保证程序的稳定运行.

在程序理论的范畴中,程序的正确性指程序在一定的前

提条件下,经过预先设定好的运算,生成符合某些性质的结

果,同时要求程序最后必须终止.研究程序的终止性是保障

程序正确性的必要条件.虽然循环程序的终止性问题已经被

证明为不可判定问题,但是仍可以通过一定的算法判断循环

程序的终止性.

根据判断程序是否终止可以将其分成两类方法:通过寻

找秩函数判断程序终止和通过寻找不动点或不变集来判断程

序不终止.文献[１Ｇ１４]的工作都是针对线性循环求解线性



秩函数,其中 Podelski等[３]基于 Farkas引理,根据循环条件

和赋值语句构造约束关系来求解线性秩函数;Bradley等[４]首

先提出了合成线性字典序秩函数的概念,基于这个概念,BenＧ
Amram等[６]提出了合成线性字典序秩函数的完备算法;自
此,秩函数的形式被拓宽,Bagnara等[９]提出了最终线性秩函

数的概念,利用划分思想提高获得线性秩函数的可能性;

Leike等[１２]首次提出了多阶段秩函数和嵌套秩函数的定义;

BenＧAmram等[１４]证明针对单分支线性约束程序,上述两个概

念是等价的,并给出了合成嵌套秩函数的完备方法.文献

[１５Ｇ２１]针对非线性秩函数,其中 Cousot[１５]使用参数抽象、拉
格朗日松弛以及半正定规划进行约束求解,获得非线性秩函

数;Chen等[１６]将多项式秩函数问题规约到半代数系统问题

的求解中,并通过柱形代数分解的方法来获得非线性秩函数.
但是这两种方法都存在一定的问题,Cousot的方法基于SDP
进行求解,由于SDP内部采用浮点计算,因此最终得到的秩

函数候补不是精确结果,且没有进行验证,Chen等的方法基

于传统柱形代数分解,在最糟糕的情况,时间复杂度甚至会达

到双指数.
近年来,机器学习方法被逐渐运用于程序验证领域,并且

对以上方案进行了很好的改进.Yuan等[１９]将秩函数的两个

满足条件转化为二分类问题,利用 SVM 算法寻找秩函数;

Sun[２０]基于机器学习算法,得到了多阶段秩函数的求解算法.
但文献[１９]的工作仅局限于全局秩函数,对拥有多阶段秩函

数的循环不能很好地处理;而文献[２０]的方法在进行多阶段

秩函数的求解前,必须设定最大阶数,但是在理论上关于多阶

段秩函数存在的阶数上界没有得到证明.
本文主要考虑了单分支线性约束循环的终止性问题.

Bagnara等在文献[９]中首次提出了增函数的概念,并利用增

函数对原始程序空间进行划分得到更小的空间,进而在新的

空间上计算秩函数.增函数划分为程序终止性分析提供了新

的思路,即能否通过某种划分方法,将原始程序对应的程序空

间划分为不同的m 个子空间,然后通过证明m 个子空间都有

秩函数来证明原始程序是可终止的.受此启发,我们观察到

一类被称为双向迭代循环的程序,其程序空间可以分为３个

子空间,并证明了如果这３个子空间都存在秩函数,那么该程

序是终止的.然后,通过 SVM 算法去探测这３个子空间的

秩函数.针对非双向迭代循环,我们引用了文献[９]中增函数

的划分思路,即利用增函数将原程序空间划分为更小的空间,
并通过计算更小空间上的秩函数来证明原程序的终止性.但

与文献[９]利用farkas引理计算秩函数的方法不同的是,本文

将子空间上的秩函数计算归结为二分类问题,并利用 SVM
对其求解.不同于文献[１４,１９],本文方法可以处理非线性循

环的秩函数计算问题,且对部分程序,本文方法可以得到形式

更为简洁的秩函数.
本文第２章介绍程序终止性判断的相关概念;第３章提

出双向迭代循环以及三段式秩函数的定义,证明了若一个双

向迭代循环存在三段式秩函数,则该双向循环程序终止,并给

出了整个算法流程;第４章展示本文方法与已有方法的实验

对比;最后总结全文并展望未来.

２　准备知识

本章将主要介绍有关程序终止性判断的相关理论基础,

这些内容将在后面的算法中起到重要作用.
本文工作主要聚焦于以下形式的循环:

whilex∈Ω,dox′＝F(x)

Ω􀰛x∈Rn:P１(x)≥０,􀆺,Pk(x)≥０
其中,Ω 表示该循环的程序空间,并且 Ω 是一个单连通集,

Pi(x)是系数为实数的多项式,F(x)＝(f１(x),􀆺,fm (x)),

fi(x)是属于R[x]上的多项式.在下文中,为方便阐述,我
们有时用程序空间Ω 来刻画所对应的循环程序.为了方便

读者对于后续概念的理解,我们用下列循环贯穿全文进行

阐述.

Example１:

while(x＋y＞０),dox′＝x－１,y′＝－２y
２．１　不变集

定义１(不变集)　给定循环程序Ω,集合Q⊆Ω被称为程

序Ω 的不变集,如果∀x∈Q,有x′∈Q.
由不变集的定义可知,若循环程序存在不变集,那么不变

集中的点将在此集合内进行无穷迭代,无法跳出该集合,表明

该循环程序无法终止.

２．２　秩函数

秩函数法作为当前终止性分析的主流方法已得到广泛研

究.给定一个循环程序,若能找到它的秩函数,则表明该循环

是终止的.

定义２(秩函数)　给定循环程序Ω,函数f(x)被称为该

程序的秩函数,如果它满足以下条件:

∀x∈Ω,f(x)≥c′,c′＞０ (１)

∀x∈Ω,f(x)－f(x′)≥c′ (２)

x′为x 迭代一次获得的状态点,上述秩函数的定义与传

统秩函数定义是等价的.传统秩函数的定义如下:

∀x∈Ω,f(x)≥０ (３)

∀x∈Ω,f(x)－f(x′)≥c (４)

为了方便实验,本文在秩函数的定义上采用定义２中的

式(１)、式(２),而传统定义中的式(３)、式(４)可以等价改写为

式(１)、式(２).这是因为,如果函数f(x)满足定义２中的

式(３)、式 (４),则 在 式 (３)两 端 同 时 加 上 一 个 正 数c 且 令

f′(x)＝f(x)＋c,(c＞０),则有f′(x)≥c;同时不难看出,

f′(x)－f′(x′)＝f(x)＋c－(f(x′)＋c)＝f(x)－f(x′)≥c,

显然f′(x)满足式(１)、式(２).反之,若存在f(x)使得式(１)、
式(２)成立,则令c′＝c,那么式(３)、式(４)平凡成立.

由式(１)、式(２)的性质可知,借助秩函数有界和递减的两

个性质,将循环程序的状态映射到一个良基集中,程序每经过

一次循环迭代,秩函数的值都会减少,直到抵达秩函数下界.

由此可得,如果循环程序存在秩函数,那么它一定能够终止.

２．３　增函数与最终线性秩函数

下面介绍文献[９]中增函数的概念,该概念将被应用于下

文对非双向迭代循环的终止性分析中.
定义３(增函数)　给定循环程序Ω,函数q(x)被称为Ω

上的增函数,如果对任意的x∈Ω,,有q(x′)－q(x)≥１,其中

x′为x 迭代一次获得的状态点.

若增函数是线性的,那么它刻画了一个超平面.在增函

数的划分下,循环空间中的状态点经过有限次迭代后都会进

入划分超平面上方与循环空间相交的部分.接着,在该相交

９０１王　垚,等:基于迭代轨迹划分的单分支循环程序终止性分析



的部分中寻找线性秩函数.
而在被划分得到的子空间寻找到的秩函数被称为最终线

性秩函数[９].增函数的引入,将寻找原先整个循环空间上秩

函数的问题转化为寻找循环空间子空间上秩函数的问题,增
大了线性秩函数被找到的可能性.

Example２:

while(x≥０),dox′≤x＋y,y′≤y－１
对于上述循环,其增函数为f(x,y)＝－y,因为f(x′,

y′)－f(x,y)＝－(y－１)－(－y)＝１.

３　单分支循环程序终止性判定

本章将主要研究单分支循环的终止性问题.增函数划分

法的引入,将在整个循环空间寻找秩函数的问题转化为在其

子空间寻找,这增大了秩函数被找到的可能性.受此启发,本
文的一个基本思路是:能否通过某种不同的划分方法,将原先

的循环空间划分为多个不相交的子空间,并通过证明每个子

空间都存在秩函数,进而证明循环程序是终止的.为此我们

根据循环空间中状态点的迭代路径特点,提出了一种新的循

环程序类型,即双向迭代循环.这类循环的程序空间可被超

平面分为３个部分,更重要的是,寻找这３个子空间中的秩函

数即可判断整个循环程序的终止性.因此,这类循环终止性

问题的判断符合提出的基本思路.此外,对于非双向迭代循

环,本文仍然引用文献[９]中增函数的划分方法对程序空间进

行划分.在寻找这两类循环被划分后所得的子空间中的秩函

数时,我们证明其子空间中秩函数的计算问题都可以归结于

二分类问题,故可利用SVM 算法获得秩函数.

３．１　基于迭代路径的划分

３．１．１　双向迭代循环

循环空间中状态点的迭代由赋值语句决定,其迭代路径

可能为沿着某一固定方向前进,也有可能在整个循环空间中

进行没有规律的变化.在各种迭代路径中,我们发现,有一类

循环的迭代路径会沿着某个超平面来回跃迁.下文中,我们

称这类循环为双向迭代循环,并给出定义.

定义４(双向迭代循环)　给定一个循环程序 P:while
x∈Ω,dox′＝F(x),如果存在超平面g(x)＝aTx＋b＝０,使
得下列条件成立时,则P 被称为双向迭代循环.

Ω１＝Ω∩{x∈Rn:g(x)＞０}≠Ø

Ω２＝Ω∩{x∈Rn:g(x)＜０}≠Ø{ (５)

∀x．(x∈Ω１⇒g(x′)≤０)

∀x．(x∈Ω２⇒g(x′)≥０){ (６)

由该定义可知,超平面g(x)＝０将循环空间Ω 分为３部

分:Ω１,Ω２,Ω０＝Ω∩{x∈Rn:g(x)＝０}.Ω１,Ω２非空,所以Ω１

中的状态点迭代一次后跳入超平面中或超平面下方;同样,

Ω２中的状态点迭代一次后跳入超平面中或超平面上方.

下面的定理１表明,对任给的双向迭代循环,若状态点x
在Ω０中,那么该状态点迭代后得到的下一个状态点x′依旧在

该超平面上,即g(x′)＝０.

定理１　 给定一个循环程序 P:whilex∈Ω,dox′＝
F(x).若 P 为 双 向 迭 代 循 环,那 么:∀x∈Ω０,则 有x′＝

F(x)∈{x∈Rn:g(x)＝０}.

证明:

由循环P 的定义可知,Ω是单连通集,且Ω１≠Ø,Ω２≠Ø,

所以Ω０不为空.假设存在x∗ ∈Ω０使得g(F(x∗ ))≠０,即x∗

迭代一次后所得的F(x∗ )不落在g(x)＝０上.那么由g(x),

F(x)的连续性可知,必存在Oo(δ,x∗ )邻域,使得情形 A 或 B
发生:

情形 A　F(Oo(δ,x∗ ))⊆{x∈Rn:g(x)＜０}
情形B　F(Oo(δ,x∗ ))⊆{x∈Rn:g(x)＞０}
为了不失一般性,假设情形 A 发生,则必存在y∗ ∈Oo

(δ,x∗ )∩Ω２,有g(F(y∗ ))＜０,也即y∗ 在迭代一次后仍然在

g(x)＜０}中.这显然与循环程序P 为“双向迭代循环”的定

义相悖,因为根据定义,Ω２中的点y∗ 迭代一次后将跳入{x∈
Rn:g(x)≥０}.同理,对情形B也可以用如上方法证明.

综上所述,若P 为双向迭代循环,那么:∀x∈Ω∩{x∈
Rn:g(x)＝０},有x′＝F(x)∈{x∈Rn:g(x)＝０}.□

定理１表明,若循环程序P 为双向迭代循环,那么任意

Ω０中的点x,迭代一次后获得的状态点始终在g(x)＝０这个

超平面上,即:∀x∈Ω０⇒g(F(x))＝０.因此有以下情况出

现:Ω０中的点x迭代一次后获得的新迭代点x′,有可能落在

Ω０或{x∈Rn:g(x)＝０}\Ω０中.不难看出,若对∀x∈Ω０,都
有x′＝F(x)∈Ω０,则Ω０为该循环的不变集.显然,若Ω０为不

变集,则循环程序P 是不终止的,这为双向迭代循环P 是不

终止的提供了充分的判准.
接下来将介绍如何判断一个循环程序P 是否是双向迭

代循环,根据定义４可知,这等价于寻找一个满足式(５)和
式(６)的划分超平面g(x)＝０.

因此,可以通过式(５)和式(６),利用redlog等工具去计算

双向迭代循环的划分超平面.

Example３:针对Example１,考虑该循环的划分超平面为

g(x)＝ax＋by＋c,用该式替换定义４中的式(５)和式(６)中的

g(x),通过redlog命令求解,消掉式(５)和式(６)中的x和y,
获得关于a,b,c的约束关系,发现当a＝０,b＝１,c＝０时,满足

a,b,c的约束关系,获得该循环的划分超平面为y＝０.
如果循环程序P 是双向迭代循环,接下来将证明若Ω１,

Ω２,Ω０上存在秩函数f１(x),f２(x),f０(x),那么循环程序 P
就是终止的,接下来给出三段式秩函数的概念.

３．１．２　三段式秩函数

定义５(三段式秩函数)　给定一个双向迭代循环P,我
们称函数f(x)是 P 的三段式秩函数,如果它满足式(８)－
式(１０):

f(x)＝
f１(x)＝aT

１U１(x),∀x∈Ω１

f２(x)＝aT
２U２(x),∀x∈Ω２

f０(x)＝aT
０U０(x),∀x∈Ω０

{ (７)

∀x∈Ω１⇒
f１(x)≥c, c＞０

f１(x)－f１(x″)≥c, x″＝F２(x){ (８)

∀x∈Ω２⇒
f２(x)≥c, c＞０

f２(x)－f２(x″)≥c, x″＝F２(x){ (９)

∀x∈Ω０⇒
f０(x)≥c ,c＞０

f０(x)－f０(x′)≥c, x′＝F(x){ (１０)

其中,Ui(x)＝(xα:|α|≤d),xα＝xα１
１ 􀆺xαn

n ,|α|＝α１＋α２＋􀆺

αn,比如,当d＝２,n＝２,Ui(x)＝(x０
１x０

２,x０
１x１

２,x０
１x２

２,x１
１x０

２,

x１
１x１

２,x１
１x２

２,x２
１x０

２,x２
１x１

２,x２
１x２

２).
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由定义 ５ 可 知,满 足 式 (８)－ 式 (１０)的 函 数f１ (x),

f２(x),f０(x)分别为Ω１,Ω２,Ω０上的秩函数.
接下来证明,对于给定的双向迭代循环P,若上述定义的

三段式秩函数存在,则该双向迭代循环P 终止.
定理２　给定一个双向迭代循环程序P,若P 存在满足

上述定义的三段式秩函数,那么P 终止.
证明:假设P 不终止,那么Ω 上存在无穷迭代序列S＝

{xi|＋∞
i＝０}.由P 是双向迭代循环可知,该无穷迭代序列存在

３种情形:
情形１　S中的点在Ω１与Ω２上相互交替迭代,即{x２k}⊆

Ω１且{x２k＋１}⊆Ω２;或{x２k}⊆Ω２且{x２k＋１}⊆Ω１;
情形２　S中的点只出现在Ω０上,即S⊆Ω０;
情形３　S中的初始点x０从Ω１或Ω２开始,即x０∈Ω１(或

x０∈Ω２)经过有限次迭代后跳到Ω０上,由定理１可知,之后其

始终在Ω０中迭代.
对于情形３可以发现,虽然初始点x０∈Ω１(或x０∈Ω２),

但有限次迭代后都会落入Ω０中.由于S是无穷迭代序列,舍
去情形３中未进入Ω０中的部分状态点,所得到的新的序列仍

然是无穷迭代序列,因此情形３可以归为情形２.在接下来

的证明中,我们只需要讨论情形１和情形２即可.
下面分别证明当情形１和情形２发生时,P 不终止的假

设不成立.

１)考虑情形１,假设S 在Ω１与Ω２上相互交替,不失一般

性,下文考虑{x２k}⊆Ω１且{x２k＋１}⊆Ω２这种情况,那么会出现

以下序列:
(１)Ω１:x０,x２,x４,􀆺
(２)Ω２:x１,x３,x５,􀆺
由三段式秩函数的定义可知,f１(x)和f２(x)是Ω１与Ω２上

的秩函数,所以有:

f１(x２i)－f１(x２i＋２)≥c
f２(x２i＋１)－f１(x２i＋３)≥c
继而有:

f１(x０)＞f１(x２)＞f１(x４)＞􀆺

f２(x１)＞f２(x３)＞f２(x５)＞􀆺
又因 为 S 为 无 穷 迭 代 序 列,所 以 存 在xn,x′n,使 得

f１(xn)＜c且f２(x′n)＜c,与f(x)的定义f１(x)≥c且f２(x)≥
c相悖,因此情形１不存在.

２)考虑情形２,假设S只出现在Ω０上,f０(x)是Ω０上的秩

函数,那么对于序列S则有:

f０(xi)－f０(xi＋１)≥c
继而有:

f０(x０)＞f０(x１)＞f０(x２)＞􀆺
又因为S为无穷迭代序列,所以存在xn,使得f０(xn)＜c

与f(x)的定义f０(x)≥c相悖,因此情形２不存在.
综上,若双向迭代循环存在三段式秩函数,那么该双向迭

代循环一定终止.□
在判断双向迭代循环终止性时,我们先判断划分超平面

与循环空间Ω相交的部分,即Ω０是否为不变集.如果Ω０是不

变集,那么双向迭代循环不终止;如果Ω０不是不变集,那么我

们寻找该双向迭代循环是否具有三段式秩函数.

３．２　计算秩函数

对于双向迭代循环,我们利用满足定义４的超平面进行

划分,得到两个互不相交的子空间;对于非双向迭代循环,我
们引用文献[９]中增函数的方法进行划分,得到子空间.无论

使用哪种划分方法,划分后都会将原空间中秩函数的计算问

题归结于子空间中秩函数的寻找问题.
不失一般性,令划分后的子空间为Ωi,该空间上的秩函数

为fi(x):

fi(x)＝aT
iUi(x),x∈Ωi (１１)

由于fi(x)是Ωi上的秩函数,故有

∀(x,xm),x∈Ωi∧xm ＝Fm (x)⇒aT
iUi(x)≥c∧aT

i (Ui

(x)－Ui(xm))≥c (１２)

令

Gi,１(x,xm)＝Ui(x) (１３)

Gi,２(x,xm)＝Ui(x)－Ui(xm) (１４)

Ω中不同区域上的点按Gi,j,j＝１,２映射到象空间,从而得到

Ω中各区域在该映射下的象集:

Gi,１(Ωi)＝{u|u＝Ui(x),x∈Ωi∧xm＝Fm(x)} (１５)

Gi,２(Ωi)＝{u|u＝Ui(x)－Ui(xm),x∈Ωi∧xm＝Fm(x)}
(１６)

继而可以得到:

aT
i 􀅰Gi,１(Ωi)≥c

aT
i 􀅰Gi,２(Ωi)≥c{ (１７)

令S＝Gi,１(Ωi)∪Gi,２(Ωi).综上所述,对于任意循环程

序,其子空间Ωi存在秩函数等价于存在aT
i 和正数c使式(１７)

成立.
文献[２０]将寻找嵌套秩函数的问题转化为寻找某个超平

面的问题,该超平面能够将某个集合与原点严格分离.此证

明思路可以被应用于证明定理３.
定理３　记号同上.给定一个循环程序P,令其划分后

的子空间为Ωi,若其子空间Ωi上存在秩函数,当且仅当存在一

个超平面L能够将集合S 上的点和原点o严格分离.
证明:

１)假设给定的循环程子空间Ωi存在秩函数,即:

fi(x)＝aT
iUi(x),x∈Ωi

我们需要证明存在超平面L 能够将集合S 上的点和原

点o严格分离.

令w＝aT
i ,构 造 超 平 面 L＝w􀅰u－ １

２c,因 为 o＝

(０,０,０,０,􀆺,０)T,并且c＞０,所 以 L(o)＝w􀅰o－ １
２c＝

－１
２c＜０.

对于∀u∈S,L(u)＝w􀅰u－１
２c≥c－１

２c＝１
２c＞０,因此

超平面L能够将集合S 上的点和原点o严格分离.

２)假设存在超平面L＝w􀅰u＋b能够将集合S 上的点和

原点o严格分离,接下来证明程序Ωi上的确有秩函数,这等价

于证明存在aT
i 使得秩函数成立.

存在两种情况:

(１)L(o)＜０
L(u)＞０,∀u)∈S{

(２)L(o)＞０
L(u))＜０,∀u)∈S{
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本文只讨论情况(１),类似的方法可应用于情况(２).

L(o)＜０,可以推出w􀅰o＋b＜０,即b＜０,－b＞０.

又因为L(u)＞０,∀u􀅰S,即 w􀅰u＋b＞０,w􀅰u＞b,

－w
b

􀅰u＞１,令w′＝－w
b

,可得,对于∀u􀅰S,w′􀅰u＞１.令

c＝１,那么对于∀u􀅰S,则有:

aT
i

－b
􀅰G

i,１
(Ωi)≥c

aT
i

－b
􀅰G

i,２
(Ωi)≥c

ì

î

í

ï
ï

ïï

因此存在aT
i

－b
和c＝１使得式(１７)成立,故该循环程序子

空间Ωi上的秩函数为:

fi(x)＝aT
i

－bUi(x),x∈Ωi

综上,给定一个循环程序Ω,其子空间Ωi上存在秩函数,

当且仅当存在一个超平面L 能够将集合S 上的点和原点o
严格分离.□
３．３　验证

由于通过SVM 算法获得的秩函数为秩函数候补,因此

还需进一步验证其是否在对应的空间上满足有界和下降这两

个条件.本文实验使用工具 bottema验证候选秩函数,其他

工具如Z３也可以进行验证.为了使候选秩函数有更大的概

率通过验证,我们利用迭代的思想缩小原先的验证空间,获得

新的待验证区间,接着在此区域上对候选秩函数进行验证,具
体思路如下.

对于一个循环程序P,假设fk(x)为其划分后子空间Ωk上

的候选秩函数.利用缩小区域法验证fk(x)的思路如下:首先

在Ωk上验证fk(x)是否满足有界和下降两个条件,若满足,则

fk(x)是Ωk上的秩函数,若不满足,则令Ω(１)
k ＝Ωk∩F(Ω),其

中F(Ω)＝{x∈Ω:F(x)∈Ω},获得缩小后的子空间Ω(１)
k ,Ω(１)

k

为Ωk的子集;接着在Ω(１)
k 验证fk(x)是否为满足条件的秩函

数,若满足,则fk(x)是Ω(１)
k 上的秩函数,若不满足,则继续调

用缩小区域算法进行验证,令Ω(２)
k ＝Ω(１)

k ∩F２(Ω),Ω(２)
k 表示Ωk

经过两次缩小区域法获得的子空间,以此类推直到达到缩小

次数上界.

下面定理４将证明,虽然fk(x)为其子空间Ωk上的候选

秩函数,但是只要fk(x)是Ωk经过i次缩小区域法获得的某个

子空间Ω(i)
k 上的秩函数,则Ωk中的点最终都会跳出Ωk.

定理４(记号同上)　令Ω(i)
k 为对Ωk调用i次算法获得的

子空间.若fk(x)是Ω(i)
k 上的秩函数,则Ωk中的点最终都会跳

出Ωk.

证明:由已知可得,Ω(i)
k ＝Ω(i－１)

k ∩Fi(Ω),为子空间Ω(i－１)
k

调用一次缩小区域算法获得,将Ω(i－１)
k 分为两部分:Ω(i)

k 和

Ω(i－１)
k \Ω(i)

k ,令Ω
－(i)
k ＝Ω(i－１)

k \Ω(i)
k .因为fk(x)是Ω(i)

k 上的秩函

数,所以Ω(i)
k 中的点经过有限次迭代将会跳出Ω(i)

k ,那么就会

有以下两种情况发生:Ω(i)
k 中的点直接跳出Ωk或者落入Ω\

Ω(i)
k ,Ω\Ω(i)

k ＝Ω
－
k∪Ω

－(１)
k ∪􀆺Ω

－(i)
k (其中Ω

－
k＝Ωk\Ω(１)

k ,􀆺,Ω
－(i)
k ＝

Ω(i－１)
k \Ω(i)

k ),根据缩小区域法的缩小规则可知,Ω(１)
k 排除了Ωk

中迭代一次就会跳出Ω 的状态点,即Ω
－
k中的点迭代一次就会

跳出Ω,所以Ω
－(i)
k 是迭代i 次就会跳出Ω 的状态点的集合.

由此可知,Ω\Ω(i)
k 中的状态点经过有限次迭代后都会跳出循

环空间Ω,因此,Ω(i)
k 中的点经过有限次迭代后都会跳出循环

空间Ωk.综上可得,若fk(x)是Ω(i)
k 上的秩函数,Ωk中的点最

终都会跳出Ωk.□
由定理４可知,若Ωk经过缩小区域法得到的子空间中存

在秩函数,那么Ωk中的点最终都会跳出Ωk,因此我们接下来

将证明整个程序P 终止.

定理５(记号同上)　如果Ωk中的点最终都会跳出Ωk,那
么程序P 终止.

证明:

下面将分别对非双向迭代循环和双向迭代循环进行讨

论:对于非双向迭代循环,经过i次缩小区域算法后获得Ω(i)
k ,

该区域中的点经过有限次迭代跳出Ωk 的迭代路径如图 １
所示.

图１　非双向迭代循环状态点迭代路径

Fig．１　NonbiＧdirectionalloopstatepointiterationpath

路径(a)表示Ω(i)
k 中的点跳入区域Ω\Ωk,由于非双向迭代

使用增函数划分,这表明Ω 中的点进入Ωk不会再进入区域

Ω\Ωk,所以路径(a)不成立;那么仅剩路径(b),该路径表示,

Ω(i)
k 中的点跳出循环空间.因此,对于非双向循环,Ωk中的点

最终都会跳出循环空间.故非双向迭代循环程序终止.

对于双向迭代循环,为了不失一般性,我们考虑Ω１经过i
次缩小区域算法后,获得区域的Ω(i)

１ .该区域中的点经过有限

次迭代跳出Ω１的迭代路径如图２所示.

图２　双向迭代循环状态点迭代路径

Fig．２　BiＧdirectionalloopstatepointiterationpath

路径(c)表示Ω(i)
１ 中的点跳入区域Ω２\Ω(j)

２ ,而该区域中的

点经过有限次迭代都会跳出循环空间;路径(d)表示Ω(i)
１ 中的

点跳入区域Ω(j)
２ ,对于这条路径,我们考虑定理２的证明方

法,可以证明不会存在交替于Ω(i)
１ 与Ω(j)

２ 间的无穷迭代序列,

所以这条路径上的状态点最终也会跳出循环空间;路径(e)表
示Ω(i)

１ 中的点跳出循环空间.所以对于双向循环,Ω１中的点

最终都会跳出循环空间.同理,Ω２中的点最终都会跳出循环

空间,故双向迭代循环程序终止.综上,如果Ωk中的点最终都

会跳出Ωk,那么程序P 终止.
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３．４　程序所需的子算法

本节将对基于迭代轨迹划分方案中所需要的部分重要

子算法进行介绍,以便读者理解方案的具体执行细节.

３．４．１　判断循环程序是否存在不变集

通过寻找输入集合的不变集来判断循环程序是否不终

止,若存在不变集,则判定结果为存在不变集,否则为不存在

不变集.对双向迭代循环的判定算法如算法１所示,非双向

迭代循环的判定算法如算法２所示.
算法１　RSTW()recurrentsetoftwowayloop
输入:循环程序 Ω,迭代映射F,划分ftw

输出:“true”or“false”

１．ifx∈(Rn:ftw(x)＝０}∩Ω)∧x′＝F(x)⇒x′∈(Rn:ftw＝０}∩Ω)

then

２．　returnfalse;

３．else

４．　returntrue;

５．endif

算法２　RSUTW()recurrentsetofunＧtwowayloop
输入:循环程序 Ω,迭代映射F,增函数finc
输出:“true”or“false”

１．ifx∈(x∈finc(x)≥０∩Ω)∧x′＝F(x)⇒x′∈(finc(x)≥０∩Ω)then

２．　returnfalse;

３．else

４．　returntrue;

５．endif

３．４．２　验证候选秩函数

通过输入经过划分后获得的子空间,以及每个子空间上

的候选秩函数,验证候选秩函数是否准确,若通过验证,则认

为获得了准确的秩函数,否则调用缩小区域法对验证空间进

行缩小,在新获得的验证区域上继续进行验证,若调用缩小区

域算法的次数超过最大设定值,则认为候选秩函数未通过验

证.对双向迭代循环的判定算法如算法３所示,非双向迭代

循环的判定算法如算法４所示.
算法３　CTW()certificatetwowayloop
输入:被ftw划分后的到的Ω１,Ω２,Ω０,秩函数f１,f２,f０(x)可调参数

c(c＞０),调用次数t１＝０,最大调用次数t
输出:“true”or“false”

１．ift１＞t

２．　returnfalse;

３．　if(x∈Ω１⇒(f１(x)＞０andf１(x)－f１(x″)＞c))and(x∈Ω２⇒
(f２(x)＞０andf２(x)－f２(x″)＞c))and(x∈Ω０⇒(f０(x)＞０and

f０(x)－f０(x′)＞c))then

４．　　returnfalse;

５．　else

６．　　t１＝t１＋１;

７．　　narrowdomain;

８．　　CTW();

９．　endif

１０．endif

算法４　CUTW()certificateunＧtwowayloop
输入:被finc划分后的到的Ω１,秩函数f１,可调参数c(c＞０),调用次数

t１＝０,最大调用次数t
输出:“true”or“false”

１．ift１＞tthen

２．　returnfalse;

３．endif

４．if(x∈Ω１⇒(f１(x)＞０andf１(x)－f１(x′)＞c))then

５．　returnfalse;

６．else

７．　t１＝t１＋１;

８．　narrowdomain;

９．　CTW();

１０．endif

３．４．３　判断双向迭代循环是否终止

判断双向迭代循环是否终止,首先通过寻找不变集来判

断循环程序是否不终止,接着通过寻找秩函数来判断循环程

序是否终止,具体步骤如算法５所示.
算法５　JTW()judgetwowayloop
输入:循环程序 Ω,迭代映射F
输出:“true”or“false”

１．寻找循环的划分ftw;

２．ifRSTW()then

３．　print“循环程序不终止”;

４．　returntrue;

５．else

６．　SVM();

７．　ifCTW()then

８．　　print“循环程序终止”;

９．　　returntrue;

１０．else

１１．　returnfalse;

１２．endif

１３．endif

３．４．４　判断非双向迭代循环是否终止

判断非双向迭代循环是否终止和判断双向迭代循环是否

终止的思路大致相同,区别在于前者执行算法前需要提前设

置最大划分次数,具体步骤如算法６所示.
算法６　JUTW()judgeunＧtwowayloop
输入:循环程序 Ω,迭代映射F,寻找次数p１＝０,最大寻找次数p
输出:“true”or“false”

１．whilep１＜p
２．　 p１＝p１＋１;

３．　 寻找循环的划分finc;

４．　ifRSTW()then

５．　　print“循环程序不终止”;

６．　 　returntrue;

７．　 else

８．　 　SVM();

９．　 　ifCUTW()then

１０．　　　print“循环程序终止”;

１１．　　　returntrue;

１２．　　else

１３．　　　returnfalse;

１４．　　endif

１５．　endif

１６．endwhile

１７．returnfalse．

３．４．５　判断循环程序是否终止

划分方案的完整执行流程如算法７所示.首先寻找 输
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入循环程序的不动点,再分别进行双向迭代循环以及非双

向迭代循环的判断,如果超过了非双向迭代判定算法中设置

的最大划分次数跳出后,则认为基于迭代轨迹的划分方案无

法对输入的循环程序进行处理,输出结果“循环程序未知”.
算法７　RSTW()recurrentsetoftwowayloop
输入:循环程序 Ω,迭代映射F
输出:“循环程序终止”或者“循环程序不终止”或者“循环程序未知”

１．ifFP()then

２．　 return“循环程序不终止”;

３．else

４．　if!JTW()then

５．　 　if!JUTW()then

６．　　　 print“循环程序未知”;

７．　　 　returntrue;

８．　 　else

９．　　　 break;

１０．　　endif

１１．　else

１２．　　break;

１３．　endif

１４．endif

３．５　流程图

整个算法的运行流程如图３所示.

图３　算法流程图

Fig．３　Flowchartofalgorithm

４　实验结果

将寻找秩函数问题转化为 SVM 分类问题,能够处理

文献[１４]不能处理的非线性循环.同时,本文方法利用区域

划分的思想,在更小的区域上寻找秩函数,提高了找到秩函数

的可能性.本实验使用 Python３．８ 进行编译,硬件信息为:
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IntelCorei５Ｇ９４００F＠２．９０GHzCPU,NvidiaGTX１６６０Ti显

卡,８GB内存.

具体的实验用例与结果如表１所列.表１中终止性一栏

中符号“F”代表循环不终止,符号“T”代表循环终止;后三列

表示不同方法对该行例子的实验结果,符号“×”代表不能

判断循环程序的终止性,符号“√”代表能够正确判断其终

止性,此处本文方法和文献[１４]算法获得的是线性模板的

秩函数.对于表１中的例子,文献[１９]均不能找到线性模

板的秩函数,所以获得的是次数不大于３的非线性模板的

秩函数.

表１　实验结果

Table１　Experimentresults

序号 类别 循环体 终止性 本文方法 文献[１４] 文献[１９]

１ 非双向 while(x≤－１)dox′＝x＋y,y′＝y－１ F √ √ ×
２ 非双向 while(x≤４)dox′＝x－y,y′＝x＋y F √ √ ×
３ 非双向 while(x≥１)dox′＝x＋y,y′＝y F √ √ ×
４ 双向 while(x≥１)dox′＝x＋y,y＝－２y F √ √ ×
５ 双向 while(x＋１≤y)dox′＝x＋y,y′＝－２y F √ √ ×
６ 双向 while(x≤９)dox′＝－y,y′＝y＋１ F √ √ ×
７ 非双向 while(x＞０)dox′＝x＋y,y′＝y－１ T √ √ √
８ 非双向 while(x＞０)dox′＝x－２y,y′＝y＋１ T √ √ √
９ 非双向 while(x＞０,y＜０)dox′＝x＋y,y′＝y－１ T √ √ √
１０ 非双向 while(x＋y≥０)dox′＝x＋y,y′＝y－１ T √ √ √

１１ 非双向 while(x≥０)dox′＝x＋y－１,y′＝ ３
５y－ ４

５ T √ √ √

１２ 非双向 while(x≥４)dox′＝x－y,y′＝x＋y T √ √ ×
１３ 双向 while(y≥０,２x＋y≥０)doy′＝１０－x,x′＝x－１ T √ √ ×
１４ 双向 while(x－y＞０)dox′＝－x＋y,y′＝４x T √ √ ×
１５ 双向 while(x≥１)dox′＝x＋y,y′＝－y－１ T √ √ √
１６ 双向 while(x＞０)dox′＝y,y′＝y－１ T √ √ ×
１７ 双向 while(x＞０)dox′＝x＋y－５,y′＝－２y T √ √ ×
１８ 双向 while(x＋y＞０)dox′＝x－１,y′＝－２y T √ √ ×
１９ 双向 while(y２－y≤x)dox′＝x＋y－５,y′＝－y T √ × √
２０ 双向 while(x２－x＋１≤y２)dox′＝x２＋y＋１,y′＝－y＋１ T √ × √
２１ 非双向 while(x＞０)dox′＝x＋y,y′＝y＋z F √ √ ×
２２ 非双向 while(x＋y≥０,x＜z)dox′＝２x＋y,y′＝y＋１,z′＝z T √ √ ×
２３ 双向 while(x≥０)dox′＝x＋y,y′＝z,z′＝－z－１ T √ √ ×

２４ 非双向 while(x＞０,y＞－１,z２＞１,x＞y)dox′＝x－２y,y′＝y＋１,z′＝ １
zy T √ × √

２５ 非双向 while(y≤x,y＜１,z＞１)dox′＝４y２－４y＋３,y′＝y－２,z′＝ １
２z－１ T √ × √

２６ 非双向 while(x＋y≥０,y＜１,z＋n＞０,n＞１)dox′＝x＋y,y′＝y－１,z′＝z,n′＝n－１ T √ × √

　　表１中例１－２,４－９,１５－１８,２１－２３来源于文献[１４];

例１９－２０来源于文献[１９];例３,１０－１４来源于文献[２２].

本文方法主要与文献[１４]的多阶段秩函数和文献[１９]的

利用SVM 寻找秩函数的方法作对比.其中,相比文献[１４],

本文的工作使用SVM 算法求解秩函数,在此过程中需要进

行采样,这就使得本文工作的时间代价自然比文献[１４]求解

线性秩函数的方法高,但是本文方法可以处理非线性循环,并

且可以构造非线性秩函数模板,增大了秩函数被寻找到的可能

性,而文献[１４]的方法只能求解线性循环程序的线性秩函数.

表２选取了表１中本文和文献[１９]的方法都能处理的例

子,序号栏中的序号与表１一致.其中t１栏代表本文方法所

用的验证时间,t２栏代表文献[１９]方法所用的验证时间.

表２　验证时间对比

Table２　Comparisonofverificationtime

序号 本文模板 文献[１９]模板 t１/ms t２/ms Δt＝t２－t１/ms
７ [x,y,１] [x,y,y２,１] １２５ １３５ １０
８ [x,y,１] [x,y,y２,１] １２４ １３０ ６
９ [x,y,１] [x,y,y２,１] １２５ １４０ １５
１０ [x,y,１] [x,y,y２,１] １３４ １３５ １
１１ [x,y,１] [x,y,y２,１] １１５ １３５ ２０
１５ [x,y,１] [x,y,y２,１] ２９２ １３０ －１６２
１９ [x,y,１] [x,y,y２,１] ３５０ １４６ －２０６
２０ [x,y,１] [x,y,x２,y２,１] ６００ ２７０ －３３０
２４ [x,y,z,１] [x,y,z,y２,z２,１] １８８ ２５５ ６７
２５ [x,y,z,１] [x,y,z,y２,z２,１] １４６ ２０２ ５６
２６ [x,y,z,n,１] [x,y,z,n,y２,z２,n３,１] ２７６ ７６０ ４８４

　　因为本文方法与文献[１９]中的方法在最后一步都需要对

候选秩函数进行验证,所以表２列出了两种方法对候选秩函

数的验证时间.从表２中的数据可以看出,对大多数例子来

说,因为本文方法能够得到线性模板秩函数,从而降低了验证

阶段的计算复杂度,所以其在验证候选秩函数方面的时间代

价比文献[１９]的方法更低,并且随着变量的增加以及秩函数

模板次数的增加,两者的时间差距也相应增大.

本文方法将区域划分与SVM 方法相结合,可以使用形式
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更简单的模板寻找秩函数,同时提高找到秩函数的可能性.

结束语　在循环程序的终止性判定问题上,目前研究

较多的是寻找秩函数的方法.而该方法的关键在于对循环空

间的处理和秩函数模板的选择.我们聚焦于第一个问题,根

据循环空间中状态点的迭代轨迹,发现了一种新的划分方式.

在判断循环终止性时,先判断该循环是否存在不变集,接着再

寻找秩函数,使得程序的判定逻辑更加完善.

目前我们只探索到一类称为双向迭代的循环,针对这类

循环,只需要将其程序空间划分为３个部分,但还可能存在三

向、四向迭代等多向迭代的情况.在多向迭代中,可能会存在

多个超平面,给划分带来困难.在这种情况下,获得的子区域

不确定,从而导致秩函数在寻找上也存在着不确定性.我们

将在后续的工作中对这一问题进行研究和解决.

本文利用机器学习的算法,将寻找秩函数问题转化为二

分类问题.机器学习这一领域中还存在着其他算法,如线性

回归,决策树等.在接下来的工作中,我们将继续应用其他机

器学习算法,去寻找循环程序的秩函数.
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