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摘　要　多粒度形式概念分析是数据挖掘与知识发现的重要工具.文中研究了覆盖多粒度下的形式概念的粗化和细化更新方

法.首先,举例说明了现有的概念粗化更新算法可能导致概念缺失,通过分析缺失概念的本质特征,对现有概念粗化算法进行

补充,并证明了新算法的正确性.其次,举例说明了现有的概念细化更新算法可能会生成冗余概念,通过分析冗余细概念的内

涵特性,对现有的概念细化更新算法进行了优化,并证明了新算法生成结果的无冗余性,具有更低的时间复杂度.最后,通过实

验验证了所提算法的有效性.
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１　引言

形式概念分析(FormalConceptAnalysis,FCA)是２０世

纪８０年代初由德国 Wille教授提出的数据分析和知识发现

方法,其核心概念为形式背景、形式概念[１].概念格是 FCA
中支持数据分析和知识发现的核心数据结构,其根据形式背

景中对象与属性之间的二元关系建立概念层次结构,刻画概

念间的泛化与特化关系.目前 FCA 已经被广泛地应用到机

器学习[２]、数据挖掘[３]、软件工程[４]、智能数据处理[５]等相关

领域中.

粒计算(GranularComputing,GrC)起源于Zadeh提出的

模糊信息粒化理论,是一种用于知识表示和数据挖掘的方法.

GrC强调从多角度、多层次理解和描述现实世界问题,它的

基本思想是利用不同粒度的信息,将复杂问题分解成一系列

更容易处理、更小的子问题.近年来,GrC在数据挖掘[６]、模

式识别[７]、智能控制[８]和复杂问题求解[９]等领域得到了广泛

的应用.

经典的形式概念分析中,形式背景中的属性被认为是固

定不变的.然而,在某些实际问题中,数据集的属性可能具有

不同的粒度级别,相应地,导出的概念格可能揭示不同粒度下

的信息和模式.因此,在形式概念分析中改变属性的粒度级

别,以捕获数据中的相关模式的能力是一个自然的需求.近

年来,人们将粒计算的思想和形式概念分析相结合,来对上述

问题进行了研究.一般地,较细的属性粒度通常会导致更精

确的推理,也会生成大量的冗余知识;较粗的属性粒度通常会

生成较少的冗余知识,但也会导致更不精确的推理.BelohlaＧ



vek等[１０]提出了属性粒化理论框架,通过定义属性粒度树对

形式背景中的属性粒化(属性合并或提升),来实现概念知识

的粗细转化.She等[１１Ｇ１２]分别将属性粒化理论推广到经典的

概念格模型,实现面向对象和面向属性的多粒度概念格快速

构造.Li等[１３]提出了属性粒度树的剪枝方式和属性跨粒度

组合方式.

在布尔形式背景中,经典属性粒化情形下,共享单一细属

性的对象集形成的集族构成共享粗属性的对象集的划分[１０],

其属性粒化方式并不适用于处理现实生活中复杂的粒化关

系.因此,Hu等[１４]将属性粒化方式由划分情形拓展到覆盖

情形,认为共享细属性的对象集构成共享粗属性的对象集合

的覆盖.因为划分属性粒化获得的形式背景也可由原背景通

过覆盖属性粒化获得,所以覆盖属性粒化方式[１４]是划分属性

粒化[１０]的扩展.Hu等[１４]进一步提出了覆盖属性粒化下的

多粒度概念格快速构造方法,其核心是概念粗化和概念细化

的更新算法,可避免通过完全重建的方式来构建大规模形式

背景概念结构所产生的巨大计算时间代价.

本文进一步研究了 Hu等[１４]提出的覆盖多粒度下的概

念粗化和细化更新算法,发现了现有概念更新算法的局限性.

具体地,概念粗化更新算法可能导致缺失概念.本文分析了

导致缺失概念的原因,对概念粗化算法进行了补充和完善;另

外,概念细化更新算法可能产生概念冗余,通过分析冗余细概

念的内涵特性,本文对现有的概念细化更新算法进行了优化,

结合时间复杂度分析和对比实验验证了本文提出的概念更新

算法的有效性.

本文第２章简要介绍了形式概念分析、形式背景的属性

粒化等相关的基本概念;第３章提出了覆盖属性粒化下形式

概念更新算法;第４章给出了覆盖属性粒化下形式概念更新

算法的对比实验分析;最后总结全文.

２　预备知识

２．１　形式概念分析

定义１[１]　形式背景是一个三元组(G,M,I),G 为非空

对象集,M 为非空属性集,I⊆G×M 为对象集和属性集上的

二元关系,(g,m)∈I表示对象g 具有属性m,(g,m)∉I表示

对象g不具有属性m.

定义２[１]　设(G,M,I)为形式背景,对于 X⊆G,B⊆M,

记X↑ ＝{m∈M|∀g∈X,(g,m)∈I},B↓ ＝{g∈X|∀m∈

M,(g,m)∈I}.如果X↑ ＝B,B↓ ＝X,那么称序对 C＝(X,

B)为形式概念.其中,X 为形式概念的外延,记作Ext(C),B
为形式概念的内涵,记作Int(C).

定义３[１]　设(G,M,I)为形式背景,所有形式概念的集

合被标记为L(G,M,I).概念格L(G,M,I)上的偏序关系的

定义如下:对于(X１,B１),(X２,B２)∈L(G,M,I),(X１,B１)≤
(X２,B２)⇔X１⊆X２⇔B１⊇B２.

对于(X１,B１),(X２,B２)∈L(G,M,I),显然(X１,B１)＜
(X２,B２)⇔X１⊂X２⇔B１⊃B２.

定义４[１]　设(G,M,I)为形式背景,X,X１,X２⊆G,B,

B１,B２⊆M,则:

１)X１⊆X２⇒X２
↑ ⊆X１

↑ ,B１⊆B２⇒B２
↓ ⊆B１

↓ ;

２)X⊆X↑↓ ,B⊆B↓↑ ;

３)X↑ ＝X↑↓↑ ,B↓ ＝B↓↑↓ ;

４)X⊆B↓ ⇔B⊆X↑ ,X⊈B↓ ⇔B⊈X↑ ;

５)(X１∪X２)↑ ＝X１
↑ ∩X２

↑ ,(B１∪B２)↓ ＝B１
↓ ∩B２

↓ ;

６)(X↑↓ ,X↑ )∈L(G,M,I),(B↓ ,B↓↑ )∈L(G,M,I).

２．２　属性粒度

在一些实际问题中,粒度指存储数据的精炼或综合程度.

其主要应用是实现不同粒度级别之间的最优粒度,使用户获

得感兴趣的知识.属性粒度越细,对象的描述就越详细.例

如,属性“通过”([６０,１００]分)可以细分为其他级别的属性粒

度:“及格”([６０,８０]分)、“良”([８０,９０]分)、“优”([９０,１００]

分).

下面引入划分属性粒化的相关定义.

定义５[１０]　设(G,M,I)为形式背景,对于 m∈M,Cm ＝
{m１,􀆺,mi,􀆺,mj,􀆺,mt}称为属性 m 粒化生成的划分粒

层,若满足m１
↓ ∪􀆺∪mi

↓ ∪􀆺∪mj
↓ ∪􀆺∪mt

↓ ＝m↓ 且

mi
↓ ∩mj

↓ ＝Ø.

显然,属性粒化后,拥有细属性的对象集是拥有粗属性的

对象集的划分.然而,在实际问题中,属性粒化关系更为复

杂.例如,属性“动作电影”可以细分为粒层“功夫电影”“警匪

电影”“战争电影”,一定存在一部电影既是“功夫电影”,也是

“警匪电影”.为此,文献[１４]提出,属性粒化后,拥有细属性

的对象集构成拥有粗属性的对象集的覆盖,这种粒化方式被

称为覆盖属性粒化方式.

下面引入覆盖属性粒化的相关定义.

定义６[１４]　设(G,M,I)为形式背景,对于 m∈M,Cm ＝
{m１,􀆺,mi,􀆺,mj,􀆺,mt}称为属性 m 粒化生成的覆盖粒

层,若满足m１
↓ ∪􀆺∪mi

↓ ∪􀆺∪mj
↓ ∪􀆺∪mt

↓ ＝m↓ .

由定义６ 可知,相比划分属性 粒 化,覆 盖 粒 层 不 要 求

mi
↓ ∩mj

↓ ＝Ø.

定义７[１４]　设(G,M,I)为形式背景,称(G,MC,IC)为由

(G,M,I)属性粒化生成的覆盖多粒度形式背景,其中MC ＝

∪
m∈M

Cm,Cm表示属性m 粒化生成的覆盖粒层,IC ⊆G×MC 为

对象集G 和属性集MC上的二元关系.

３　概念更新算法

在形式背景中,属性粒化可以看作添加粒度已更改的属

性列,同时删除具有原始粒度的属性列.

显然,属性粒化前后,派生出的概念结构具有一定的内在

联系.因此,发现并利用这种内在联系,提出高效的覆盖属性

粒化下的概念更新算法就成为了一个重要的问题.

事实上,多个属性细化可以通过依次细化单个属性实现,

多个覆盖属性粒层粗化可以通过依次粗化单个覆盖属性粒层

来实现.因此,下面只讨论单个属性和单个覆盖属性粒层之

间粒化后的概念更新情况.

设F１＝(G,M,I)为形式背景,F２＝(G,Ma,Ia)为由(G,

M,I)覆盖属性粒化派生的形式背景,其中Ma＝M\{a}∪A,a
是粗粒度属性,A＝{a１,􀆺,at}是a 粒化生成的覆盖粒层.
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为了表述方便,将F１和F２分别称为粗背景和细背景,其中的概

念生成算子分别记作(↑１,↓１)和(↑２,↓２).F１和F２派生的

概念分别称为粗概念和细概念,粗概念集合和细概念集合分

别记为L(F１)和L(F２).将L(F１)更新为L(F２)称为概念细

化,L(F２)更新为L(F１)称为概念粗化.同时,将形式概念 C
的子概念集合和父概念集合分别记为Succ(C)和Pred(C).

将形式背景F派生的内涵集合和外延集合分别记作Int(F)

和Ext(F).

为方便讨论,首先给出粗背景和细背景上一些运算的基

本性质.

性质１　设(G,M,I)和(G,Ma,Ia)分别为粗背景和细背

景,记E＝M\{a}.若g∈G,m∈E,X⊆G,B⊆E,则:

１)(g,m)∈I⇔(g,m)∈Ia;

２)X↑１ ∩E＝X↑２ ∩E;

３)B↓１ ＝B↓２ ;

４)X↑１ ＝(X↑１ ∩E)∪(X↑１ ∩{a}),X↑２ ＝(X↑２ ∩E)∪
(X↑２ ∩A).

证明:１)显然正确.

２)由１)可知,m∈X↑１ ∩E 当且仅当m∈E 且m∈X↑１ ,

当且仅当 m∈E 且对任意的g∈X⊆G 有(g,m)∈I,当且

仅当 m∈E 且对任意的g∈X⊆G有(g,m)∈Ia,当且仅当

m∈E 且 m∈X↑２ ,当且仅当 m∈X↑２ ∩E.故X↑１ ∩E＝

X↑２ ∩E.

３)由１)可知,g∈B↓１ ⊆G当且仅当对于任意的m∈B⊆

E有(g,m)∈I,当且仅当对于任意的 m∈B⊆E 有(g,m)∈

Ia,当且仅当g∈B↓２ .故B↓１ ＝B↓２ .

４)容易得出,X↑１ ＝X↑１ ∩M＝X↑１ ∩(M\{a}∪{a})＝

X↑１ ∩(E∪{a})＝(X↑１ ∩E)∪(X↑１ ∩{a}).类似可知,

X↑２ ＝X↑２ ∩Ma＝X↑１ ∩(M\{a}∪A)＝X↑１ ∩(E∪A)＝
(X↑２ ∩E)∪(X↑２ ∩A).

性质２　设(G,M,I)和(G,Ma,Ia)分别为粗背景和细背

景,A 是a粒化生成的覆盖粒层,X⊆G.有以下两个结论:

１)若Ai⊆A 且Ai≠Ø,则A↓２
i ⊆a↓１ ;

２)若存在Ai⊆A 且Ai≠Ø,使得 X⊆A↓２
i ,则X↑２↓２ ⊆

X↑１↓１ .

证明:１)由于Ai≠Ø,因此∃ai∈Ai⊆A,进而有A↓２
i ⊆

a↓２
i ,结合 ∪

１≤i≤t
a↓２

i ＝a↓１ 可知A↓２
i ⊆a↓１ .

２)由性质１中的４)可知X↑２↓２ ＝((X↑２ ∩E)∪(X↑２ ∩

A))↓２ ＝(X↑２ ∩E)↓２ ∩(X↑２ ∩A)↓２ .此时,由性质１中的

２)可 知X↑２ ∩E＝X↑１ ∩E,进 而 可 得 (X↑２ ∩E)↓２ ＝
(X↑１ ∩E)↓２ ,再 由X↑１ ∩E⊆E 和 性 质 １ 中 的 ３)可 知

(X↑２ ∩E)↓２ ＝ (X↑１ ∩E)↓２ ＝ (X↑１ ∩E)↓１ ;由 于 存 在

Ai⊆A 且Ai≠Ø,使得 X⊆A↓２
i ,因此X↑２ ∩A⊆A 且X↑２ ∩

A≠Ø,再由１)可知(X↑２ ∩A)↓２ ⊆a↓１ ,而由X↑１ ∩{a}⊆
{a}可 知a↓１ ⊆ (X↑１ ∩{a})↓１ ,因 此 (X↑２ ∩A)↓２ ⊆
(X↑１ ∩{a})↓１ . 因 此 X↑２↓２ ＝ (X↑２ ∩E)↓２ ∩
(X↑２ ∩A)↓２ ⊆(X↑１ ∩E)↓１ ∩(X↑１ ∩{a})↓１ ,再由性质１中

的 ４)可 知 X↑１↓１ ＝ (X↑１ ∩E)↓１ ∩ (X↑１ ∩{a})↓１ ,

故X↑２↓２ ⊆X↑１↓１ .

表１　一对粗细形式背景的对照表

Table１　AcrossＧreferencetoapairofcoarseandfineformal

context
F１ a b c d e f
１ × × ×
２ × × ×
３ × × × ×
４ × × ×
５ × × × ×

F２ a１ a２ a３ b c d e f
１ × × ×
２ × × × ×
３ × × × ×
４ × × ×
５ × × × ×

下面分别介绍覆盖属性粒化下的概念粗化更新算法和概

念细化更新算法.

３．１　概念粗化算法

文献[１４]首先根据细概念的外延与粗属性的关系以及内

涵与细属性的关系,将细概念分为３类,如引理１所示.

引理１[１４]　令F１＝(G,M,I)和F２＝(G,Ma,Ia)为粗背景

和细 背 景,A 是a 粒 化 生 成 的 覆 盖 粒 层.假 设 (X,B)∈
L(F２),则有:

１)若A∩B＝Ø且X⊈a↓１ ,则(X,B)∈L(F１);

２)若A∩B＝Ø且X⊆a↓１ ,则(X,B∪{a})∈L(F１);

３)若 A∩B≠Ø,则 ((B\A∪{a})↓１ ,B\A∪ {a})∈
L(F１).

将引理１生成的粗概念集合分别记作L１,L２,L３,即:

L１＝{(X,B)|(X,B)∈L(F２),B∩A＝Ø,X⊈a↓１ }

L２＝{(X,B∪{a})|(X,B)∈L(F２),B∩A＝Ø,X⊆a↓１ }

L３＝{((B\A∪{a})↓１ ,B\A∪{a})|(X,B)∈L(F２),

B∩A≠Ø}

文献[１４]的结论表明,L１∪L２∪L３＝L(F１).然而,该概

念更新方法可能产生概念缺失.

例１　粗背景F１和细背景F２如表１所列,计算可知:

L(F１)＝{(G,Ø),({１,２,３,４},{a}),({１,２,３,５},{b}),
({３,４,５},{d}),({１,２,３},{a,b,c}),({３,４},
{a,d}),({３,５},{b,d}),({４,５},{d,e}),({３},
{a,b,c,d}),({４},{a,d,e}),({５},{b,d,e,f}),
(Ø,M)}

L(F２)＝{(G,Ø),({１,２,３,５},{b}),({３,４,５},{d}),
({１,２,３},{b,c}),({３,５},{b,d}),({４,５},{d,

e}),({１,２},{a１,b,c}),({２,３},{a２,b,c}),
({２},{a１,a２,b,c}),({３},{a２,b,c,d}),({４},
{a３,d,e}),({５},{b,d,e,f}),(Ø,Ma)}

下面验证概念({３,４},{a,d})∈L(F１)不在L１∪L２∪L３

中,计算可知:

L１＝{({１,２,３,５},{b}),({３,４,５},{d}),({３,５},{b,

d}),({４,５},{d,e}),({５},{b,d,e,f})}

L２＝{({１,２,３},{a,b,c})}

L３＝{({３},{a,b,c,d}),({４},{a,d,e})}

因此概念({３,４},{a,d})∈L(F１)不在L１∪L２∪L３中.

例１表明,文献[１４]中概念粗化更新方法可能会产生概

念缺失,换言之,存在(Y,D)∈L(F１),(Y,D)∉L１∪L２∪L３.

为了分析(Y,D)所具有的特征,记:

PA((Y,D))＝{Ai⊆A|Ai≠Ø,Y∩A↓２
i ⊈Y′,

∀(Y′,D′)＜(Y,D)}
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有下面的结论.

引理２　令F１＝(G,M,I)和F２＝(G,Ma,Ia)为粗背景和

细背景,A 是a粒化生成的覆盖粒层.若(Y,D)∈L(F１)且

PA((Y,D))＝Ø,则Y↑２ ∩A＝Ø.

证明:若Y↑２ ∩A≠Ø,则存在Ai＝Y↑２ ∩A⊆Y↑２ ,即有

Y＝Y↑２↓２ ⊆A↓２
i ,因此Y∩A↓２

i ＝Y.由于Ai＝Y↑２ ∩A⊆A
和Ai＝Y↑２ ∩A≠Ø,而且对于任意的(Y′,D′)＜(Y,D),由于

Y′⊂Y,因此Y′⊂Y∩A↓２
i ,Y∩A↓２

i ⊈Y′,Ai∈PA((Y,D)),与

PA((Y,D))＝Ø矛盾,故Y↑２ ∩A＝Ø.

性质３　令F１＝(G,M,I)和F２＝(G,Ma,Ia)为粗背景和

细背景,A 是a粒化生成的覆盖粒层.若(Y,D)∈L(F１)满足

以下条件:

１)a∈D;

２)PA((Y,D))＝Ø;

３)D\{a}∈Int(F１);

则(Y,D)∉L１∪L２∪L３.

证明:若(Y,D)∈L１∪L２,则(Y,D)可由(Y,D)∈L(F２)

或(Y,D\{a})∈L(F２)通过引理１中的１)或２)生成,此时有

Y∈Ext(F２).

下面证明Y∉Ext(F２).由于(Y,D)∈L(F１)且满足条件

２),由引理２可知Y↑２ ∩A＝Ø;记E＝M\{a},则由性质１中

的２)有Y↑２ ∩E＝Y↑１ ∩E＝D∩E＝D∩(M\{a})＝D\{a},

其中Y↑１ ＝D 是因为(Y,D)∈L(F１).因此,由性质１中的４)

可知Y↑２ ＝(Y↑２ ∩E)∪(Y↑２ ∩A)＝D\{a}∪Ø＝D\{a}.进

一步,由于D\{a}⊆M\{a}＝E,由性质１中的３)可知Y↑２↓２ ＝
(D\{a})↓２ ＝(D\{a})↓１ .此时,由条件３)可知((D\{a})↓１ ,

D\{a})∈L(F１),而 条 件 １)表 明 D\{a}≠D,因 此

((D\{a})↓１ ,D\{a})≠(Y,D),即有(D\{a})↓１ ≠Y,故Y↑２↓２ ＝
(D\{a})↓１ ≠Y,因此Y∉Ext(F２),与Y∈Ext(F２)矛盾.故

(Y,D)∉L１∪L２.

若(Y,D)∈L３,则存在(X,B)∈L(F２)通过引理１中的

３)可 以 获 得 (Y,D),其 中 (X,B)满 足 B∩A≠ Ø,使 得

(B\A∪{a})↓１ ＝Y 且B\A∪{a}＝D.下面证明若(Y,D)∈
L３,则(Y,D)不满足条件２).

由于 B ∩A ≠ Ø,因 此 可 令Ai ＝B ∩A,则A↓２
i ＝

(B∩A)↓２ ,故Y∩A↓２
i ＝Y∩(B∩A)↓２ ＝(B\A∪{a})↓１ ∩

(B∩A)↓２ ＝(B\A)↓１ ∩a↓１ ∩(B∩A)↓２ .由于B\A⊆Ma\

A＝M\{a}＝E,由性质１中的３)可知(B\A)↓１ ＝(B\A)↓２ ;由
于B∩A⊆A且B∩A≠Ø,由性质２中的１)可知(B∩A)↓２ ⊆
a↓１ ,因 此a↓１ ∩ (B∩A)↓２ ＝ (B∩A)↓２ . 故 Y ∩A↓２

i ＝
(B\A)↓１ ∩a↓１ ∩ (B∩A)↓２ ＝ (B\A)↓２ ∩ (B∩A)↓２ ＝
(B\A∪(B∩A))↓２ ＝B↓２ ＝ X,即 Y ∩A↓２

i ＝ X. 因 此

(Y∩A↓２
i )↑１ ＝X↑１ ＝(X↑１ ∩E)∪(X↑１ ∩{a}),由性质１中

的２)可知X↑１ ∩E＝X↑２ ∩E＝B∩E＝B∩(M\{a})＝B∩
(Ma\A)＝B\A,故(Y∩A↓２

i )↑１ ＝X↑１ ＝(X↑１ ∩E)∪(X↑１ ∩
{a})＝B\A∪(X↑１ ∩{a}).

此时,由Ai＝B∩A⊆B＝X↑２ 可知 X＝X↑２↓２ ⊆A↓２
i ,

结合 ∪
１≤i≤t

a↓２
i ＝a↓１ 可知 X⊆a↓１ ,进而有a∈X↑１ ,因此 可

得X↑１ ∩{a}＝{a}.因 此 (Y∩A↓２
i )↑１ ＝B\A∪ (X↑１ ∩

{a})＝B\A∪{a}＝D.

此时,对于任意的(Y′,D′)＜(Y,D),由(Y∩A↓２
i )↑１ ＝

D⊂D′可知D′⊈(Y∩A↓２
i )↑１ ,因此Y∩A↓２

i ⊈D′↓１ ＝Y′(否

则,由Y∩A↓２
i ⊆D′↓１ 可 知D′＝D′↓１↑１ ⊆ (Y∩A↓２

i )↑１ ,与

D′⊈(Y∩A↓２
i )↑１ 矛盾).因此,Ai满足对任意的(Y′,D′)＜

(Y,D)有Y∩A↓２
i ⊈Y′,再由于Ai＝B∩A⊆A 和Ai＝B∩A≠

Ø可知,Ai∈PA((Y,D)),与条件２)矛盾.故(Y,D)∉L３.

综合可知,(Y,D)∉L１∪L２∪L３.

在性质３中分析了现有概念粗化更新方法所产生的缺失

概念的本质特征,接下来举例验证性质３所描述的概念的存

在性.

例２　由例１可知({３,４},{a,d})∈L(F１),下面验证

({３,４},{a,d})是性质３中所描述的概念:１)显然a∈{a,d};

２)由表１可知A＝{a１,a２,a３}且{A↓２
i |Ai⊆A,Ai≠Ø}＝{{１,

２},{２,３},{４},{２},{Ø}},因此{{３,４}∩A↓２
i |Ai⊆A,Ai≠Ø}＝

{{Ø},{３},{４}}.再由例１可知{(Y′,D′)|(Y′,D′)＜({３,

４},{a,d})}＝{({３},{a,b,c,d}),({４},{a,d,e}),(Ø,M)},

故不存在Ai⊆A 且Ai≠Ø,使得任意的(Y′,D′)＜({３,４},{a,

d})满足{３,４}∩A↓２
i ⊈Y′,因此PA (({３,４},{a,d}))＝Ø;

３)由例１可知({３,４,５},{d})∈L(F１),因此{d}∈Int(F１).

因此({３,４},{a,d})是性质３中所描述的缺失概念,且由例１
可知({３,４},{a,d})∉L１∪L２∪L３.

下面证明性质３所描述的概念为引理１所指的缺失的所

有粗概念.首先证明下面的引理３.

引理３　令F１＝(G,M,I)和F２＝(G,Ma,Ia)为粗背景和

细背景,A 是a粒化生成的覆盖粒层.若(Y,D)∈L(F１)且

a∈D 且PA((Y,D))≠Ø,则对于任意的Ai∈PA((Y,D))有:

１)(Y∩A↓２
i )↑２ ∩A≠Ø;

２)(Y∩A↓２
i ,(Y∩A↓２

i )↑２ )∈L(F２);

３)(Y∩A↓２
i )↑２\A∪{a}＝D.

证明:１)由Y∩A↓２
i ⊆A↓２

i 可知Ai
↓２↓２ ⊆(Y∩A↓２

i )↑２ ,结

合Ai⊆Ai
↓２↓２ 可知Ai⊆(Y∩A↓２

i )↑２ .此时,由Ai∈PA ((Y,

D))可知Ai⊆A 且Ai≠Ø,故(Y∩A↓２
i )↑２ ∩A⊇Ai≠Ø.

２)由于Ai⊆A 且Ai≠Ø和Y∩A↓２
i ⊆A↓２

i ,由性质２中的

２)可知(Y∩A↓２
i )↑２↓２ ⊆(Y∩A↓２

i )↑１↓１ .由Y∩A↑２
i ⊆Y 可知

(Y∩A↓２
i )↑１↓１ ⊆Y↑１↓１ ＝Y,其中Y↑１↓１ ＝Y 是因为(Y,D)∈

L(F１).因此,(Y∩A↓２
i )↑２↓２ ⊆Y.进一步,由于Y∩A↓２

i ⊆

A↓２
i ,因此Ai⊆(Y∩a↓２

i )↑２ ,进而有(Y∩A↓２
i )↑２↓２ ⊆A↓２

i ,故
(Y∩A↓２

i )↑２↓２ ⊆Y∩A↓２
i .结合(Y∩A↓２

i )↑２↓２ ⊇Y∩A↓２
i 可

知(Y∩A↓２
i )↑２↓２ ＝Y∩A↓２

i ,因此(Y∩A↓２
i ,(Y∩A↓２

i )↑２ )∈
L(F２).

３)由于Y∩A↓２
i ⊆Y,因此(Y∩A↓２

i )↑１↓１ ⊆Y↑１↓１ ＝Y,结

合((Y∩A↓２
i )↑１↓１ ,(Y∩A↓２

i )↑１ )∈L (F１ )可 知 ((Y ∩

A↓２
i )↑１↓１ ,(Y∩A↓２

i )↑１ )≤(Y,D).此时,由Ai∈PA((Y,D))

可知,若(Y′,D′)＜(Y,D),则Y∩A↓２
i ⊈Y′,而由Y∩A↓２

i ⊆
(Y∩A↓２

i )↑１↓１ 可知,((Y∩A↓２
i )↑１↓１ ,(Y∩A↓２

i )↑１ )≮(Y,D).

因 此 ((Y∩A↓２
i )↑１↓１ ,(Y∩A↓２

i )↑１ )＝ (Y,D ),即 有

(Y∩A↓２
i )↑１ ＝D.记 E＝M\{a},由 性 质 １ 中 的 ２)可 知

(Y∩A↓２
i )↑１ ∩E＝ (Y∩A↓２

i )↑２ ∩E＝ (Y∩A↓２
i )↑２ ∩ (M\

{a})＝ (Y∩A↓２
i )↑２ ∩ (Ma\A)＝ (Y∩A↓２

i )↑２\A;由Y∩

A↓２
i ⊆Y 可知Y↑１ ⊆(Y∩A↓２

i )↑１ ,结合a∈D＝Y↑１ 可知a∈
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(Y∩A↓２
i )↑１ ,进而有(Y∩A↓２

i )↑１ ∩{a}＝{a}.因此,由性质１
中的 ４)可 知 (Y∩A↓２

i )↑１ ＝ ((Y∩A↓２
i )↑１ ∩E)∪ ((Y ∩

A↓２
i )↑１ ∩{a})＝(Y∩A↓２

i )↑２\A∪{a}.再由(Y∩A↓２
i )↑１ ＝

D 可知(Y∩A↓２
i )↑２\A∪{a}＝D.

下面的性质验证了性质３描述的概念正是引理１缺失的

所有概念.

性质４　将性质３中描述的缺失概念记为L４,即:

L４＝{(Y,D)|a∈D,PA((Y,D))＝Ø,D\{a}∈Int(F１)}

则L１∪L２∪L３∪L４＝L(F１).

证明:显然L１∪L２∪L３∪L４⊆L(F１).下面证明L(F１)⊆

L１∪L２∪L３∪L４.令(Y,D)∈L(F１),分为以下几种情况:

１)a∉D.首先证明(Y,D)∈L(F２).由于a∉D＝Y↑１ ,

因此Y⊈a↓１ .结合 ∪
１≤i≤t

a↓２
i ＝a↓１ 可知,对于任意的ai∈A 有

Y⊈a↓２
i ,因此有ai∉Y↑２ ,可得Y↑２ ∩A＝Ø;记E＝M\{a},则由

性质１中的２)有Y↑２ ∩E＝Y↑１ ∩E＝D∩E＝D∩(M\{a})＝

D\{a}＝D,其中D\{a}＝D 是因为a∉D.因此,由性质１中

的４)有Y↑２ ＝(Y↑２ ∩E)∪(Y↑２ ∩A)＝D∪Ø＝D.同时,由

于D＝D\{a}⊆E＝M\{a},由性质１中的３)可知D↓２ ＝

D↓１ ＝Y,故(Y,D)∈L(F２).其次证明A∩D＝Ø.由于(Y,

D)∈L(F１),因此A∩D＝Ø.因为(Y,D)∈L(F２)且A∩D＝

Ø且Y⊈a↓１ ,所以(Y,D)∈L(F１)可以由(Y,D)∈L(F２)通过

引理１中的１)获得,因此(Y,D)∈L１.

２)a∈D 且PA((Y,D))≠Ø.令Ai∈PA((Y,D)),则由引

理３可知(Y∩A↓２
i )↓２ ∩A≠Ø,(Y∩A↓２

i ,(Y∩A↓２
i )↑２ )∈

L(F２)和(Y∩A↓２
i )↑２\A∪{a}＝D 均成立.因此(Y,D)∈

L(F１)可以由(Y∩A↓２
i ,(Y∩A↓２

i )↑２ )∈L(F２)通过引理１中

的３)可以获得,因此(Y,D)∈L３.

３)a∈D 且PA((Y,D))＝Ø且D\{a}∉Int(F１).首先证

明(Y,D\{a})∈L(F２).由 于 D\{a}∉Int(F１),因 此

(D\{a})↓１↑１ ≠D\{a},结 合 (D\{a})↓１↑１ ⊇D\{a}可 知

(D\{a})↓１↑１ ⊃D\{a}.此 时,由 于 D\{a}⊆D,因 此

(D\{a})↓１↑１ ⊆ D↓１↑１ ＝ D, 故 (D\{a})↓１↑１ ＝ D,

(D\{a})↓１↑１↓１ ＝D↓１ ＝Y.进一步,由于 D\{a}⊆E＝M\
{a},由 性 质 １ 中 的 ３)可 知 (D\{a})↓２ ＝ (D\{a})↓１ ＝
(D\{a})↓１↑１↓１ ＝Y.同时,由于(Y,D)∈L(F１)且PA ((Y,

D))＝Ø,由引理２可知Y↑２ ∩A＝Ø,因此Y↑２ ＝(Y↑２ ∩E)∪
(Y↑２ ∩A)＝D\{a}∪Ø＝D\{a},其中由性质１中的２)可知

Y↑２ ∩E＝Y↑１ ∩E＝D∩E＝D∩(M\{a})＝D\{a}.故(Y,

D\{a})∈L(F２).其次证明D\{a}∩A＝Ø.由于(Y,D)∈

L(F１),因此D∩A＝Ø,进而有D\{a}∩A＝Ø.最后证明

Y⊆a↓１ .由于a∈D＝Y↑１ ,因此a∈Y↑１ ,即有Y⊆a↓１ .因

为(Y,D\{a})∈L(F２)且D\{a}∩A＝Ø 且Y⊆a↓１ ,所以(Y,

D)∈L(F１)可以由(Y,D\{a})∈L(F２)通过引理１获得,故

(Y,D)∈L２.

４)a∈D且PA((Y,D))＝Ø且D\{a}∈Int(F１).由性质３
可知(Y,D)∈L４.

由性质４可知,L４是引理１缺失的全部概念,因此希望通

过生成L４来完善概念粗化算法.

下面提出了一个新的定理,通过部分细概念来生成缺失

概念L４.

定理１　令F１＝(G,M,I)和F２＝(G,Ma,Ia)为粗背景和

细背景,A 是a 粒化生成的覆盖粒层,(X,B)∈L(F２).若

(X,B)满足A∩B＝Ø,X⊈a↓１ ,且对任意的(X′,B′)＜(X,

B)有X∩a↓１ ⊈X′,则有(X∩a↓１ ,B∪{a})∈L(F１).

证明:记E＝M\{a},因为 A∩B＝Ø,所以B＝B\A,故

B＝B\A⊆Ma\A＝M\{a}＝E.由于B⊆E,由性质１中的３)

可知(B∪{a})↓１ ＝B↓１ ∩a↓１ ＝B↓２ ∩a↓１ ＝X∩a↓１ ,其中

B↓２ ＝X 是因为(X,B)∈L(F２).

下面证明(X∩a↓１ )↑１ ＝B∪{a}.由于 X∩a↓１ ⊆X,因

此(X∩a↓１ )↑２↓２ ⊆X↑２↓２ ＝X,进 而 可 得 ((X∩a↓１ )↑２↓２ ,

(X∩a↓１ )↑２ )≤(X,B);由假设可知,若(X′,B′)＜(X,B),则

X ∩a↓１ ⊈ X′,结 合 X ∩a↓１ ⊆ (X∩a↓１ )↑２↓２ 可 知

((X∩a↓１ )↑２↓２ , (X∩a↓１ )↑２ ) ≮ (X,B ). 因 此

((X∩a↓１ )↑２↓２ ,(X∩a↓１ )↑２ )＝(X,B),即有(X∩a↓１ )↑２ ＝

B.进一 步,由 性 质 １ 中 的 ２)可 知 (X∩a↓１ )↑１ ∩E ＝
(X∩a↓１ )↑２ ∩E＝(X∩a↓１ )↑２ ∩(M\{a})＝B∩(Ma\A)＝

B\A ＝B,进 而 由 性 质 １ 中 的 ４)可 知 (X∩a↓１ )↑１ ＝
((X∩a↓１ )↑１ ∩E)∪((X∩a↓１ )↑１ ∩{a})＝B∪{a},其中

(X∩a↓１ )↑１ ∩{a}＝{a}的 原因是,由 X∩a↓１ ⊆a↓１ 可 知

{a}⊆(X∩a↓１ )↑１ .

综合(B∪{a})↓１ ＝X∩a↓１ 且(X∩a↓１ )↑１ ＝B∪{a},可

知(X∩a↓１ ,B∪{a})∈L(F１).

在下面的性质中表明,定理１生成了所有的缺失概念L４.

性质５　将定理１生成的粗概念记作L５,即:

L５＝{(X∩a↓１ ,B∪{a})|(X,B)∈L(F２),B∩A＝Ø,

X⊈a↓１ ,X∩a↓１ ⊈X′,∀(X′,B′)＜(X,B)}

则L４⊆L５.

证明:若(Y,D)∈L４,令X＝(D\{a})↓１ 且B＝D\{a},下

面证明(X,B)满足以下４个条件:(X,B)∈L(F２),B∩A＝

Ø,X⊈a↓１ ,对任意的(X′,B′)＜(X,B)有X∩a↓１ ⊈X′.

由于(Y,D)∈L４,由性质３可知 D\{a}∈Int(F１),因此

(D\{a})↓１↑１ ＝D\{a}.再 由 于 a∉D\{a},因 此 a∉
(D\{a})↓１↑１ ＝X↑１ ,即有X⊈a↓１ ,结合 ∪

１≤i≤t
a↓２

i ＝a↓１ 可知,

对于任意的ai∈A 有X⊈a↓２
i ,进而有ai∉X↑２ ,因 此可得

X↑２ ∩A＝Ø.进一步,记E＝M\{a},由性质１中的２)可知

X↑２ ∩E＝X↑１ ∩E＝(D\{a})↓１↑１ ∩E＝(D\{a})∩E＝(D\
{a})∩(M\{a})＝D\{a}＝B,因 此,由性质 １ 中的 ４)有

X↑２ ＝(X↑２ ∩E)∪(X↑２ ∩A)＝B∪Ø＝B.同时,由于B＝

D\{a}⊆M\{a}＝E,由性质 １ 中的 ３)可 知B↓２ ＝B↓１ ＝
(D\{a})↓１ ＝X,故(X,B)∈L(F２).

由于(Y,D)∈L４,由性质３可知 D\{a}∈Int(F１),因此

B∩A＝D\{a}∩A＝Ø.

由a∉D\{a}可知a∉(D\{a})↓１↑１ ＝X↑１ ,即 有 X⊈

a↓１ .

若存在(X′,B′)∈L(F２)使得(X′,B′)＜(X,B)且 X∩

a↓１ ⊆X′,则B′＝X′↑２ ⊆(X∩a↓１ )↑２ ,结合B⊂B′可知B⊂
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B′⊆(X∩a↓１ )↑２ .由性质１中的２)可知(X∩a↓１ )↑２ ∩E＝
(X∩a↓１ )↑１ ∩E＝ ((D\{a})↓１ ∩a↓１ )↑１ ∩E＝ (D\{a}∪
{a})↓１↑１ ∩E＝D↓１↑１ ∩E＝D∩E＝D∩(M\{a})＝D\{a}＝

B,其中D\{a}∪{a}＝D 是因为a∈D,D↓１↑１ ＝D 是因为(Y,

D)∈L(F１).进一步,由性质１中的４)可知(X∩a↓１ )↑２ ＝
((X∩a↓１ )↑２ ∩E)∪((X∩a↓１ )↑２ ∩A)＝B∪((X∩a↓１ )↑２

∩A)⊆B∪A.再由B⊂B′⊆(X∩a↓１ )↑２ 可知B⊂B′⊆B∪

A,因此B′∩A≠Ø.进一步,因为B＝D\{a}⊆M\{a},所以

B∩A＝Ø,故B′\A∪{a}＝B∪{a}＝D\{a}∪{a}＝D.综合

结论(X′,B′)∈L(F２),B′∩A≠Ø 和B′\A∪{a}＝D 可知,

(Y,D)可以由(X′,B′)通过引理１中的３)获得,即(Y,D)∈

L３,与(Y,D)∈L４矛盾.故不存在(X′,B′)＜(X,B)满足X∩

a↓１ ⊆X′,即任意的(X′,B′)＜(X,B)均满足X∩a↓１ ⊈X′.

因此,若(Y,D)∈L４,令X＝(D\{a})↓１ 且B＝D\{a},则

(X,B)∈L(F２),B∩A＝Ø,X⊈a↓１ 且对任意的(X′,B′)＜
(X,B)有 X∩a↓１ ⊈X′.又 因 为 X∩a↓１ ＝ (D\{a})↓１ ∩

a↓１ ＝(D\{a}∪{a})↓１ ＝D↓１ ＝Y 且 B∪ {a}＝D\{a}∪
{a}＝D,因此应用定理１到(X,B)可以获得(Y,D),即有(Y,

D)∈L５.因此L４⊆L５.

由性质５可知L４⊆L５,因此定理１不仅生成了L４,还可

能生成其他粗概念.理论上,只需生成L４,即L５的一个特定

子集.然而,从实践上,由于需要生成所有的粗概念,且L５⊆

L(F１),因此不需要区分L５中的概念是否属于L４.因此,可组

合引理１和定理１得到属性粒化情形下形式概念粗化更新算

法,如算法１所示.

算法１　概念粗化算法

输入:L(F２)

输出:L(F１)

１．L(F１)←{};

２．foreach(X,B)∈L(F２)do:

３．　ifA∩B＝Ø:

４．　　ifX⊈a↓１ :

５．　　　L(F１)←L(F１)∪(X,B);

６．　　　if∀(X′,B′)＜(X,B)有 X∩a↓１ ⊈X′:

７．　　　　L(F１)←L(F１)∪(X∩a↓１ ,B∪{a});

８．　　elseifX⊆a↓１ :

９．　　　L(F１)←L(F１)∪(X,B∪{a});

１０．elseifA∩B≠Ø:

１１． L(F１)←L(F１)∪((B\A∪a)↓１ ,B\A∪{a})．

算法１通过更新L(F２)来生成L(F１)(见算法１中的步

骤２—步骤１１).若(X,B)∈L(F２)满足 A∩B＝Ø 且 X⊈

a↓１ ,则可应用引理１中的１)生成L１(见算法１中的步骤５);

若(X,B)满足A∩B＝Ø,X⊈a↓１ 且对任意的(X′,B′)＜(X,

B)有X∩a↓１ ⊈X′,则可应用定理１生成L５(L５包含L４)(见算

法１中的步骤７);若(X,B)满足A∩B＝Ø 且 X⊆a↓１ ,则可

应用引理１中的２)生成L２(见算法１中的步骤９);若(X,B)

满足A∩B≠Ø,则可应用引理１中的２)生成L３(见算法１中

的步骤１１).

下面分析算法１的时间复杂度.总体上看,算法１只需

要遍历一次L(F２)即可生成L(F１),因此算法１的时间复杂

度正比于L(F２)中的概念数.事实上,算法１中最复杂的步

骤为步骤６,该步骤需要对所有小于(X,B)的概念(X′,B′)判

断X∩a↓１ ⊈X′是否成立,因此算法的最坏时间复杂度为

O(|L(F２)|２).

３．２　概念细化算法

文献[１４]首先根据粗概念的外延与细属性的关系以及内

涵与粗属性的关系,将粗概念分为３类,如引理４所示.

引理４[１４]　令F１＝(G,M,I)和F２＝(G,Ma,Ia)为粗背景

和细背 景,A 是a 粒 化 生 成 的 覆 盖 粒 层.假 设 (Y,D)∈

L(F１),则有:

１)若a∉D,则(Y,D)∈L(F２);

２)若a∈D 且∀ai∈A 有Y⊈a↓２
i ,则((D\{a})↓２ ,D\

{a})∈L(F２);

３)若a∈D,记CA(Y)＝{Ai⊆A|Ai≠Ø,Y∩A↓２
i ≠Ø},

则对任意的Ai∈CA(Y)有(Y∩A↓２
i ,(Y∩A↓２

i )↑２ )∈L(F２).

将引理４中生成的细概念集合分别记作H１,H２,H３,即:

H１＝{(Y,D)|(Y,D)∈L(F１),a∉D}

H２＝{((D\{a})↓２ ,D\{a})|(Y,D)∈L(F１),a∈D,

∀ai∈A 有Y⊈a↓２i }

H３＝{(Y∩A↓２
i ,(Y∩A↓２

i )↑２ )|(Y,D)∈L(F１),a∈D,

Ai∈CA(Y)}

文献[１４]的结论表明,L(F１)＝H１∪H２∪H３.

下面分析引理４生成细概念的时间复杂度,指出其中较

为耗时的步骤,并给出改进方法.

显然,引理４也只需要遍历一次L(F１)即可生成L(F２),

因此其时间复杂度正比于L(F１)中的概念数.引理４对满足

不同条件的粗概念采取不同的更新方法,下面分３种情况讨

论时间复杂度.设F１和F２中属性数为m１和m２,对象数为n,

容易得出:

１)引理４中的１)生成H１的时间复杂度为 O(|L(F１)|

m１);

２)引理４中的２)生成H２的时间复杂度为 O(|L(F１)|m２

n);

３)引理４中的３)生成H３的时间复杂度为 O(|L(F１)|

２|A|m２n).

由于引理４中的２)和３)的时间复杂度较高,且均与|L
(F１)|m２n相关,因此下文将改进引理４中的２)和３),降低算

法的时间复杂度.

首先,发现H１与H２中存在相同的细概念,即存在细概念

可以同时被引理４中的１)和２)生成,如例３所示.

例３　由表１计算可知:

H１＝{({１,２,３,５},{b}),({３,４,５},{d}),({３,５},{b,

d}),({４,５},{d,e}),({５},{b,d,e,f})}

H２＝{({１,２,３},{b,c}),({３,４,５},{d})}

H３＝{({１,２},{a１,b,c}),({２,３},{a２,b,c}),({２},{a１,

a２,b,c}),({４},{a,d,e}),({３},{a,b,c,d})}

因此H２∩H１＝{({３,４,５},{d})}≠Ø.

定理２　由例３可知,在已生成H１和H３的前提下,只需

生成H２\H１便可获得全部细概念.下面对引理４中的２)进
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行优化,使得恰好生成H２\H１.令F１＝(G,M,I)和F２＝(G,

Ma,Ia)为粗背景和细背景,A 是a 粒化生成的覆盖粒层.若

(Y,D)∈L(F１)且满足以下条件:

１)a∈D;

２)∀ai∈A 有Y⊈a↓２
i ;

３)D\{a}∉Int(F１)

则(Y,D\{a})∈L(F２).进一步,将满足上述条件生成的

细概念记为H４,即:

H４＝{(Y,D\{a})|(Y,D)∈L(F１),a∈D,∀ai∈A 有

Y∉a↓２
i ,D\{a}∉Int(F１)}

则H４＝H２\H１.

证明:由D\{a}∉Int(F１)可知D\{a}≠(D\{a})↓１↑１ ,结

合D\{a}⊆(D\{a})↓１↑１ 可知D\{a}⊂(D\{a})↓１↑１ .同时,

由D\{a}⊆D 可知(D\{a})↓１↑１ ⊆D↓１↑１ ＝D,故 D\{a}⊂
(D\{a})↓１↑１ ⊆ D,此 时 必 有a∈(D\{a})↓１↑１ ＝ D,即

(D\{a})↓１↑１↓１ ＝D↓１ ＝Y.进一步,由于D\{a}⊆M\{a},由

性 质 １ 中 的 ３)可 知 (D\{a})↓２ ＝ (D\ {a})↓１ ＝
(D\{a})↓１↑１↓１ ＝Y. 此 时,由 引 理 ４ 中 的 ２)可 知

((D\{a})↓２ ,D\{a})∈L(F２),故(Y,D\{a})∈L(F２).

进一步,若(X,B)∈H４,则存在(Y,D)∈L(F１)满足a∈

D,∀ai∈A 有Y⊈a↓２
i 和D\{a}∉Int(F１),使得Y＝X 且D\

{a}＝B.下面证明(X,B)∈H２\H１.

由于(Y,D)∈L(F１)且a∈D 且∀ai∈A 有Y⊈a↓２
i ,由引

理４ 中 的 ２)可 知 ((D\{a})↓１ ,D\{a})∈L(F２),因 此

((D\{a})↓１ ,D\{a})∈H２.由于 D\{a}＝B,为了证明(X,

B)＝((D\{a})↑１ ,D\{a})∈H２,只需证明(D\{a})↓１ ＝X.

事实上,由于(X,B)∈L(F２),因此B↓２ ＝X,结合 D\{a}＝B
可知(D\{a})↓２ ＝X.此时,记E＝M\{a},由于 D\{a}⊆

E,由性质１中的３)可知(D\{a})↓１ ＝(D\{a})↓２ ,故(D\
{a})↓１ ＝X.

此时,若(X,B)∈H１,则存在(Y′,D′)∈L(F１)通过引理

４中的１)可以获得(X,B),(Y′,D′)满足a∉D′,Y′＝X 且

D′＝B,因此有(X,B)＝(Y′,D′)∈L(F１).然而,由于(Y,D)

∈L(F１)且a∈D,因此(Y,D\{a})∉L(F１),即(X,B)∉

L(F１),与(X,B)∈L(F１)矛盾,故(X,B)∉H２.综合(X,B)

∈H２和(X,B)∉H２,可得(X,B)∈H２\H１.

反之,若(X,B)∈H２\H１,则存在(Y,D)∈L(F１)通过引

理４中的２)可以获得(X,B),(Y,D)满足a∈D,∀ai∈A 有

Y⊈a↓２
i ,Y＝X 且D\{a}＝B.下面证明(X,B)∈H４,只需证

(Y,D)满足D\{a}∉Int(F１).

由于D\{a}⊆M\{a},由性质１中的３)可知(D\{a})↓１ ＝
(D\{a})↓２ ,因 此 (D\{a})↓１↑１ ＝ (D\{a})↓２↑１ ＝B↓２↑１ ＝

X↑１ ＝Y↑１ ＝D.此 时,由 于a∈D,因 此 D≠D\{a},故

(D\{a})↓１↑１ ＝D≠D\{a},D\{a}∉Int(F１).

下面分析定理２中生成H２\H１的时间复杂度.为了应

用定理２,需要判断D\{a}∉Int(F１),此时需要遍历L(F１).

在实践中,可以将L(F１)中的全部概念内涵用哈希表存储起

来,此时判断D\{a}∉Int(F１)的时间复杂度为O(１).由于

判断定理 ２ 中 的 ２)的 时 间 复 杂 度 为 O(|L(F１)|(m１ ＋

|A|n)),因 此 定 理 ２ 中 生 成 H２\H１ 的 时 间 复 杂 度 为

O(|L(F１)|(m１＋|A|n)),优于引理４中的２)生成H２的时间

复杂度 O(|L(F１)|m２n).因此,定理２通过减少冗余概念的

生成,降低了原有算法的时间复杂度.

接下来对引理４中的３)进行优化.当应用引理４中的

３)生成(Y∩A↓２
i ,(Y∩A↓２

i )↑２ )∈H３时,首先生成外延Y∩

A↓２
i ,再通过计算(Y∩A↓２

i )↑２ 生成内涵,而计算(Y∩A↓２
i )↑２

需要遍历所有的属性,因此时间复杂度较高.

下面对引理４中的３)进行优化.首先根据内涵的属性

数对L(F１)中的粗概念降序排序.此时,记(Y１,D１)≺(Y２,

D２)表示排序后(Y１,D１)先于(Y２,D２).显然,若(Y１,D１)≺
(Y２,D２),则|D２|≤|D１|;反之,若(Y１,D１),(Y２,D２)∈

L(F１)且|D２|≤|D１|,则(Y１,D１)≺(Y２,D２).另外,当应用

引理４中的３)生成某个(Y∩A↓２
i ,(Y∩A↓２

i )↑２ )时,记已生成

的细 概 念 外 延 集 合E(Y,D)＝E(Y,D)
１ ∪E(Y,D)

３ ∪E(Y,D)
４ ,其 中

E(Y,D)
１ ,E(Y,D)

３ ,E(Y,D)
４ 分别表示应用引理４中的１)、引理４中的

３)和定理２生成的细概念外延集合.

定理３　令F１＝(G,M,I)和F２＝(G,Ma,Ia)为粗背景和

细背景,A 是a粒化生成的覆盖粒层.若(Y,D)∈L(F１)且

a∈D,记CA(Y)＝{Ai⊆A|Ai≠Ø,Y∩A↓２
i ≠Ø},RA ((Y,

D))＝{Ai∈CA(Y)|Y∩A↓２
i ∉E(Y,D)}.若Ai∈RA((Y,D)),

则 (Y ∩A↓２
i ,D\{a}∪ (Y∩A↓２

i )↑A )∈L (F２ ),其 中

(Y∩A↓２
i )↑A ＝(Y∩A↓２

i )↑２ ∩A.进一步,将由此生成的细

概念记作H５,即:

H５＝{(Y∩A↓２
i ,D\{a}∪(Y∩A↓２

i )↑A )|(Y,D)∈

L(F１),a∈D,Ai∈RA((Y,D))}则H５＝H３.

证明由引理４中的３),只需证(Y∩A↓２
i )↑２ ＝D\{a}∪

(Y∩A↓２
i )↑A .记:

PA((Y,D))＝{Ai⊆A|Ai≠Ø,Y∩A↓２
i ⊈Y′,∀(Y′,

D′)＜(Y,D)}

首先证明Ai∈PA ((Y,D)).若Ai∉PA ((Y,D)),由于

Ai∈RA((Y,D))⊆CA(Y),有Ai≠Ø,因此存在(Y′,D′)＜(Y,

D)有Y∩A↓２
i ⊆Y′,结合Y∩A↓２

i ⊆A↓↑
２ i

可知Y∩A↓２
i ⊆Y′∩

A↓２
i .此时,由Y′⊂Y 可知Y′∩A↓２

i ⊆Y∩A↓２
i ,故Y′∩A↓２

i ＝

Y∩A↓２
i .再由Ai∈CA(Y)可知Y′∩A↓２

i ＝Y∩A↓２
i ≠Ø,因此

Ai∈CA(Y′).

此时,由(Y′,D′)＜(Y,D)可知 D⊂D′,结合a∈D 可知

a∈D⊂D′,故(Y′,D′)可应用引理４中的３)生成(Y′∩A↓２
i ,

(Y′∩A↓２
i )↑２ )∈L(F２).

此时,由(Y′,D′)＜(Y,D)可知D⊂D′,|D|＜|D′|,因此可

得(Y′,D′)≺(Y,D),即在使用(Y,D)生成(Y∩A↓２
i ,D\{a}∪

(Y∩A↓２
i )↑A )之 前,(Y′,D′)已 经 生 成 了 (Y′ ∩ A↓２

i ,

(Y′∩A↓２
i )↑２ ),故Y′∩A↓２

i ∈E(Y,D)
３ ,结合Y′∩A↓２

i ＝Y∩A↓２
i

可知Y∩A↓２
i ∈E(Y,D)

３ ⊆E(Y,D).再结合Ai∈CA(Y)可知Ai∉

RA((Y,D)),与Ai∈RA((Y,D))矛盾.故Ai∈PA((Y,D)).

此时有(Y,D)∈L(F１),a∈D 且Ai∈PA((Y,D))≠Ø,由

引理３可知(Y∩A↓２
i )↑２\A∪{a}＝D,因为a∉(Y∩A↓２

i )↑２ ,

所以(Y∩A↓２
i )↑２\A＝D\{a},结合(Y∩A↓２

i )↑２\A＝(Y∩
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A↓２
i )↑２ ∩(Ma\A)＝(Y∩A↓２

i )↑２ ∩E 可 知(Y∩A↓２
i )↑２ ∩

E＝D\{a}.因 此,由 性 质 １ 中 的 ４)可 知 (Y∩Ai)↑２ ＝
((Y∩Ai)↑２ ∩E)∪((Y∩Ai)↑２ ∩A)＝D\{a}∪((Y∩Ai)↑２ ∩

A)＝D\{a}∪ (Y∩A↓２
i )↑A . 故 (Y ∩A↓２

i ,D\{a}∪
(Y∩A↓２

i )↑A ∈L(F２).

下面证明H５＝H３.

若(X,B)∈H３,则存在(Y,D)∈L(F１)通过引理４中的

３)可以获 得 (X,B),其 中 (Y,D)满 足a∈D,且 存 在Ai ∈

CA(Y)使得Y∩A↓２
i ＝X 和(Y∩A↓２

i )↑２ ＝B.

由Y∩A↓２
i ⊆A↓２

i 可知Ai
↓２↑２ ⊆(Y∩A↓２

i )↑２ ,结合Ai⊆

Ai
↓２↑２可知Ai ⊆ (Y∩A↓２

i )↑２ ,再 由 于 (Y∩A↓２
i )↑２ ＝B,有

Ai⊆B,因此B∩A⊇Ai≠Ø.此时,假设(X,B)∈H１∪H４,

则B∩A＝Ø,与B∩A≠Ø 矛盾,故(X,B)∉H１∪H４,可得

X∉E(Y,D)
１ ∪E(Y,D)

４ .

此时,假设(Y,D)可以最早通过引理４中的３)获得(X,

B),故在(Y,D)生成(X,B)之前,X∉E(Y,D)
３ ,即 X∉E(Y,D).

结合Y∩A↓２
i ＝X 可知Y∩A↓２

i ∉E(Y,D)
３ ,结合Ai∈CA(Y)可知

Ai∈RA((Y,D)).再由(Y,D)∈L(F１)且a∈D 且Y∩A↓２
i ＝

X 可知,(X,B)可由(Y,D)通过定理３生成,即(X,B)∈H５.

反之,若(X,B)∈H５,则存在(Y,D)∈L(F１)可以获得

(X,B),其中(Y,D)满足a∈D,且存在Ai∈RA((Y,D))使得

Y∩A↓２
i ＝X.

由Ai∈RA ((Y,D))可知Ai∈CA (Y).此时,由于(Y,

D)∈L(F１)且a∈D 且Y∩A↓２
i ＝X,故(X,B)可由(Y,D)通

过引理４中的３)生成,即(X,B)∈H３.

下面分析定理３生成H５的时间复杂度.由于判定定理３
时需要对L(F１)排序,因此计算对L(F１)排序所需时间复杂

度.首先,排序前需要计算L(F１)中每个概念内涵包含的属

性数量,所需时 间 复 杂 度 为 O(|L(F１)|m１);其 次,对 L
(F１)排序所需时间复杂度为 O(|L(F１)|log|L(F１)|),结

合|L(F１)|≤２m１可知 O(|L(F１)|log|L(F１)|)O≤(|L(F１)|

m１).因此,对L(F１)排序所需时间复杂度为 O(|L(F１)|

m１).由定理３可知,计算(Y∩A↓２
i )↑２ 只需要遍历细属性,无

需遍历所有的属性,降低了时间复杂度,故定理３生成H５的

时间复杂度为 O(|L(F１)|２|A||A|n＋|L(F１)|m１),优于引理

４中的３)生成H３的时间复杂度 O(|L(F１)|２|A|m２n).因此,

定理３有效地利用了已生成细概念的外延集合E(Y,D)来更新

生成新的细概念,从而降低原有算法的时间复杂度.

结合引理４中的１)、定理２和定理３,可以得到属性粒化

情形下形式概念细化更新算法,如算法２所示.

算法２　概念细化算法

输入:L(F１)

输出:L(F２)

１．L(F２)←{(Ø,Ma)};

２．E(Y,D)＝{};

３．根据|D|对L(F１)中(Y,D)降序排序

４．foreach(Y,D)∈L(F１)do:

５．　ifa∉D:

６．　　L(F２)←L(F２)∪(Y,D);

７．　ifa∈D:

８．　　if∀ai∈A有 Y⊈a↓２i andD\{a}∉Int(F１):

９．　　　L(F２)←L(F２)∪(Y,D\{a});

１０． foreachAi⊆A,Ai≠Ødo:

１１．　　　ifY∩A↓２
i ≠ØandY∩A↓２

i ∉E(Y,D):

１２． L(F２)←L(F２)∪(Y∩A↓２
i ,(Y∩A↓２

i )↑２);

１３． E(Y,D)←E(Y,D)∪{Y∩A↓２
i }

算法２通过更新L(F１)来生成L(F２)(见算法２中的步

骤４—步骤１３).若(Y,D)满足a∉D,则可应用引理４中的

１)生成H１ (见算法 ２ 中 的 步 骤 ６);若 (Y,D)满 足a∈D,

∀ai∈A 有Y⊈a↓２
i 且D\{a}∉Int(F１),则可应用定理２生成

H２\H１(见算法２中的步骤９);若(Y,D)满足a∈D,且存在

Ai⊆A,Ai≠Ø,使得Y∩A↓２
i ≠Ø 且Y∩A↓２

i ∉E(Y,D),则可应

用定理３生成H３(见算法２中的步骤１２).

４　实验及分析

为了 验 证 算 法 的 有 效 性,在 Inteli７Ｇ７７００３．６０GHz、

１６．０GB内存的微机,Windows１０ 操作系统下,使用 python
实现了 Hu等[１４]提出的概念更新算法和本文提出的概念更

新算法,并从 UCI中选取了５个数据集进行实验验证,分别

为Zoo,BalanceScale,Concrete,CarEvaluation,Abalone.由

于这５个数据集都具有多值属性或连续属性,因此本文对数

据进行预处理,将原始数据转化为０Ｇ１布尔值的形式背景.

具体步骤如下:针对多值属性,多值属性的每一个取值视作新

的属性;针对连续属性,将属性取值归一化到[０,１]区间,对

[０,１]区间进行离散化,并将每个区间看作一个属性.预处理

后的数据集如表２所列(为了表述方便,将预处理后得到的数

据集分别命名为数据集１－数据集５).

表２　预处理后的数据集

Table２　PreＧprocesseddataset

数据集 对象个数 属性个数

１ １０１ １９
２ ６２５ ２３
３ １０３０ １８
４ １７２８ ２５
５ ４１７７ １９

本文将预处理后的数据集作为细背景,并且随机将数据

集中相邻的布尔属性进行“或”运算合并,以产生相对应的粗

背景(需要说明的是,虽然随机合并的属性在语义上并不具有

粒度关系,但在数据上能够体现覆盖粒化的特点).此时,通

过细背景中已生成的细概念,更新生成粗背景中的粗概念便

是概念粗化算法,与之相反则是概念细化算法.

实验１　 对 比 本 文 提 出 的 概 念 粗 化 更 新 算 法 (记 作

MCO)与 Hu等[１４]提出的概念粗化更新算法(记作 CO)生成

粗概念的数量.

实验中|A|表示将细背景中的|A|个属性合并为一个粗

属性,实验结果如表３所列.从表３可以看出,CO 算法产生

的粗概念的数量总是少于 MCO 算法产生的粗概念的数量.

因此可知 Hu等[１４]提出的概念粗化更新算法(CO算法)生成

的粗概念是不完整的,容易导致概念丢失,而本文提出的概念
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粗化更新算法(MCO算法)对现有算法进行了补充和完善.

表３　概念粗化更新算法的实验结果

Table３　Experimentalresultsofcoarseningconceptalgorithm

数据集
|A|＝２

MCO CO
|A|＝３

MCO CO
|A|＝４

MCO CO
１ ３７４ ３６６ ３６３ ３５１ １３５２ ３３０
２ ２０２７ ２００１ １８１６ １７７９ １５９５ １５３４
３ ５３５３ ５２９４ ５１３６ ４９８５ ４４６５ ４３２４
４ １１３７４ １１３３５ ９９６６ ９８５０ ９２２８ ９１１５
５ ４５００ ４４７９ ３９８４ ３９６１ ３３９６ ３３２７

实验２　 对 比 本 文 提 出 的 概 念 细 化 更 新 算 法 (记 作

MFINE)与 Hu等[１４]提出的概念细化更新算法(记作 FINE)

的性能.

分别对比 MFINE与FINE在相同数据集下生成H２,H３

和L(F１)所需的时间(由于生成H１所需的时间接近０,因此不

进行对比).实验结果如表４－表６所列,其中|A|表示将细

背景中的|A|个属性合并为一个粗属性,表中时间单位为s.

表４　|A|＝２时概念细化更新算法的实验结果

Table４　Experimentalresultsat|A|＝２

数据集
MFINE

H２ H３ L(F１)
FINE

H２ H３ L(F１)

１ ０．００８ ０．１５ ０．１５８ ０．３５ １．１０ １．４５
２ ０．０２０ ０．１１ ０．１３０ ２．３０ ０．９０ ３．２０
３ ０．１５０ ５．８０ ５．９８ ３１．００ ３８．００ ６９．００
４ ０．１７０ １．５０ １．６７ ４２．００ １５．００ ５７．００
５ ０．４００ １６．００ １６．４０ １３０．００ １０２．００ ２３２．００

表５　|A|＝３时概念细化更新算法的实验结果

Table５　Experimentalresultsat|A|＝３

数据集
MFINE

H２ H３ L(F１)
FINE

H２ H３ L(F１)

１ ０．００９ ０．３３ ０．３３９ ０．３３ １．７８ ２．１１
２ ０．０４０ ０．２１ ０．２５０ ３．５０ １．３０ ４．８０
３ ０．１８０ １０．００ １０．１８０ ３３．００ ５３．００ ８６．００
４ ０．２７０ ２．５０ ２．７７０ ５６．００ ２２．００ ７８．００
５ ０．５００ ３１．００ ３１．５００ １４２．００ １６５．００ ３０７．００

表６　|A|＝４时概念细化更新算法的实验结果

Table６　Experimentalresultsat|A|＝４

数据集
MFINE

H２ H３ L(F１)
FINE

H２ H３ L(F１)

１ ０．０１２ ０．５０ ０．５１２ ０．３８ ２．３ ２．６８
２ ０．０５０ ０．３２ ０．３７０ ４．２０ １．８ ６．００
３ ０．２００ １５．００ １５．２０ ３５．００ ６５．０ １００．００
４ ０．３３０ ４．５０ ４．８３０ ６４．００ ２８．０ ９２．００
５ ０．９００ ４５．００ ４５．９０ １７３．００ １９７．０ ３７０．００

由表４－表６可知,MFINE在５个数据集中的性能都要

优于FINE.

为了方便比较 MFINE 与 FINE 性能,引入优化度S＝
tFINE/tMFINE进行度量,其中tFINE,tMFINE 分别为执行 FINE 和

MFINE消耗的时间,若S＞１,则 MFINE性能优于FINE.下

面进一步分析数据集中的属性数m２、对象数n和细属性数

|A|等因素对优化度S的影响.

为了分析属性数m２对优化度S 的影响,本文随机生成

５个数据集,其对象数均为５００,属性数分别为１０,２０,３０,４０,

５０,且|A|＝３,数据集中对象属性间存在关系的概率为０．３０,

实验结果如图１所示.

图１　n＝１００,|A|＝３时属性数对优化度的影响

Fig．１　Effectofthenumberofattributesonoptimizationdegreeat

n＝１００,|A|＝３

由图１可以看出,对H２和H３的优化度均随着属性数的

增加而提高,从而导致对L(F１)的优化度提高.事实上,由于

MFINE和FINE计算H２的时间复杂度分别为 O(|L(F１)|
(m１＋|A|n))和 O(|L(F１)|m２n),因此当m２增大时,O(|L
(F１)|m２n)增长的幅度要大于 O(|L(F１)|(m１＋|A|n)),故

MFINE对H２的优化度与m２正相关,即在|A|相同的情况下,

数据集中的属性越多,MFINE对H２的优化度就越高.同理,

由于 MFINE 和 FINE 计算H３的时间复杂度分别为 O(|L
(F１)|２|A||A|n＋|L(F１)|m１)和 O(|L(F１)|２|A|m２n),因此

MFINE对H３的优化度与m２/|A|正相关.在|A|相同的情况

下,数据集中的属性越多,MFINE 对H３的优化度越高.因

此,数据集中的属性个数越多,MFINE的性能就越好.

为了分析对象数对优化度S的影响,本文随机生成５个

数据集,其属性数均为２０,对象数分别为１００,２００,３００,４００,

５００,且|A|＝３,数据集中对象属性间存在关系的概率为

０．３０,实验结果如图２所示.

图２　m２＝２０,|A|＝３时对象数对优化度的影响

Fig．２　Effectofthenumberofattributesonoptimizationdegreeat

m２＝２０,|A|＝３

由图２可知,随着对象数的增加,对H２的优化度提高,对

H３的优化度基本不变,因此导致对L(F１)的优化度提高.事

实上,由于 MFINE 和 FINE 计算H２ 的时间复杂度分别为

O(|L(F１)|(m１＋|A|n))和 O(|L(F１)|m２n),因此当n增大

时,O(|L(F１)|m２n)增长的幅度大于 O(|L(F１)|(m１＋|A|

n)),故 MFINE对H２的优化度与n正相关,即在|A|相同的

情况下,数据集中的对象越多,MFINE 对H２的优化度就越

高.因此,数据集中对象个数越多,MFINE的性能就越好.

为了分析|A|对优化度S 的影响,本文随机生成１个数

据集,其对象数为５００,属性数为１０,数据集中对象属性间存

在关系的概率为０．３０,对|A|分别取值２,３,４,５,６,７,８,９,实

验结果如图３所示.
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图３　n＝５００,m２＝１０时|A|对优化度的影响

Fig．３　Effectofthenumberofattributesonoptimizationdegreeat

n＝５００,m２＝１０

由图３可以看出,对H２和H３的优化度随|A|的增大而减

低,因此导致对L(F１)的优化度降低.事实上,由于 MFINE
和FINE计算H２的时间复杂度分别为 O(|L(F１)|(m１＋|A|
n))和 O(|L(F１)|m２n),因此当|A|增大时,O(|L(F１)|(m１＋
|A|n))会随之增大,而 O(|L(F１)|m２n)不会改变,因此

MFINE对H２的优化度与|A|负相关,即|A|增大会导致

MFINE对H２的优化度降低.在极端情况下,|A|接近m２,导
致 O(|L(F１)|(m１＋|A|n))和 O(|L(F１)|m２n)接近,MFINE
对H２的优化度会接近１.结合前文可知,MFINE对H３的优

化度与m２/|A|正相关,因此|A|增大会导致 MFINE对H３的

优化度降低,并且当|A|接近m２时,MFINE对H３的优化度会

接近１.因此,|A|越大,MFINE的性能就越差,在极端情况

下,MFINE的性能与FINE接近.
总之,可得出如下３个结论:

１)本文提出的覆盖概念更新算法在相同数据集下的性

能优于 Hu等[１４]提出的覆盖概念更新算法.

２)在相同数据集下,随着细属性的增大,本文算法的性能

降低,但总是优于文献[１４]提出的算法.

３)数据的规模越大,本文算法的性能就越好.
结束语　本文研究了覆盖多粒度下的形式概念的粗化和

细化更新方法.覆盖属性粒化下,属性粒度影响从数据中提

取的形式概念的结构,提出覆盖属性粒化下的形式概念更新

方法,可避免通过完全重建的方式构建大规模形式背景概念

结构所产生的巨大计算时间代价.通过分析现有的覆盖多粒

度下的概念更新算法的局限和不足,对现有的概念更新算法

进行完善和优化,并且结合时间复杂度进行分析和对比实验,
验证了本文所提概念更新算法的有效性.

尽管通过概念更新算法可以避免通过完全重建的方式构

建大规模形式背景概念结构所产生的巨大计算时间代价,但
是由于选取适当的属性粒度级别更多的是一个依赖于领域的

交互式过程,在这个过程中不断地更新概念仍然会产生较高

的时间代价.因此,希望进一步研究覆盖多粒度下最优属性

粒度级别选取问题,避免多次更新概念,从而进一步降低时间

代价.
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