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摘　要　贝叶斯网络是一种不确定性知识表示与推理的有效工具,学习其结构是利用这一工具进行推理的基础.现有的贝叶

斯网络结构学习算法,在智能教育等应用场景中往往面临着难以权衡有效性与高效性的问题.一方面,评分搜索类方法能搜索

到高质量的解,但面临着算法复杂度高的挑战.另一方面,混合类方法效率高,但所找到的解的质量不尽如人意.针对上述问

题,提出了一种基于演化序搜索的混合贝叶斯网络结构学习方法(EvOS).该方法首先通过约束类算法构建无向图骨架,然后

利用演化算法搜索最优节点序,最后使用该节点序指导贪婪搜索得到贝叶斯网络结构.基于常用基准数据集以及教育知识结

构发现任务,验证了所提方法的有效性与高效性.实验结果表明,所提方法相较于评分搜索类方法,能够在保持相仿精度的情

况下最高加速百倍,且有效性显著高于混合类方法.
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Abstract　Bayesiannetworkisaneffectivetoolforuncertaintyknowledgerepresentationandreasoning．Learninganddiscovering
itsstructureisthebasisofreasoningviathistool．ExistingBayesiannetworkstructurelearningalgorithmsoftenencounterthe

dilemmaofbalancingeffectivenessandefficiencyinrealＧworldapplicationssuchasintelligenteducation．Ontheonehand,scoreＧ

andＧsearchmethodscanfindoutthehighＧqualitysolutions,buttheysufferfromthehighalgorithmiccomplexity．Ontheother

hand,hybridmethodsarehighlyefficientbutthequalityofthefoundsolutionsisnotsatisfactory．Toaddresstheabovedilemma,

thispaperproposesanevolutionaryordersearchbasedhybridBayesiannetworkstructurelearningmethodcalledEvOS．First,the

proposedEvOSconstructsanundirectedgraphskeletonthroughaconstraintalgorithm,andthenappliesanevolutionaryalgoＧ

rithmtosearchfortheoptimalnodeorder,andfinallyusesthefoundnodeordertoguidethegreedysearchsoastoobtainthe

Bayesiannetworkstructure．Thispaperconductstheempiricalstudytoverifytheeffectivenessandefficiencyoftheproposed

EvOSinthecommonlyＧusedbenchmarkdatasetsaswellastherealＧworldtaskofeducationalknowledgestructurediscovery．ExＧ

perimentalresultsshowthat,comparedwiththescoreＧandＧsearchmethods,EvOSisabletoachieveupto１００timesspeedupwhile

maintainingthesimilaraccuracy,anditseffectivenessissignificantlybetterthanthatofthehybridmethods．

Keywords　Bayesiannetwork,Structurelearning,Ordersearch,Evolutionaryoptimization,Knowledgestructurediscovery
　

１　引言

贝叶斯网络(BayesianNetworks,BN)是机器学习领域中

一种常用的概率图模型.贝叶斯网络由其结构(一个有向无

环图,DirectedAcyclicGraph,DAG)以及参数(对应的条件概

率表,ConditionalProbabilityTable,CPT)组成,这二者分别



定性与定量地描述了变量间的关联关系.贝叶斯网络是实现

不确定性知识表达与推理的有效工具,并且具备良好的可解

释性,目前已在智能教育[１]、网络安全[２]、计算机视觉[３]、自然

语言处理[４]等诸多领域取得了成功应用.

贝叶斯网络的结构学习任务旨在从观测数据中推测贝叶

斯网络的结构.发现贝叶斯网络的结构是后续计算其参数和

使用贝叶斯网络做推理的前提,因此,结构学习是贝叶斯网络

研究中至关重要的一部分.现有的贝叶斯网络结构学习方法

可以分为３类:基于约束的方法、基于评分搜索的方法和混合

类方法.基于约束的方法主要使用条件独立性检验来学习变

量间的独立性与相关性,并以此为依据推断贝叶斯网络结构.

其中,条件独立性检验一般是基于统计学或信息论中的度量

来实现.约束类方法中的代表性算法包括 PC(PeterＧClark)

算法[５]、最大最小父子集检测(MaxＧMinParentandChildren,

MMPC)算法[６]等.这类方法的不足之处在于:首先,囿于贝

叶斯网络的马尔可夫等价性,基于约束的方法只能辨识出贝

叶斯网络中的一些特定结构,故输出的结果中通常存在一些

无法定向的边,这也是本文对该类方法不加以详细讨论的主

要原因;其次,条件独立性检验有时会给出互相矛盾的结果,

处理这些矛盾是一项非常困难的任务,这会影响约束类方法

找到的解的质量;最后,此类方法对数据的要求较高,如果数

据含有噪声则会大大影响学得结构的精度.

基于评分搜索的方法将贝叶斯网络的结构学习建模为一

个优化问题.其首先定义一个评分函数,该评分函数刻画了

输入图结构与观测数据之间的拟合程度.常用的评分函数

有:BIC(BayesianInformationCriterion)[７],AIC(AkaikeInＧ

formationCriterion)[８],BDe(BayesianDirichletequivalent)[９]

和BDeu(BayesianDirichletequivalentuniform)[１０]等.在定

义好评分函数后,再使用基于搜索与优化的方法找到最大化

该评分的图结构.常用的搜索算法包括 K２算法[１１]、K２GA
(K２GeneticAlgorithm)算 法[１２]、爬 山 法 (Hill Climbing,

HC)[１０]、贪婪等价类搜索(GreedyEquivalentSearch,GES)算

法[１３]等.相较于基于约束的方法,搜索评分的方法的优势在

于可以避免处理条件独立性检验互相矛盾等问题.然而,在

DAG空间中找最优解这一过程已被证明是一个 NP难(NonＧ

determinismPolynomialHard)的组合优化问题[１４],因此,评

分搜索类方法面临的主要瓶颈是搜索算法的复杂度较高,在

时间受限的情形下其搜索到的结果可能不是全局最优.

混合类方法试图融合约束类与评分搜索类两种方法来弥

补它们各自的缺陷与不足.其主要思想为:先用条件独立性

检验降低搜索空间的大小,再用评分搜索的办法来进行局部

搜索或对无向边进行定向.代表算法包括最大最小爬山法

(MaxＧMin HillＧClimbing,MMHC)[１５] 和 H２PC (Hybrid

HPC)算法[１６]等.然而,囿于其搜索部分采用的方法比较简

单,这类方法目前在有效性上的表现还不够令人满意.

综上所述,目前的算法应用往往面临着在有效性和高效

性两端难以权衡的难题.以 MMHC为代表的混合类方法能

够很快地给出解,然而解的质量并不十分理想;而以 K２GA
为代表的评分搜索方法往往能够搜索到高质量的解,但它在

效率上的短板阻碍了其进一步应用.实际应用场景中,现有

的贝叶斯结构学习算法在有效性与高效性两端进行取舍,一

般会导致其在另一端的表现不尽如人意.以智能教育领域中

知识结构发现任务为例,机器需要自动发现一张试卷中每类

题目的知识点结构关系图,帮助老师进行学情分析,这对算法

的有效性提出了较高要求.如果使用现有的评分搜索类方

法,可能很长时间才能学到一类题目的知识结构图,若对所有

类型的题目都进行自动知识结构发现,总时间代价难以让人

接受.

鉴于此,本文从实际需求出发,提出了一种基于演化序搜

索的 混 合 贝 叶 斯 网 络 结 构 学 习 方 法 (Evolutionary Order

SearchBased HybridBayesian NetworkStructureLearning
Method,EvOS),旨在为教育等实际应用场景中的贝叶斯网

络结构学习任务提供一种能够较好权衡“快”和“好”的方法.

该方法受混合类方法与演化评分搜索类方法的启发,将前者

“快”的关键(即用约束的方法限制搜索空间)与后者“好”的关

键(即用节点序指导贪婪搜索)统一在一个框架之下,由节点

序指导贪婪搜索来保证解的质量,同时利用约束的方法加速

节点序的适应度评估.具体而言,EvOS首先利用基于约束

的方法确定一个无向图骨架,然后利用该无向图参与节点序

的适应度评估,并在此基础上使用遗传算法[１７](GeneticAlＧ

gorithms,GA)搜索最优节点序,最后根据搜索到的节点序指

导贪婪搜索得到最终的贝叶斯网络结构.

本文的主要贡献包括以下几个方面:

(１)提出了一种基于演化序搜索的混合贝叶斯网络结构

学习方法EvOS,其能够较好地权衡算法的有效性和高效性.

(２)EvOS将贝叶斯网络结构学习“好”的关键与“快”的

关键有机统一到一个框架之下,使用演化优化方法搜索高质

量节点序,利用约束的方法加速适应度评估的过程,最后基于

高质量节点序来指导贪婪搜索以保证解的质量.

(３)在常用基准数据集与教育领域中知识结构学习任务

上进行的实验结果表明:相比评分搜索类方法,EvOS能够在

保持相当的精度的情况下最高加速百倍,并且精度显著高于

混合类方法.

本文第２节简要介绍评分搜索类方法中搜索算法的研究

情况以及EvOS和这些方法的区别与联系;第３节详细描述

EvOS的整体框架以及关键步骤;第４节与第５节分别展示

EvOS在常用基准数据集与教育领域中的真实任务上的实验

结果与分析;最后总结全文并对未来工作进行展望.

２　相关工作

本章主要介绍评分搜索类方法中搜索算法的相关工作.

在定义好评分函数后,求解贝叶斯网络结构学习这一图

搜索问题往往是困难的,尤其是当节点个数较多时,从庞大的

搜索空间中找到最优的结构无疑是一个挑战.求解这一 NP
难的组合优化问题时,研究者们往往采用启发式优化算法.

常见的搜索算法大致可分为贪婪搜索和基于演化优化的方法

两类.

贪婪搜索通过贪婪地加、减、反转边等操作来使评分上

升,代表算法有 K２[１１],HC[１０]和 GES[１３]等.其中,K２算法是

由节点序指导的贪婪搜索,其需要给定一个节点序作为输入,

１３２李明嘉,等:基于演化序搜索的混合贝叶斯网络结构学习方法



在输入正确节点序的情况下往往能够搜索到非常接近真实图

结构的解.然而在很多场景下,节点序这一先验知识是未知

的,这也极大地限制了 K２的应用.HC与 GES则不需要节

点序作为输入,它们从一个空图开始,贪婪地寻求最大化评分

的加、减、逆转边等操作,直到上述操作不能使评分增加.HC
与 GES的问题是容易陷入局部最优而停滞,导致最终找到的

结构与全局最优差别较大.EvOS采用带节点序指导的贪婪

搜索来得到最终输出的网络结构,而节点序的获取则依赖序

空间上的演化优化的技术来实现.

演化计算是人工智能领域用于求解复杂优化问题的一类

方法,如组合优化问题,其在工业设计[１８]、强化学习[１９]等领

域被广泛应用.在贝叶斯网络结构学习中,主要是将评分当

作解的适应度函数.常用的演化类方法又可以根据解的表示

分为在 DAG空间搜索和在节点序空间搜索两类.

第一类方法将贝叶斯网络表示为邻接矩阵,这是一种很

自然的想法.Larranaga等[２０]首先提出了基于遗传算法的贝

叶斯网络结构学习方法,将解编码为邻接矩阵,使用评分作为

适应度函数进行求解.为保证搜索到的结构无环,其使用修

复算子对解进行修正.为了避免使用修复算子,Etxeberria
等[２１]使用了fuseＧDAGs[２２]来确保重组算子不会破坏局部最

优结构.这类方法主要的难点在于如何保证解的合法性,即

得到的图无环.而基于序搜索的方法则可以有效避开这一

问题.

第二类方法则将搜索对象从 DAG变为节点序.对一个

贝叶斯网络来说,节点序刻画了其中变量的先后关系,在结构

学习过程中可以说是最为重要的一方面[２３].同时,基于节点

序的搜索还有很多其他好处,如极大地限制了搜索空间,天然

确保了解的无环性等.Larranaga等[１２]提出的 K２GA 以 K２
算法输出的贝叶斯网络评分作为节点序的适应度函数,并借

鉴了旅行商问题中重组与变异算子的设计,使用 GA 来搜索

最优的节点序.Aouay等[２４]在 K２GA 的基础上将演化的部

分替换成了粒子群优化算法(ParticleSwarm Optimization,

PSO),提出了 K２PSO.与此类似的工作,还有 Wu等[２５]提出

的基于蚁群算法(AntColonyOptimization)的 K２ACO.此类

方法往往能给出质量较高的搜索结果,但其问题也很明显:每

次评估节点序适应度时都需要调用 K２算法,这一点极大地

限制了这类方法的效率.EvOS同样采用序空间上的演化优

化来搜索最优节点序,不同之处在于 EvOS采用的演化算法

中适应度评估这一步不需要调用 K２算法,而是用节点序在

由前置步骤得到的无向图骨架上定向得到的有向图的评分作

为该序的适应度值,这样做的好处是可大幅提升适应度评估

这一过程的效率.

３　EvOS算法

本节主要介绍 EvOS算法的框架,其主要包含３个关键

步骤:骨架学习、节点序搜索以及贝叶斯网络构建.第一步是

无向图骨架学习,在这个阶段中 EvOS需要学习一个刻画变

量间依赖关系的无向图结构.无向图骨架学习的目的是限制

每个变量可能父节点的范围,相当于变相地约减了搜索空间,

从而加速了后续节点序的适应度评估.第二步是节点序

搜索,用节点序为第一步输出的无向图定向后所得的有向图

评分作为该节点序的适应度值,并在设计好节点序空间上的

演化算子后,使用遗传算法来搜索到最优节点序.最后是贝

叶斯网络构建,利用第二步学到的节点序指导贪婪搜索,得到

最终的贝叶斯网络结构.EvOS的主要流程如图１所示.

图１　EvOS流程示意图

Fig．１　SketchmapofEvOS

３．１　问题定义与假设

令BN＝(G,θ)是一个以变量集合V＝{V１,V２,,Vn}为

节点的贝叶斯网络,其中G＝(V,E)是表示节点关系的有向

无环图,也被称为贝叶斯网络的结构;θ＝{θ１,θ２,,θn}表示

每个节点Vi在给定它的父节点集Pa(Vi)时的条件概率表,也

被称为贝叶斯网络的参数.贝叶斯网络的结构学习问题被定

义如下:给定关于变量集V 上的m 组观测数据矩阵D∈

Rm×n,学习出变量V１,V２,,Vn间的关联关系,以有向无环图

G表示,使得V 上的联合概率分布P(V)能够被写成如下乘

积分解的形式:

P(V)＝∏
n

i＝１
P(Vi|Pa(Vi)) (１)

其中,Pa(Vi)表示G中Vi的父节点集.

在问题的定义之外,还会涉及如下假设.

假设１(充分性假设)[２６]　设Vi为一变量,D 为观测数据

矩阵,如果D 中所有的样本都不包含Vi的取值,则称Vi为隐

变量.如果变量集V 中任意两个变量的直接原因变量都不

是隐变量,那么变量集V 被认为是满足充分性的.

假设２(马尔可夫条件假设)[５]　对于满足充分性的变量

集V 而言,假设有向无环图G＝(V,E),V 的联合概率分布为

P(V),如果满足对任意的Vi∈V,给定其父节点集合Pa(Vi)

为条件集合时条件独立于其他所有非后裔节点,即称 G＝
(V,E)满足马尔可夫条件.

假设３(忠诚性假设)[５]　如果在给定变量集V 的前提

下,变量Vi和Vj互相独立或条件独立,那么在有向图G 中,Vi

和Vj之间的所有路径被变量集V 中合适的变量dＧ分离(dＧ

separation)[２７],则称变量集V 的联合概率分布P 与图G 是互

相忠诚的.

直观上讲,充分性假设确保了没有未被观测的共同因变

量存在.事实上,在大多数贝叶斯网络结构学习任务中,也是

不考虑未能被观测的隐变量的存在的.马尔可夫条件假设则

是将所有变量间的关系都假设为其对应的条件概率分布依赖

关系,这是对现实情况的一种简化.忠诚性假设的隐含意义

是在结构学习的过程中变量不会出现额外的条件独立关系,

这其实是一个较强的假设.Spirtes和 Meek[２８]的工作已经
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指出是存在一些分布P 没有对应忠诚的有向无环图G(尽管

这样的分布非常少见)的,并且对于同一个分布P,可能存在

多个忠诚的G.

此外,本文提出的贝叶斯网络结构学习方法是基于节点

序搜索的,这里的节点序ρ是一个定义在变量集V 上的排列,

显然,每个节点序都与一个完全 DAG(CompleteDAG,变量

两两之间都存在一条有向边)存在一一对应的关系,因此对于

一个有向无环图G＝(V,E),定义其对应节点序集合如下.

定义１(节点序集合)　

ΩG＝{ρ:ρ对应的完全DAG 是G 的超图}

其中,超图指该图的边集是 G 的边集的超集.值得注意的

是,对于一个不完全的有向无环图G,其对应的节点序不是唯

一的,即|ΩG|＞１.

３．２　基于约束类方法的骨架学习

EvOS算法的第一步是学习出变量间的依赖关系骨架,

以一个无向图表示.这一步可以看作是对每个变量选择其可

能的邻居节点集合,这将极大地缩减搜索空间的规模,为后续

节点序搜索时解的评估加速.在贝叶斯网络学习领域,学习

这样的无向图骨架可使用约束类方法完成,这类方法采用条

件独立性检验来判断两个变量间是否可能存在边.然而,从

理论上来说,想要得到完全精准的结果(即不多也不漏地找出

无向边),需要遍历所有可能的条件集合,也就是对于任意两

个变量Vi与Vj,需要给出所有IT(Vi,Vj|Z)的结果.这里IT
表示条件独立性检验(IndependenceTest),如果两个变量条

件独立,其返回结果为 True;反之为False;Z是集合V\(Vi∪
Vj)所有可能的子集,也就是对于n个变量的问题,需要做

２n－２次条件独立性检验,而这仅仅只确定了两个变量间边

存在的情况,显然这样的测试代价是不能承受的.因此,现有

的约束类方法往往采用启发式的方法来进行条件独立性测

试,如 MMPC算法的核心启发式信息就是对于变量集中的每

一个变量,找到最大化最小关联值的变量组成的集合,这个集

合就是算法要找的父子节点集.其背后的直觉在于,最小关

联值描述了两个变量是否可能条件独立,若大于０则有可能,

那么与一个变量最小关联值最大的那个变量最有可能是其直

接的父亲或儿子节点.然而在本文中,EvOS算法第一步所

需要的仅仅只是对搜索空间进行一定的约减,对无向图框架

的精度要求并没有那么高,具体来说,EvOS的骨架学习允许

学到的无向图骨架中存在多出的边.因此本文提出了一种更

简约的基于条件独立性检验的无向图骨架学习方法,并给出

了该方法能够保障所有正确边都包含在该骨架中的理论证

明.首先介绍邻居集合的定义.

定义２(邻居集合)　

Nei(Vi)＝{Vj:Vj∈V\Vi,IT(Vi,Vj|S)＝False} (２)

其中,S＝V\(Vi∪Vj),即V 中除了Vi和Vj剩下变量组成的集

合.邻居集合对于每个变量Vi,找出那些给定其他所有变量

作为条件集合下与Vi不条件独立的节点组成的集合.显然,

如果Vj∈Nei(Vi),也一定有Vi∈Nei(Vj),因此可以根据所

有节点的邻居集合来构建无向图,下面的定理保证了这样做

的合理性.

定理１　给定一个贝叶斯网络结构图G＝(V,E),对于

每一个节点Vi,有Pa(Vi)⊆Nei(Vi),即Vi在G 中的父亲节

点集合包含在其邻居集合中.

证明:对任意的V∗ ∈Pa(Vi),根据式(１)的乘积分解形

式有IT(Vi,V∗|S)＝False,由定义２可得V∗ ∈Nei(Vi),因

此Pa(Vi)⊆Nei(Vi).

值得注意的是,定理１只保证了根据邻居集合构建的无

向图不会少边,但还是会存在一些多出的边.然而这里的无

向图骨架只是用于后续节点序的适应度评估,与最终输出的

网络结构无直接关联,在后续的章节中我们会看到 EvOS是

如何使用该骨架为节点序搜索提供快速评估的.

３．３　节点序搜索

上一节中介绍了如何通过基于约束的方法得到变量间的

无向图骨架,接下来将介绍EvOS最核心的部分,即如何利用

该无向图与相应的启发式算法搜索到最优的节点序.

首先,给定一个无向图GUnd与一个节点序ρ,可以根据ρ
中节点的排序为GUnd中的边进行定向,其中节点序在前的节

点成为父节点,反之成为 子 节 点,得 到 有 向 图 G.显 然,G
中没有环路,是一个有向无环图.图２给出了一个该过程

的示例,在该示例中,考虑序(１,２,３,４)与(４,３,１,２)分别

为４个节点的完全无向图定向得到的有向无环图如图２
所示.

图２　节点序定向过程实例

Fig．２　Exampleofnodeorderorientationprocess

得到有向无环图G 后,将其当作贝叶斯网络的结构,根

据给定的观测数据D,可以得到其BDeu评分如下:

fBDeu(G,D)＝∑
n

i＝１
　∑

qi

j＝１
log

Γ(α/qi)
Γ(mij＋α/qi)＋(

∑
ri

k＝１
log

Γ(mijk＋α/riqi)
Γ(α/riqi) ) (３)

其中,n是变量个数,ri为节点Vi的状态个数,qi为节点Vi的父

节点状态组合总数,Γ 是 Gamma函数,α是超参数,mijk 是观

测数据D 中节点Vi为状态k 且父节点状态组合为j的样本

数量,mij＝∑
ri

k＝１
mijk.从式(３)也能看出为什么需要做第一步的

无向图骨架学习,这个无向图相当于把每个节点可能的父亲

限制在了一定范围内,而 BDeu评分中mij与qi这两项的计算

开销都是与父节点状态个数成正比的,这意味着多出一个父

节点哪怕其只是一个二值变量,父节点的状态排列总数也要

翻一倍.因此如果不使用无向图骨架对父节点个数加以限

制,对节点序的搜索相当于对一个完全有向图的搜索,此时计

算BDeu评分的代价是根本无法接受的.

接下来,这个评分值被当作该节点序的适应度值,然后根

据这样的适应度值定义,使用遗传算法来搜索最优节点序,
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如算法１所示.

算法１　节点序搜索遗传算法

输入:无向图骨架 GUnd,观测数据 D,搜索代数 max_epoch,评分函数

fBDeu(G,D)

输出:最优节点序ρ∗

１．随机初始化节点序种群pop
２．根据fBDeu计算个体ρ为 GUnd定向后得到的有向无环图 G的评分作

为ρ的适应度值并保存最优ρ∗

３．forepoch←１tomax_epochdo

４．　使用重组、变异算子产生子代

５．　计算适应度值并根据选择算子选出新一代种群pop′

６．　更新ρ∗

７．endfor

８．输出ρ∗

其中,重组、变异算子是遗传算法中产生新个体所用到的

一种操作;而选择算子是从父代子代中选出新一代个体的策

略,其重点在于兼顾新种群的质量与多样性.算法１具体采

用的３种算子分别是顺序交叉、置换变异算子以及锦标赛选

择算子.
(１)顺序交叉算子[１２].顺序交叉算子通过选择一个父母

个体的一段子序列并保留其在另一个父母个体中的顺序来产

生子代.例如两个父母个体分别是节点序(１,２,３,４,５,６)和
(３,１,４,６,５,２),现在在第二个父母个体中随机选择３个点

位,如第２,４,５这３个位置,其对应的节点分别是１,６,５,保留

除了这３个点位之外的其他位置并复制到子代,得到(３,x,４,

x,x,２),子代剩下的部分,即为x的那些节点,按照第一个父

母个体中(１,６,５)这３个节点的顺序进行排列,得到第一个子

代个体(３,１,４,５,６,２).同理,选择同样点位,互换一二父母

个体位置,得到第二个子代个体(１,４,３,５,２,６).顺序交叉算

子的一个操作实例如图３所示.

图３　顺序交叉实例

Fig．３　Exampleofordercrossoveroperator

(２)置换变异算子[１２].置换变异算子选择个体的一段子

片段,将其随机移动到另一个地方形成新的个体.如节点序

(１,２,３,４,５,６),随机选择一个片段,如(２,３),将其移动到节

点５后面,形成新个体(１,４,５,２,３,６).置换变异算子的一个

操作实例如图４所示.

图４　置换变异算子实例

Fig．４　Exampleofdisplacementmutationoperator

(３)锦标赛选择算子[１２].锦标赛选择算子是演化类算法

中较为常用的一种选择算子,其主要步骤为:每次从待选

择种群中选出一定数量的个体,将其中适应度最高的放入

下一代种群中,重复该操作,直到下一代种群规模达到预

定大小.

３．４　贝叶斯网络构建

本节介绍EvOS的最后一步,即结合 K２算法并使用ρ∗

作为其输入,构建最终的贝叶斯网络结构.K２算法是一种由

节点序指导的贪婪搜索,其要求输入一个节点序ρ与一个正

整数u,输出为一个有向无环图,即找到的贝叶斯网络结构.

K２算法的特点是效果高度依赖所输入节点序的质量,如果所

输入的节点序质量很高,则能找到准确度非常高的网络结构,

反之输出的结构可能与真实结构相差甚远.K２算法从一个

包含所有节点的空图出发,按照节点序ρ的顺序逐个考察节

点,并通过为该节点选择父节点的方式增加边,其中父亲节点

的选择遵循两个准则:(１)其在节点序ρ中的位置在该节点之

前;(２)选择其为父节点能最大地增加整个网络的评分.正整

数u是 一 个 超 参 数,被 用 来 限 制 最 大 父 节 点 的 个 数.在

EvOS算法中,通过之前的两步已经找到了我们所认为正确

的节点序,最后一步可使用 K２来得到最终的贝叶斯网络结

构.EvOS的全流程如图５所示.

图５　EvOS全流程图

Fig．５　FlowchartofEvOS

４　EvOS在基准数据集上的实验

４．１　实验设置

为了验证EvOS算法的性能,选取了多个常用的基准测

试贝 叶 斯 网 络 进 行 仿 真 实 验,分 别 是:Asia[２９],Sachs[３０],

Child[３１],Insurance[３２],Alarm[３３]以及 Hailfinder[３４].各基准

贝叶斯网络的属性如表１所列.
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表１　基准贝叶斯网络参数

Table１　ParametersofbenchmarkBayesiannetworks

网络 节点数 边数 参数数量

Asia ８ ８ １８
Sachs １１ １７ １７８
Child ２０ ２５ ２３０

Insurance ２７ ５２ ９８４
Alarm ３７ ４６ ５０９

Hailfinder ５６ ６６ ２６５６

在以上贝叶斯网络中,分别通过采样产生样本容量大小

为５０００的仿真数据作为实验数据.为降低采样带来的随机

性对结果的影响,每个网络分别产生３０组样本数据,研究各

算法在这３０组采样中结构学习任务上的表现,结果以均值与

标准差的形式呈现.

本文选取贝叶斯网络结构学习混合类方法 MMHC[１５]、

贪 婪 评 分 搜 索 类 方 法 GES[１３]、演 化 评 分 搜 索 类 方 法

K２GA[１２],以及约束类方法 PCＧstable[３５](相比原始 PC算法,

性能更加稳定)作为对比算法,每个算法分别在以上每个网络

的每组采样数据中运行１０次.

为评价算法性能,选取的评估指标有:F１值、结构汉明距

离(StructureHammingDistance,SHD)与算法运行时间.其

中,F１是一个０到１之间的实数,衡量了预测结果与真实网

络相比精确率与召回率的综合情况,其值越大,说明预测结果

越接近真实.SHD则衡量了两者相差边的数量,其是一个正

整数,越小表示误差越小.F１与SHD值由下式计算得到:

F１＝２×precision×recall
precision＋recall

(４)

precision＝ TP
TP＋FP

(５)

recall＝ TP
TP＋FN

(６)

SHD＝FN＋FP (７)

其中,TP(TruePositive)表示预测正确的边数,FP(False

Positive)表示在预测结果中但不在真实网络中的边数,FN
(FalseNegative)表示在真实网络中但没有被预测到的边数.

４．２　实验结果与分析

４．２．１　算法的有效性

EvOS与４个对比算法在上述６个数据集上３０组采样数

据中运行的F１与SHD均值与标准差情况分别如图６与图７
所示.

图６　EvOS与对比算法在６个基准数据集上的F１值对比

(F１值越大越好)

Fig．６　F１comparisonofEvOSandbaselinesonsixbenchmark

datasets(thehigherF１scorethebetter)

图７　EvOS与对比算法在６个数据集上的SHD值对比

(SHD值越小越好)

Fig．７　SHDcomparisonofEvOSandbaselinesonsix

benchmarkdatasets(thelowerSHDthebetter)

由图６可见,若 F１作为评价指标,EvOS在有效性上与

K２GA 总体差距不大,在６个问题中有４个问题表现略差于

K２GA,另外２个问题上表现几乎一样.６个问题上的 F１性

能损失百分比分别为:１３．７％,６．０％,０．０％,９．４％,４．７％与

０．０％.相比其他３个对比算法,EvOS在６个问题中F１这一

指标上均明显占优,其中 EvOS比 MMHC在６个问题中 F１
值高 出 １７．４％ ~７４．１％,比 PCＧstable 高 出 ２６．６％ ~

１１８．６％,比 GES高出４０．０％~８４．３％.以上是从均值方面

得到的分析结果.从标准差上看,K２GA 与 EvOS的标准差

较其他３个算法都偏小,说明这两种方法更加稳定,采样偏差

所带来的不稳定性对其影响更小.值得一提的是,在Sachs,

Alarm与 Hailfinder中虽然 EvOS的均值较 K２GA 偏小,但

如果按均值加上标准差作为上限来看,在这３个问题中EvOS
的上限与 K２GA是非常接近的.

由图７可见,若SHD作为评价指标,EvOS同样与K２GA
在有效性上相差甚微.在Sachs上 K２GA的平均SHD为０,

因此其对应的柱状条几乎不可见,在 Child上同理.在６个

基准问题上计算出 K２GA和 EvOS的平均SHD之差占真实

网络结构总边数的百分比分别为:－３６．３％,－７．１％,０．０％,

－５．０％,６．３％与０．２％.由此可见,在 Alarm 和 Hailfinder
两个基准问题上,EvOS的平均SHD值比 K２GA的更低.在

６个基准问题上计算出 MMHC和EvOS的平均SHD之差占

真实网络结构总边数百分比最低为６．３％,最高可达４２．９％;

同理,PCＧstable和 GES的百分比最低为１１．３％和２０．０％,最

高可达５４．１％和５５．０％.这表明相较于 MMHC,PCＧstable和

GES这３个算法,EvOS在SHD这一指标上占优更加明显.

综上,从以F１与SHD两个指标衡量的有效性上看,EvOS
与K２GA差不多,同时显著优于 MMHC,PCＧstable和GES.下

面研究EvOS与 K２GA在算法时间复杂度上的对比表现.

４．２．２　算法的高效性

在算法时间高效性方面,图８展示了 EvOS与 K２GA 在

６个贝叶斯网络中运行平均速度的对比,纵坐标的含义是

EvOS相比 K２GA的加速百分比.由图８可以看出,在以上６
个数据集中,EvOS在速度上相比 K２GA 均有数量级上的提

升,最多可至１７０倍加速,最少也有４倍多加速.

从有效性与高效性两个方面综合来看,相比以K２GA为代

表的演化评分搜索类方法,EvOS在有效性相仿的情况下,大幅

提升了时间效率,同时有效性显著好于以 MMHC,PCＧstable与

GES为代表的混合类、约束类以及贪婪评分搜索类方法.

５３２李明嘉,等:基于演化序搜索的混合贝叶斯网络结构学习方法



图８　EvOS与 K２GA在６个数据集上的运行时间对比

Fig．８　ComparisonofrunningtimeofEvOSandK２GAon

sixbenchmarkdatasets

５　EvOS在知识结构发现任务上的应用

目前人工智能技术已经在教育领域扎根并推动着教育信

息化的快速发展,智能教育从教学质量、教学效率以及教育公

平性等多个方面创造了传统教育所缺失的价值,对于学生、学

校、政府相关部门等都具有重大意义.本文结合贝叶斯网络

结构学习技术,旨在通过对知识结构图的学习与推理为教师

和学生提供具有启发性的建议.

本文在 Wu等[３６]公布的数据集上进行实验,该数据集记

录了某市近四千名高二学生在一次数学期末统考中的表现,

包括这些学生在１６道选择/填空题中的对错情况以及由教育

学专家所标注的这些题目包含的知识点信息,这些知识点分

别是“不等式性质”“数据采样方法”“等比数列”“函数与等式”

“解三角形”“数据分析原理”“经典概率论”“线性规划”“算法

定义”“算法逻辑”“等差数列”“空间想象能力”“抽象与总结能

力”、“推理与论证能力”“计算能力”“数据处理能力”.这些知

识点从某类非常具体的数学题(如解三角形)到某种数学概念

(如函数与等式)再到学生某方面的能力(如计算能力),在抽

象程度上层层递进.然而这是一整张试卷上包含的全部知识

点,本文从中选取了一类题目,以该类题目包含的知识点为例

进行知识结构学习,这类题目的一个示例如图９所示.

例:设△ABC三内角:A、B、C成等差数列,其正弦值:sinA、sinB、sinC成等比

数列,则这个三角形的形状是(　　)

A．直角三角形 B．钝角三角形

C．锐角三角形 D．都有可能

图９　知识结构学习例题

Fig．９　Exampleforknowledgestructurelearning

由图９可知,该类题目并不是单独考查某个知识点,而是

综合了三角函数与数列两个部分,这也是数学考试中难题、压

轴题的一大特点.而对这样的题目作知识结构学习是非常有

意义的,由知识结构学习得到的贝叶斯网络能帮助教师在教

学过程中针对性地制定策略,以及考试后对学生进行错题归

因分析.由专家标注的该类题目所包含的知识点间的知识结

构如图１０所示.

值得注意的是,图１０中的箭头并不表示我们通常认知中

的学习先后关系,而是表示知识点间的依赖关系.知识点 A
与知识点B间的箭头表示:掌握 A的前提是掌握B.如图１０
中“解三角形”→“函数与等式”这条边表示:掌握“解三角形”

这一知识点依赖于学生掌握“函数与等式”的知识点,只有

掌握了后者才有可能掌握前者.可以看到,图中的每条路径

体现的依赖都是在抽象程度上逐步提高,从对具体的某个考

点的掌握到对某个数学概念、性质的理解,再到某方面的能力

的高低,这也符合人们对于知识结构的直觉经验.

图１０　专家定义的知识点间贝叶斯网络结构图

Fig．１０　ExpertdefinedBayesiannetworkstructurebetween

nodesofknowledge

本文根据 DINA模型[３７]推理出这批学生在这些知识点

上的掌握情况矩阵,以此为观测数据进行贝叶斯网络结构学

习,并将得到的结构图与专家标注的真实结构图进行对比.

EvOS及其对比算法分别运行３０次的性能均值与标准差的

比较如表２所列.

表２　EvOS与对比算法在智能教育知识结构学习任务上的性能表现

Table２　PerformanceofEvOSandcomparisonalgorithms
inknowledgestructurelearningtask

方法 F１ SHD 运行时间/s
EvOS ０．５８±０．０４ ６．６±１．１ １９９±１４
K２GA ０．６０±０．０３ ６．３±０．８ ３９６４±１２９
MMHC ０．２１±０．００ １３．０±０．０ ＜１
GES ０．２９±０．００ １４．０±０．０ ＜１

PCＧstable ０．２２±０．００ １３．０±０．０ ＜１

从表２可以看出,EvOS与 K２GA 相较其他３个算法均

在有效性上有显著优势,同时在这个７个节点９条边４０００条

观测数据的问题中,K２GA的效率只有 EvOS的１/２０,K２GA
平均要一个多小时才能得出知识结构图,而EvOS则只需要３
分钟左右.这只是考虑一张试卷中一类题目的情况,如果是

教师想要对某次考试的所有类题目知识点结构进行分析,

EvOS相比 K２GA能够节省更多的时间.

如果综合考虑有效性与高效性,能得到如图１１所示的性

能帕累托(Pareto)图.

图１１　EvOS与对比算法在知识结构学习任务中有效性与

高效性的综合对比

Fig．１１　ComparisonofeffectivenessandefficiencyofEvOS

andbenchmarkalgorithmsinknowledgestructurelearningtask
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结束语　针对现有的贝叶斯网络结构学习算法在很多实

际应用场景中难以权衡“好”和“快”的问题,本文提出了一种

基于演 化 节 点 序 搜 索 的 混 合 贝 叶 斯 网 络 结 构 学 习 方 法

EvOS.EvOS将贝叶斯网络结构学习“好”的关键与“快”的关

键有机统一到一个框架之下,使用演化优化方法搜索高质量

节点序;针对适应度评估过慢的问题,利用约束的方法进行加

速;最后基于高质量节点序来指导贪婪搜索,以保证解的质

量.在常用基准数据集与智能教育知识结构发现任务上的实

验结果均表明:在众多对比方法中,EvOS是在高效性与有效

性两端综合最优的方案.本文提出的EvOS可为贝叶斯网络

结构学习在智能教育等实际场景中提供切实可行的方案.

对于未来的工作,我们的设想如下:首先,目前我们使用

的技术是基于贝叶斯网络的,也就是对数据中关联关系的研

究,后续希望能够将研究对象从贝叶斯网络变为因果网络,即

从关联关系发现上升为因果关系发现,进而使我们发现的图

结构具有因果语义,这样对我们的决策才能有指导意义;其

次,目前EvOS能够处理的问题规模仍然不大,基本上能够做

到数十个节点左右,后续希望能够将EvOS拓展到更高维度,

如上百、数百个节点的问题中去;此外,虽然 EvOS相比演化

类方法快了许多,但其高效性相比传统方法仍处于弱势,因此

后续希望能够在不损失有效性的前提下进一步提升算法的效

率;最后,除了智能教育,许多其他应用场景也对贝叶斯网络

结构发现的有效性和高效性权衡提出了类似需求,未来我们

将在这些场景中应用本文提出的方法,进一步发挥其潜力.
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