
Cahn-Hil l iard方程多重网格求解器收敛性分析

郭靖, 齐德昱

引用本文

郭靖, 齐德昱.  Cahn-Hi l l ia rd方程多重网格求解器收敛性分析[J ] .  计算机科学,  2023,  50(11) :  23-31.

GUO Jing, QI Deyu. Convergence Analysis of Multigrid Solver for Cahn-Hill iard Equation [J]. Computer

Science, 2023, 50(11): 23-31.

相似文章推荐（请使用火狐或 IE 浏览器查看文章）

Similar articles recommended (Please use Firefox or IE to view the article)

基于分层抽样优化的面向异构客户端的联邦学习

Federated Learning Based on Stratified Sampling Optimization for Heterogeneous Clients

计算机科学, 2022, 49(9): 183-193. https://doi.org/10.11896/js jkx.220500263

一种采用免疫原理的恶意软件检测方法

Immune-based Method for Malware Detection

计算机科学, 2010, 37(9): 161-163.

GMRES算法求解烟雾仿真N-S方程

GMRES Algorithm to Solve Navier-Stokes Equation of Smoke Simulation

计算机科学, 2016, 43(Z11): 190-192. https://doi.org/10.11896/j.issn.1002-137X.2016.11A.042

CSC模型的协议与语言

计算机科学, 2002, 29(3): 112-114.

CLS：一种支持状态图复用的攻击场景描述语言

计算机科学, 2006, 33(11): 69-73.

https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/jsjkx.220800030
https://www.jsjkx.com/EN/10.11896/jsjkx.220800030
https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/jsjkx.220500263
https://doi.org/10.11896/jsjkx.220500263
https://www.jsjkx.com/CN/Y2010/V37/I9/161
https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/j.issn.1002-137X.2016.11A.042
https://doi.org/10.11896/j.issn.1002-137X.2016.11A.042
https://www.jsjkx.com/CN/Y2002/V29/I3/112
https://www.jsjkx.com/CN/Y2006/V33/I11/69


http://www．jsjkx．com

DOI:１０．１１８９６/jsjkx．２２０８０００３０

到稿日期:２０２２Ｇ０８Ｇ０２　返修日期:２０２２Ｇ１１Ｇ２５
基金项目:国家自然科学基金(６１０７００１５);广东省前沿与关键技术创新专项资金(重大科技专项)(２０１４B０１０１１０００４);广东省普通高校工程技术

研究中心项目(２０２２GCZX０１３)

ThisworkwassupportedbytheNationalNaturalScienceFoundationofChina(６１０７００１５),GuangdongFrontierandKeyTechnologicalInnovation

SpecialFunds(GrantScientificandTechnologicalProject)(２０１４B０１０１１０００４)andFundsoftheUniversityEngineeringandTechnologyResearch

CenterofGuangdong(２０２２GCZX０１３)．
通信作者:齐德昱 (qideyu＠gmail．com)

CahnＧHilliard方程多重网格求解器收敛性分析
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摘　要　CahnＧHilliard(CH)方程是相场模型中的一个基本的非线性方程,通常使用数值方法进行分析.在对 CH 方程进行数

值离散后会得到一个非线性的方程组,全逼近格式(FullApproximationStorage,FAS)是求解这类非线性方程组的一个高效多

重网格迭代格式.目前众多的求解 CH 方程主要关注数值格式的收敛性,而没有论证求解器的可靠性.文中给出了求解 CH
方程离散得到的非线性方程组的多重网格算法的收敛性证明,从理论上保证了计算过程的可靠性.针对 CH 方程的时间二阶

全离散差分数值格式,利用快速子空间下降(FastSubspaceDescent,FASD)框架给出其 FAS格式多重网格求解器的收敛常数

估计.为了完成这一目标,首先将原本的差分问题转化为完全等价的有限元问题,再论证有限元问题来自一个凸泛函能量形式

的极小化,然后验证能量形式及空间分解满足FASD框架假设,最终得到原多重网格算法的收敛系数估计.结果显示,在非线

性情形下,CH 方程中的参数ε对网格尺度添加了限制,太小的参数会导致数值计算过程不收敛.最后通过数值实验验证了收

敛系数与方程参数及网格尺度的依赖关系.
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中图法分类号　TP３０１

　

ConvergenceAnalysisofMultigridSolverforCahnＧHilliardEquation
GUOJing１andQIDeyu２

１SchoolofSoftwareEngineering,SouthChinaUniversityofTechnology,Guangzhou５１０００６,China

２SouthChinaBusinessCollege,GuangDongUniversityofForeignStudies,Guangzhou５１０００６,China

　

Abstract　TheCahnＧHilliard(CH)equationisafundamentalnonlinearequationinthephasefieldmodelandisusuallyanalyzed

usingnumericalmethods．Followinganumericaldiscretization,wegetanonlinearequationssystem．Thefullapproximation

scheme(FAS)isanefficientmultigriditerativeschemeforsolvingsuchnonlinearequations．Inthenumerousarticlesonsolving

theCHequation,themainfocusisontheconvergenceofthenumericalformat,withoutmentioningthestabilityofthesolver．In

thispaper,theconvergencepropertyofthemultigridalgorithmisestablished,whichisfromthenonlinearequationsystemobＧ

tainedbysolvingthediscreteCHequation,andthereliabilityofthecalculationprocessisguaranteedtheoretically．ForthediffeＧ

rencediscretenumericalschemeoftheCHequation,whichisbothsecondＧorderinspatialandtime,weusethefastsubspacedeＧ

scentmethod(FASD)frameworktogivetheestimationoftheconvergenceconstantofitsFASschememultigridsolver．First,we

transformtheoriginaldifferenceproblemintoafullyequivalentfiniteelementproblem．Itdemonstratesthatthefiniteelement

problemcomesfromtheminimizationofconvexfunctionalenergy．ThenitisverifiedthattheenergyfunctionalandthespatialdeＧ

compositionsatisfytheFASDframeworkassumption．Finally,theconvergencecoefficientestimateoftheoriginalmultigridalgoＧ

rithmisobtained．Theresultsshowthatinthecaseofnonlinearity,theparameterεintheCHequationimposesrestrictionsonthe

gridsize,whichwillcausethenumericalcalculationprocessnottoconvergewhenitistoosmall．Finally,thespatialandtemporal

accuracyofthenumericalformatisverifiedbynumericalexperiment,andthedependenceoftheconvergencecoefficientonthe

equationparametersandgridＧscaleisanalyzed．
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１　引言

本文给出了求解 CahnＧHilliard(CH)方程的差分格式的

多重网格算法的收敛性分析.CH 方程是相场模型中的一

种,具有守恒的性质.相场模型是对相变问题进行建模的一

种方法.CahnＧHilliard方程最初于１９５８年被提出,用于模拟

二元金属混合物的相分离现象[１Ｇ２].作为一个基础模型,它可

以广泛用于模拟界面分离现象、从纳米尺度的化学沉淀[３]、肿

瘤生长[４]、界面移动[５]以及图像分割[６].此外,CH 方程也可

以和别的方程联合起来模拟更复杂的物理现象[７].

作为椭圆问题的高效求解器,多重网格也被用来求解

CH 方程及其变形问题得到的数值格式.文献[８Ｇ１１]用全逼

近格式的 V循环多重网格法(FASＧV)对数值格式进行求解,

并通过数值实验验证了求解器的有效性,但并没有从理论分

析角度给出相应的求解器算法的收敛性分析.实际上非线性

多重网格算法的收敛性分析一直是一个难点.对于非线性多

重网格收敛性的结果非常少,特别是关于 V循环全逼近格式

(FASＧV)的.收敛性研究的主要参考文献来自文献[１２Ｇ１８],

主要方法有两种:１)非线性多水平校正方法;２)子空间校正方

法.非线性多水平校正方法是 FAS格式的一种扩展.在这

个 领 域 中 比 较 完 整 的 结 果 来 自 Reusken 和 HackＧ

busch[１２,１４,１７],它们证明了一类非线性出现在零次项上的非线

性椭圆问题的收敛性问题.Hackbusch[１８]提出了针对一类非

线性问题的多重网格算法,通过对非线性算子及其导数添加

约束,结合标准的光顺和逼近性质,证明了 FAS在足够细的

网格上在解充分小的邻域内收敛,但是光顺次数必须足够大,

需要使用 W 循环.在后续的研究中,Reusken[１２,１７]研究了一

类具有中等非线性的二阶半线性椭圆方程边值问题.在这类

比较简单的非线性问题中,他证明了对非线性算子更弱的假

设下FAS的收敛性.在他们的工作中使用的证明是基于对

FAS迭代做线性化处理,而且得到的收敛性在某种意义上是

局部的.例如,Reusken[１２]证明了 V循环的FAS格式在一个

从粗网格到细网格上半径缩小的球内局部收敛.Xie等[１９]基

于多水平校正方法提出了一种针对半线性椭圆问题的完全多

重网格方法,可以达到渐近最优的计算复杂度.

另一方面,Tai等[２０Ｇ２１]在子空间校正框架[２２]下研究了一

类凸优化问题的多重网格方法.Tai等[２０]考虑了一些无约束

凸优化问题,并对一类子空间迭代算法得到了全局一致收敛

估计.他们的方法是建立在一个满足稳定分解性质和加强

CauchySchwarz不等式的抽象空间上,在每一个子空间中,都

使用了原始的目标函数,严格来说,是自然地定义在细网格上

的.且每一个局部问题需要精确求解,这样产生的代价远比

FAS格式要求的更高.在子空间校正框架的基础上,Chen
等[２３]对凸优化问题提出了快速子空间下降算法(FASD)分析

框架,放松了对局部问题精确求解的限制,可以将 FAS格式

多重网格算法看作是一种线搜索步长系数为１的 FASD 算

法.但对于一般求解 CH 方程的差分方法而言,由于并无

函数子空间的概念,因此无法直接应用FASD框架进行分析.

本文对求解CH 方程的差分数值格式[８]所使用的多重网

格求解器给出了收敛性分析,本质上是利用差分法与有限元

方法在特定情形下的完全等价性,利用FASD框架[２３]得到等

价的有限元问题的多重网格算法的收敛性,进而得到原始差

分格式求解算法收敛.首先我们给出连续情形下的CH 问题

及其弱形式,再对二维平面区域进行剖分,定义相应的差分格

式和多重网格算法;然后给出与差分格式等价的有限元问题,

给出它在离散的 Hilbert空间严格凸的能量泛函,并基于

FASD框架证明了有限元问题的多重网格算法的收敛性.

２　CahnＧHilliard问题及离散

假设Ω＝(０,Lx)×(０,Ly),令ϕ∈H１
per(Ω).对于任意

ϕ∈H１
per(Ω),定义如下形式的能量:

E(ϕ)＝∫Ω
ε－１ １

４ϕ４Ｇ１
２ϕ２( ) ＋ε

２|Ñϕ|２{ }dx (１)

其中,界面宽度参数ε＞０是一个小的常数,E 的详细推导参

见文献[１].Ω上的梯度守恒形式为:

∂sϕ＝Ñ􀅰(M(ϕ)Ñμ) (２)

其中,M(ϕ)＞０为迁移率,μ是化学势,定义为:

μ∶＝δϕE＝ϕ３－ϕ－ε２Δϕ (３)

其中,δϕE 表示关于ϕ 的变分导数.相场序参量ϕ和化学势μ
都满足周期边界条件.

可以看出式(２)是质量守恒的.由于演化方程是梯度形

式的,因此能量(１)在解(２)的轨迹上随时间不增加.

离散时间相关问题的求解方法有３种,显式格式有严格

的时间步长限制;隐式格式每一步要求解一个非线性问题,计

算量大;而半隐式格式可以放宽时间步长约束,相比隐式格式

又降低了计算量.这里使用半隐式格式,其中凸分解格式源

自Eyre[２４]的开创性工作.为简单起见,假设Ω＝(０,１)×(０,

１).令 M∈ℤ＋ ,s∶＝T/M 为时间步长,其中T 是结束时间.

对∂tϕ 做差分近似,∂tϕ(tn＋１＝(m＋１)s)≈(ϕn＋１－ϕn)/s,其中

０≤m≤M－１.对μ的凸项进行隐式处理,对凹项进行显式

处理,得到:

ϕm＋１－ϕm＝sΔμm＋１

μm＋１∶＝(ϕm＋１)３－ϕm－ε２Δϕm＋１
(４)

为简单起见,这里取 M(ϕ)≡１.

２．１　基本定义

这里使用文献[８,２５]中关于离散函数和算子的定义及结

果.首先定义二维空间中需要用到的网格函数和差分算子.

考虑区域Ω＝(０,１)×(０,１),假设 N 为正整数,将h＝１/N 定

义为空间步长.对于任意正整数 N,考虑如下集合:

EN∶{i􀅰h|i＝０,􀆺,N}

CN∶ i－１
２( ) 􀅰h|i＝１,􀆺,N){ }

CN－∶＝ i－１
２( ) 􀅰h|i＝０,􀆺,N＋１){ }

(５)

属于集合CN－\CN 的两个点称为虚拟点.定义如下函数

空间:

４２ ComputerScience 计算机科学 Vol．５０,No．１１,Nov．２０２３



EΩ∶＝{ϕ:CN－ ×CN－ →ℝ}

Ex
Ω∶＝{ϕ:EN ×CN →ℝ}

EyΩ∶＝{ϕ:CN ×EN →ℝ}

E
→

Ω∶＝Ex
Ω×Ey

Ω

(６)

CΩ 中的函数称为单元中心函数.单元中心函数的分量

写为ϕi,j:＝ϕ(ξi,ξj),其中ξi:＝(i－１/２)􀅰h.类似地,Ex
Ω 中

的函数称为边中心函数.边中心函数的分量写为fi＋１/２,j∶＝

f(ξi＋１/２,ξj).

一个离散函数ϕ∈CΩ 满足周期边界条件,如果在虚拟点

上ϕ满足:

ϕN,j＝ϕ０,j,ϕN＋１,j＝ϕ１,j

ϕi,N ＝ϕi,０,ϕi,N＋１＝ϕi,１

(７)

２．２　离散算子、内积和范数

引入边到中心差分算子dx:Ex
Ω→CΩ,通过分量定义为:

dxfi,j∶＝１
h

(fi＋１/２,j－fi－１/２,j)

dy:Ey
Ω→CΩ 的定义类似.定义Ñh􀅰 :E

→
Ω→CΩ:

Ñh􀅰f∶＝dxfx＋dyfy

其中,f＝(fx,fy)T.定义Ax:CΩ→Ex
Ω 的分量形式为:

Axϕi＋１/２,j∶＝１
２

(ϕi,j＋ϕi＋１,j)

Ay:CΩ→Ey
Ω 类似.定义Ah:CΩ→E

→
Ω:

Ahϕ∶＝(Axϕ,Ayϕ)T

定义Dx:CΩ→Ex
Ω分量形式为:

Dxϕi＋１/２,j∶＝１
h

(ϕi＋１,j－ϕi,j)

Dy:CΩ→Ey
Ω类似.定义Ñh:CΩ→E

→
Ω:

Ñhϕ∶＝(Dxϕ,Dyϕ)T

标准的离散Laplace算子Δh:CΩ→CΩ 为:

Δhϕ∶＝Ñh􀅰Ñhϕ
定义如下内积:

(ϕ,ψ)h∶＝h２ ∑
N

i＝１
　∑

N

j＝１
ϕi,jψi,j,∀ϕ,ψ∈CΩ

[f,g]x∶＝ １
２h２ ∑

N

i＝１
　 ∑

N

j＝１
(fi＋１/２,jgi＋１/２,j＋fiＧ１/２,jgi－１/２,j),

∀f,g∈Ex
Ω

[􀅰,􀅰]y 的定义类似.对于ϕ,ψ∈CΩ,其梯度的自然内

积定义形式为:

(Ñhϕ,Ñhψ)h∶＝[Dxϕ,Dxψ]x＋[Dyϕ,Dyψ]y (８)

对单元中心函数ϕ∈CΩ 引入如下范数:

‖ϕ‖∞,h∶＝max
i,j,k

|ϕi,j|

‖ϕ‖p,h∶＝(|ϕ|p,１)
１
p
h ,１≤p＜∞

(９)

此外,定义:

‖Ñhϕ‖p,h∶＝([|Dxϕ|p,１]x＋[|Dyϕ|p,１]y)１
p

当p＝２时,(Ñhϕ,Ñhϕ)h ＝ ‖ Ñhϕ‖２
２,h．离散 ‖􀅰‖H

１
h
,

‖􀅰‖H
２
h

和‖􀅰‖H
４
h
范数定义为:

‖ϕ‖２
H

１
h∶＝‖ϕ‖２

２,h＋‖Ñhϕ‖２
２,h

‖ϕ‖２
H

２
h∶＝‖ϕ‖２

H
１
h ＋‖Δhϕ‖２

２,h

‖ϕ‖２
H

４
h∶＝‖ϕ‖２

H
２
h ＋‖ÑhΔhϕ‖２

２,h＋‖Δ２
hϕ‖２

２,h

(１０)

２．３　分部求和公式

对满足周期边界条件的ϕ,ψ∈CΩ,有如下分部求和公式:

(ϕ,Δhψ)h＝－(Ñhϕ,Ñhψ)h
(ϕ,Δ２

hψ)h＝(Δhϕ,Δhψ)h
(１１)

２．４　离散的CahnＧHilliard问题

对于１≤m≤M－１,给 定 ϕm,ϕm－１ ∈CΩ,寻 找 ϕm＋１,

μm＋１/２∈CΩ 满足周期边界条件,使得:

ϕm＋１－ϕm－sΔhμm＋１/２＝０

(χ(ϕm＋１,ϕm)－ϕ

⌒

m＋１/２)－ε２Δhϕ
∧m＋１/２－μm＋１/２＝０{ (１２)

其中,

χ(ϕm＋１,ϕm)∶＝１
４

(ϕm＋１＋ϕm)((ϕm＋１)２＋(ϕm)２)

ϕ

⌒

m＋１/２∶＝３
２ϕm－１

２ϕm－１

ϕ
∧m＋１/２∶＝３

４ϕm＋１＋１
４ϕm－１

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１３)

这个数值格式是质量守恒的:

(ϕm,１)h＝(ϕ０,１)h＝β０,∀m≥０ (１４)

３　非线性多重网格求解器

首先给出递归的全逼近格式 V循环多重网格算法,计算

过程如图１所示.

图１　递归FASVＧ循环算子

Fig．１　RecursiveFASVＧcycleoperator

接下来使用非线性 FAS多重网格方法来求解方程组

(１２)－(１３),完成这一过程需要定义算子(Operator)和源

(Source)项以及光顺算子(Smooth)的计算过程.更多细节请

参考 Trottenberg[２６].首先对数值格式(１２)－(１３)进行重写:

给定ϕm－１,ϕm ∈CΩ,求 解 周 期 函 数 ϕm＋１,μm＋１ ∈CΩ,满 足

方程:

ϕm＋１
i,j －sΔhμm＋１

i,j ＝ϕm
i,j

μm＋１
i,j －χ(ϕm＋１

i,j ,ϕm
i,j)＋

３ε２

４Δhϕm＋１
i,j ＝－ϕ

~m＋１
２i,j －ε２

４Δhϕm－１
i,j

(１５)
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为了后续演示方便,这里将化学势的记号由μm＋１/２变为

μm＋１.令ϕm＋１＝(ϕm＋１,μm＋１)T,任意ϕ的上标将单独赋给ϕ
和μ.定义形状为２×N×N,非线性算子 N＝(N１,N２)T的

分量形式为:

N１
i,j(ϕm＋１,ϕm)＝ϕm＋１

i,j －sdx (Dxμm＋１)i,j－sdy (Dyμm＋１)i,j

N２
i,j(ϕm＋１,ϕm)＝μm＋１

i,j －χ(ϕm＋１
i,j ,ϕm

i,j)＋ε２Δhϕm＋１
i,j

定义形状为２×N×N 的源Sm＝(S(１,m),S(２,m))T 的分量

形式为:

S(１,m)
i,j ＝ϕm

i,j,S(２,m)
i,j ＝－ϕ

~m＋１/２
i,j －ε２

４Δhϕm－１
i,j (１６)

方程组(１５)等价于 N(ϕm＋１)＝Sm.注意到算子 N 和源

Sm 在每个时间步都会变化.

接下来给出产生 N(ϕ)＝Sm 近似解的光顺算子.这个算

子的操作定义为:

ϕ
－＝Smooth(λ,ϕ,N,Sm) (１７)

其中,ϕ为光顺前的近似解,ϕ
－

为光顺后的近似解,λ为光顺次

数.光顺使用非线性的 GaussＧSeidel方法及 RedＧBlack序遍

历节点.为了方便展示,下文给出使用更简单的字典序进行

光顺的细节.同时,这里并没有使用对称的光顺步骤,即使这

很容易实现[２６].令n为字典序 GaussＧSeidel迭代的序数(注

意不要混淆光顺序数n和时间步序数m).为了简化记号,

令:

　χ
~(ϕ,ψ)∶＝１

４
(ϕ２＋ψ２)

则有,

　χ(ψi,j,ϕm
i,j)＝χ

~(ψi,j,ϕm
i,j)(ψi,j＋ϕm

i,j)

其中,ψ为任意取值在单元中心的网格函数.

GaussＧSeidel光顺如下:对于每个(i,j),以字典序从(１,

１)遍历到(N,N),给定前一个光顺步得到的ϕm 和μm,求解

ϕm＋１
i,j 和μm＋１

i,j 满足:

ϕm＋１
i,j ＋s

h２４μm＋１
i,j

　＝S(１,m)
i,j ＋s

h２[μm
i＋１,j＋μm＋１

i－１,j＋μm
i,j＋１＋μm＋１

i,j－１]

－χ
~(ϕm＋１

i,j ,ϕm
i,j)－

９ε２

２h２[ ]ϕm＋１
i,j ＋μm＋１

i,j

＝S(２,m)
i,j ＋χ

~
(ϕm＋１

i,j ,ϕm
i,j)ϕm

i,j－３ε２

４h２[ϕm
i＋１,j＋ϕm＋１

i－１,j＋

ϕm
i,j＋１＋ϕm＋１

i,j－１] (１８)

除去对立方项的线性化,这个光顺过程实现了标准的

GaussＧSeidel块迭代.由式(１８)定义的２×２线性方程组是无

条件可解的(这里系数矩阵的行列式始终为正).使用 CraＧ

mer法则来求解ϕm＋１
i,j 和μm＋１

i,j ,注意到 GaussＧSeidel迭代过程

的不动点为这个格式的唯一解.

一个完整的 GaussＧSeidel块循环结束后,从(１,１)到(N,

N)以字典序遍历了所有网格节点.λ个光顺循环结束后,如

方程(１７)所示,向量结果记为ϕ
－,光顺算子的操作同时结束.

多重网格在具有层次的网格上工作.使用序数n来标记

网格层次,其中ℓmin≤ℓ≤ℓmax,ℓmax为最细的网格对应的序数,

ℓmin为最粗的网格对应的序数.上面描述的光顺过程只应用

在最细的网格上,但它可以很容易地抽象到粗网格上,只要在

粗网格上定义出非线性算子 NH 即可.这可以使用经典的方

式来实现,例如标准的９点格式在粗网格上也成立.从每个

点的角度来看,非线性算子和网格层次序数ℓ相关,可以将非

线性算子记为 Nm
ℓ .同时,这里需要一个算子来将粗网格的

信息传递到细网格上以及相反的过程.使用Rℓ－１
ℓ 来表示限

制算子,将ℓ层细网格上的函数转化为ℓ－１层粗网格上的函

数,用Pℓ
ℓ－１来表示延拓算子,将ℓ－１层粗网格上的函数转换

为ℓ层细网格上的函数,这里都是指单元中心函数.限制算

子定义为单元的均值;延拓算子使用分段常数插值[２６].

这样就完成了FASVＧ循环算子中所有相关符号的定义.

最后,使用FASVＧ循环多重网格格式来迭代求解每个时间步

上的值,具体算法如图２所示.

图２　加入时间步的FASVＧ循环迭代算法

Fig．２　FASVＧcycleiterationalgorithmwithtimestep

图２中,参数τ＞０为停止阈值.算法中放缩后的２Ｇ范

数为:

‖r‖２,★ ＝ h２

２　∑
２

σ＝１
　∑

N

i＝１
　∑

N

j＝１
(r(σ)

i,j)２ (１９)

其中,r为任意２×N×N 张量,r(σ)
i,j为其元素.

４　FASD算法框架

以下内容引自参考文献[２３],给定一个 Hilbert空间V,

有内积(,)V 和范数‖􀅰‖V .考虑一个泛函极小化问题:

u＝argmin
v∈V

E(v)

假设１(强凸性质)　存在常数μ＞０,使得:

μ‖w－v‖２
V ≤‹E′(w)－E′(v),w－v›

对于任意w,v∈V 成立,其中‹􀅰,􀅰›为空间V′和V 之

间的对偶.

假设２(一阶泛函导数的Lipschitz连续性)　对于给定的

μ０∈V,存在常数L,使得对任意 w,v∈B∶＝{v∈V|E(v)≤

E(μ０)}满足:

‖E′(w)－E′(v)‖V′≤L‖w－v‖V

其中,

‖f‖V∶＝ sup
v∈V,‖v‖V ＝１

‹f,v›＝ sup
v∈V\{０}

‹f,v›
‖v‖V

假设３　假设E 和Ei 都两阶 Frechet可导,并且存在常
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数０＜ε＜μ/２使得对任意w∈Β,ηi∈Vi,以及所有ui,vi∈Vi

满足:

|‹E″(w＋ηi)ui,vi›－‹Ei″(Qiw＋ηi)ui,vi›|≤ε‖ui‖V

‖vi‖V

假设４(空间分解稳定)　存在常数CA ＞０,使得对任意

v∈V,存在vi∈Vi,i＝１,􀆺,N 成立.

v＝∑
N

i＝１
vi,∑

N

i＝１
‖vi‖２

V ≤C２
A‖v‖２

V

假设５(强CauchySchwartz不等式)　存在常数CS＞０,

对任意wi,j∈B,ui∈Vi,vi∈Vi,wi,j＋ui∈Β,下式成立:

∑
N

i＝０
　 ∑

N

j＝i＋１
‹E′(wi,j＋ui)－E′(wi,j),vj›≤

　CS (∑
N

i＝０
‖Ñui‖２)１

２ (∑
N

j＝０
‖Ñvj‖２)１

２

子空间校正算法伪代码如算法１所示.

算法１　子空间校正算法

Input:v０∶＝uk

Output:uk＋１∶＝vN

１．Fori＝１∶Ndo

２．　计算子空间扰动,令ξi＝Qivi－１,计算

３．　　τi＝E′i(ξi)－RiE′(vi－１)∈Vi′

４．　求解子空间残差方程,求ηi∈Vi,使得‹Ei′(ηi),w›＝‹τi,w›,

∀w∈Vi

５．　　计算校正值si＝ηi－ξi∈Vi

６．　应用子空间校正vi∶＝vi－１＋si

７．　Endfor

８．Return

定理１　假设{dk}∞
k＝０,{δk}∞

k＝０,{ηk}∞
k＝０为非负实数序列,

前两项间存在关系:δk＝dk－dk＋１,k＝０,１,２,􀆺,假设存在两

个与k无关的常数CU ,CL ＞０,满足CLηk≤δk,dk＋１≤CUηk,

则有:

dk＋１≤ CU

CL ＋CU
dk,k＝０,１,２,􀆺

最终{dk}单调地趋于０.

令:

dk＋１∶＝E(uk＋１)－E(u)

δk∶＝E(uk)－E(uk＋１)

ηk∶＝∑
N

j＝０
‖ej‖２

V

则可以得到如下收敛定理.

定理２(收敛性定理)　假设uk 为 FAS算第k步迭代的

解,且uk＋１ ＝FAS(uk).如果空间分解满足假设(SS１)和

(SS２),能量E满足假设(E１)和(E２),子空间上能量Ei 满足

假设(AP),且ε≤μ/２,则有:

E(uk＋１)－E(u)≤ρ(E(uk)－E(u))

成立,且有:

ρ＝
(CS＋ε)２C２

A＋ε
(CS＋ε)２C２

A＋μ(μ－２ε)

５　等价的有限元问题

令TH 为Ω 的均匀三角形剖分,如图３所示,Th 为对TH

各边二等分后得到的三角形剖分.如果Ki∈Th(i＝１,􀆺,４)

为对通过连接单元 K∈TH 各边中点后得到的４个子单元,

则有hKi＝HK/２,i＝１,􀆺,４.通过这种方式构建的网格是全

局均匀的.

图３　有限元均匀三角剖分

Fig．３　Uniformtriangulationoffiniteelement

定义有限元空间如下:

Sh∶＝{υ∈C(Ω)∩H１
per(Ω)∣ν|K∈p１(K)∀K∈Th}

定义双线性形式为:

a:Sh×Sh→R为a(ϕ,ψ)∶＝s(Ñϕ,Ñψ)

则a(􀅰,􀅰)构成S
􀳱
h 上的内积.

对于差分格式(１２)－(１３),定义相应的弱形式问题如下:

对１≤m≤M－１,给定ϕm
h ,ϕm－１

h ∈Sh,寻找(ϕm＋１
h ,μm＋１/２

h )∈

Sh×Sh 满足周期边界条件,使得:

(ϕm＋１
h －ϕm

h ,νh)＋s(Ñμm＋１/２
h ,Ñνh)＝０,∀νh∈Sh

(χ(ϕm＋１
h ,ϕm

h )－ϕ
⌒

m＋１/２
h ,ψh)＋ε２(Ñϕ

∧m＋１/２
h ,Ñψh)－

(μm＋１/２
h ,ψh)＝０,∀ψh∈Sh

(２０)

其中:

　χ(ϕm＋１
h ,ϕm

h )∶＝１
４

(ϕm＋１
h ＋ϕm

h )((ϕm＋１
h )２＋(ϕm

h )２)

ϕ

⌒

m＋１/２
h ∶＝３

２ϕm
h －１

２ϕm－１
h

ϕ
∧m＋１/２
h ∶＝３

４ϕm＋１
h ＋１

４ϕm－１
h

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(２１)

涉及到的积分使用集中质量法求解,即以单元顶点为数

值积分节点,每个节点具有相同的权重.这个格式是质量守

恒的,有:

(ϕm
h ,１)＝(ϕ０

h,１)＝β０,∀m≥０ (２２)

定义均值为零的有限元空间为:

L２
０(Ω)∶＝{υ∈L２(Ω)∣(v,１)＝０},S

°

h∶＝Sh∩L２
０(Ω)

考虑下面的可逆算子Th:S
􀳱
h→S

􀳱
h.由下面的变分问题定

义,给定ϕ∈S
􀳱
h,求Th(ϕ)∈S

􀳱
h 满足:

a(Th(ϕ),ψ)＝－(ϕ,ψ),∀ψ∈S
􀳱
h

由 Riesz表示定理,Th 被唯一决定.

引理１　令v,w∈S
􀳱
h,对于这些函数取:

(v,w)－１∶＝a(Th(v),Th(w)) (２３)

然后(􀅰,􀅰)－１定义了一个S
􀳱
h 上的内积,且其导出的范

数等价于算子范数:

‖v‖－１∶＝ (v,v)－１ (２４)

最后对所有v∈S
􀳱
h 及所有w∈S

􀳱
h,|(v,w)－１|≤‖v‖－１

‖Ñw‖成立.进一步对所有v∈L２
０(Ω),有 Poincare类型的
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不等式:存在某个C＞０,使得‖v‖－１≤C‖v‖.

接下来定义离散的Laplace算子.Δh:S
􀳱
h→S

􀳱
h 定义为,对

任意vh∈Sh,Δhvh∈S
􀳱
h 为如下问题的唯一解:

(Δhvh,wh)∶＝－(Ñvh,Ñwh),∀wh∈Sh

则Th(ϕ)可记为１
sΔ－１

h (ϕ).定义:

f∶＝ ３
２I＋ε２

４Δh( )ϕm
h －１

４
(ϕm

h )３－１
２ϕm－１

h

定理３　假设Ω⊂R２,令β０∶＝(ϕm
h ,１),定义ϕm

★∶＝ϕm
h －

β０∈S
􀳱
h.对任意ϕ∈S

􀳱
h⊂H

􀳱１
per(Ω),定义能量为:

Eh(ϕ)＝１
２‖ϕ－ϕm

★ ‖２
－１＋ １

１６
((ϕ＋β０)３＋ ４

３
(ϕ＋β０)２ϕm

h ＋

２(ϕ＋β０)(ϕm
h )２,ϕ＋β０)＋３ε２

８
(Ñϕ,Ñϕ)－(f,ϕ＋

β０) (２５)

则式(２５)定义的能量E 二阶 Frechet可导,而且在空间S
􀳱
h 上

定义范数为‖Ñϕ‖时满足假设(E１)和(E２).进而E 在空间

S
􀳱
h 上存在唯一的全局极小值点.进一步地,ϕm＋１

★ ∈S
􀳱
h⊂H

􀳱１
per

(Ω)是式(２５)的极小值点当且仅当它是下列方程的解.

１
４

((ϕ＋β０)３＋(ϕ＋β０)２ϕm
h ＋(ϕ＋β０)(ϕm

h )２＋(ϕm
h )３,

ψ)＋３ε２

４
(Ñϕ,Ñψ)＋(μm＋１/２

★ ,ψ)＝(f,ψ),∀ψ∈S
􀳱
h (２６)

其中μm＋１/２
★ ∈S

􀳱
h 是如下方程的解:

a(μ,ν)＝－(ϕm＋１
★ －ϕm

★ ,ν),∀ν∈S
􀳱
h (２７)

证明:对第一项做一次变分,有:

d
dt

１
２‖ϕ＋tψ－ϕm

★ ‖２
－１[ ]|t＝０

　＝[(ϕ＋tψ－ϕm
★ ,Th(ψ))－１]|t＝０

＝(ϕ－ϕm
★ ,Th(ψ))－１

＝－(μ,ψ)

其中,μ∈S
􀳱
h 是a(μ,ν)＝－(ϕ－ϕm

★ ,ν)∀ν∈S
􀳱
h 的解.二次变

分为d２

dt２
１
２‖ϕ＋tψ－ϕm

★ ‖２
－１[ ]|t＝０＝(ψ,ψ)＞０,∀ψ≠０.

对第二项的一阶变分为:

d
dt

[１
１６

((ϕ＋tψ＋β０)３＋ ４
３

(ϕ＋tψ＋β０)２ϕm
h ＋２(ϕ＋tψ＋

β０)(ϕm
h )２＋４(ϕm

h )３,ϕ＋tψ＋β０)]|t＝０＝ １
４

((ϕ＋β０)３＋

(ϕ＋β０)２ϕm
h ＋(ϕ＋β０)(ϕm

h )２＋(ϕm
h )３,ψ)

对第二项的二阶变分为:

d２

dt２[１
１６

((ϕ＋tψ＋β０)３＋ ４
３

(ϕ＋tψ＋β０)２ϕm
h ＋２(ϕ＋tψ＋

β０)(ϕm
h )２＋４(ϕm

h )３,ϕ＋tψ＋β０)]|t＝０ ＝(１
４

((ϕ＋β０ ＋

ϕm
h )２＋２(ϕm

h )２)ψ,ψ)＞０,∀ψ≠０
进而得到能量泛函的一阶Frechet导数为:

‹E′h(ϕ),ψ›＝(μ,ψ)＋１
４

((ϕ＋β０)３＋(ϕ＋β０)２ϕm
h ＋(ϕ＋

β０)(ϕm
h )２＋(ϕm

h )３,ψ)＋３ε２

４
(Ñϕ,Ñψ)－(f,

ψ)

其中,μ＝Th(ϕ－ϕm
★ ).泛函的二阶Frechet导数为:

‹Eh″(ϕ)ω,ψ›＝(ω,ψ)－１＋１
４

((|ϕ＋β０＋ϕm
h|２＋２|ϕm

h|２)

ω,ψ)＋３ε２

４
(Ñω,Ñψ)

这里选择u０＝０,进而E(u０)＝０.B∶＝{v∈S
􀳱
h|E(v)≤

E(μ０)},由E 的凸性可以得到集合B 的凸性.对ϕ∈B,有

E(ϕ)≤０.定义:

F(ϕ)＝１
４‖ϕ‖４

L４ －１
２‖ϕ‖２

L
２ ＋ε２

２‖ϕ‖２
L

２

F
~(ϕ,ψ)＝F(ϕ)＋１

４‖ϕ－ψ‖２
L

２ ＋ε２

８‖Ñϕ－Ñψ‖２
L

２

则经过计算可以得到:

Eh(ϕ)＝‖ϕ－ϕm
★ ‖２

－１＋F
~(ϕ,ϕm)－F

~(ϕm
★ ,ϕm－１)＋

１
４‖ϕ－２ϕm

★ ＋ϕm－１‖２
L

２ ＋ε２

８‖Ñϕ－２Ñϕm
★ ＋

Ñϕm－１‖２
L

２ ≤０
这里定义ϕ－１＝ϕ０,进而有:

F(ϕm)≤F
~(ϕ,ϕm

★ )≤F
~(ϕ０

★ ,ϕ－１)＝F(ϕ０)＝C０(ε,Cp)

直接计算可知,对任意ϕ∈S
􀳱
h 有:

１
２‖ϕ‖２

L
２ ＋ε２

２‖Ñϕ‖２
L

２ －|Ω|≤F(ϕ)

可以对ϕ∈S
􀳱
h 得到如下有界性:

‖Ñϕ‖２
L

∞
s (０,T;L２)∶＝ max

０≤m≤M
‖Ñϕm‖≤C１(u０,ε,Cp)

‖ϕ‖２
L

∞
s (０,T;L４)∶＝ max

０≤m≤M
‖ϕm‖２

L
４ ≤C２(u０,ε,Cp)

(２８)

其中,Cp＝Cp(Ω)＞０为Poincare不等式中的常数:

‖ϕ‖≤Cp(Ω)‖Ñϕ‖,∀ϕ∈S
􀳱
h

由 Taylor展开式有,ζ＝tϕ＋(１－t)ψ,对某个t∈[０,１]成

立,对能量的一阶变分有:

‹Eh′(ϕ),ω›－‹Eh′(ψ),ω›＝‹E″h(ζ)ω,ϕ－ψ›,∀ω∈S
􀳱
h

而对能量的二阶变分有估计式:

|‹Eh″(ζ)ω,η›|≤s‖ÑTh(ω)‖‖ÑTh(η)‖＋ １
２ ‖ζ＋

β０‖２
L

４ ‖ω‖L
４ ‖η‖L

４ ＋‖ϕm
h ‖２

L４

‖ω‖L４ ‖η‖L４ ＋３ε２‖Ñω‖􀅰‖Ñη‖

≤s‖ÑTh(ω)‖‖ÑTh(η)‖＋ １
２ ‖ζ＋

β０‖２
L

４ ‖ω‖L
４ ‖η‖L

４ ＋‖ϕm
h ‖２

L
４

‖ω‖L
４ ‖η‖L

４ ＋３ε２‖Ñω‖􀅰‖Ñη‖

≤[sC＋(C２
p‖ζ＋β０‖２

L
４ ＋C２

p‖ϕm
h ‖２

L
４ ＋

ε２)]‖Ñω‖􀅰‖Ñη‖
进而可以得到对能量一阶变分的上界为:

|‹Eh′(ϕ),ω›－‹Eh′(ψ),ω›|

　＝|Eh″(ζ)ω,ϕ－ψ|

　≤[sC＋(C２
p ‖ζ‖２

L
４ ＋C２

p ‖ϕm
★ ‖２

L
４ ＋ε２)]‖ Ñω‖􀅰

‖Ñ(ϕ－ψ)‖
对能量一阶变分的下界为:

‹Eh′(ϕ),ϕ›－‹Eh′(ψ),ψ›

　＝‹Eh″(ζ)(ϕ－ψ),ϕ－ψ›
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　＝s(ÑTh(ϕ－ψ),ÑTh(ϕ－ψ))＋３
４

(ζ２(ϕ－ψ),ϕ－ψ)＋１
２

(|ζϕm
★|(ϕ－ψ),ϕ－ψ)＋１

４
(|ϕm|２(ϕ－ψ),ϕ－ψ)＋ε２

(Ñ(ϕ－ψ),Ñ(ϕ－ψ))

　≥ε２‖Ñ(ϕ－ψ)‖２

这样就验证假设(E１)(E２)成立.

令(μm＋１
★ ,ϕm＋１)∈S

􀳱
h×S

􀳱
h 为方程(２６)－(２７)的解.定义

ϕm＋１
h ∶＝ϕm＋１

★ ＋β０/|Ω|.令:

K２∶＝(１
１６

((ϕm＋１
h )３＋４

３
(ϕm＋１

h )２ϕm
★ ＋

２(ϕm＋１
h )(ϕm

★ )２,１)－β０)

令μm＋１
h ∶＝μm＋１

★ ＋K２/|Ω|,则有(μm＋１
h ,ϕm＋１

h )∈Sh×Sh

是方程(２０)－(２１)的解.

接下来给出有限元空间Sh 的一个分解,并验证这个分解

及Sh 上的能量(２５)满足假设.现在构造空间V 的两层分解.

令 N＝{xi}N
i＝１⊂R２ 为Th 的内点集合,定义Lagrange节点基

函数为:

Bh＝{ψi∈Sh,１≤i≤N ∣ψh(xj)＝δi,j,１≤i,j≤N}

Bh 为Sh 的基,构造如下空间分解:

V＝∑
N

i＝０
Vi＝Sh (２９)

其中,V０＝SH ,使用与Sh 同样的方式构造产生.Vi＝span
({ψi}),１≤i≤N.

定理４　有限元空间Sh 的分解式(２９)满足假设(SS１).

证明:令QH :L２(Ω)→SH 为到SH 的L２ 投影.

(QHv,w)＝(v,w),∀w∈SH

对于任意v∈Sh,用v~＝(I－QH )v∈Sh 表示误差,并假设

v~＝∑
N

i＝１
v~i为误差在Sh 中的分解.由QH 在准均匀网格上的标

准逼近性质、逆不等式和节点分解在L２ 模下的稳定性,有:

∑
N

i＝１
|ν~i|２

１≤C∑
N

i＝１
h－２‖ν~i‖２≤C∑

N

i＝１
h－２‖νi‖２≤C|νi|２

由QH 在准均匀网格上的H１ 稳定性,有|QHv|∧
１ ＜|v|１.

这样使用如下分解时,假设(SS１)成立.

ν＝QHν＋(ν－QHν)＝QHν＋∑
N

i＝１
ν~i

定理５(SS２)　令能量E如式(２５)所示,对空间V＝Sh 做

式(３０)所示的分解,则假设(SS２)成立.

证明:假设wi,j∈B,ui∈Vi,vj∈Vj,且wi,j＋ui∈B.由

Taylor定理:

∑
N

i＝０
　 ∑

N

j＝i＋１
‹E′(wi,j＋ui)－E′(wi,j),vj›

　＝∑
N

i＝０
　 ∑

N

j＝i＋１
‹E″(ζi,j)vj,ui›

　≤∑
N

i＝０
　 ∑

N

j＝i＋１
|(ÑThui,ÑThvj)＋s

４
((３|ζi,j|２＋２|ζi,jwi,j|＋

|wi,j|２)ui,vj)＋ε２s(Ñui,Ñvj)|
对某个ζi,j∈B 成立,取值介于 wi,j∈B 和wi,j＋ui∈B

之间,且满足有界性(２８).将vi,１≤i≤N 的支撑集记为Si,

它与节点为xi 的小三角形相同.定义:

N(i)∶＝{j＞i|Sj∩Si≠Ø}

则 N(i)的基数为一个远小于 N 的正整数.利用 Cauchy

Schwartz不等式有:

∑
N

i＝０
　 ∑

N

j＝i＋１
(Ñui,Ñvj)

　＝∑
N

i＝０
　 ∑

j∈N(i)
(Ñui,Ñvj)Si∩Sj

　≤∑
N

i＝０
　 ∑

j∈N(i)
‖Ñui‖Si∩Sj ‖Ñvj‖Si∩Sj

　≤(∑
N

i＝０
　 ∑

j∈N(i)
‖Ñui‖２

Si∩Sj
)１

２ (∑
N

i＝０
∑

j∈N(i)
‖Ñvj‖２

Si∩Sj
)１

２

　≤(CT∑
N

i＝０
‖Ñui‖２)１

２ (CT ∑
N

j＝０
‖Ñvj‖２)１

２

　≤CT (∑
N

i＝０
‖Ñui‖２)１

２ (∑
N

j＝０
‖Ñvj‖２)１

２

其中CT＞０是一个和网格结构相关的常数.这里假设网格

是标准而且准均匀的,故CT 与N 和h无关.

类似地有:

∑
N

i＝０
　 ∑

N

j＝i＋１
(ÑThui,ÑThvj)

　＝∑
N

i＝０
　 ∑

j∈N(i)
(ÑThui,ÑThvj)Si∩Sj

　≤∑
N

i＝０
　 ∑

j∈N(i)
‖ÑThui‖Si∩Sj ‖ÑThvj‖Si∩Sj

　≤∑
N

i＝０
　 ∑

j∈N(i)
C２‖Ñui‖Si∩Sj ‖Ñvj‖Si∩Sj

　≤(∑
N

i＝０
　 ∑

j∈N(i)
C２‖Ñui‖２

Si∩Sj
)１

２ (∑
N

i＝０
　 ∑

j∈N(i)
C２

‖Ñvj‖２
Si∩Sj

)
１
２

　≤(CTC２∑
N

i＝０
‖Ñui‖２)

１
２ (CTC２∑

N

j＝０
‖Ñvj‖２)

１
２

　≤CTC２ (∑
N

i＝０
‖Ñui‖２)

１
２ (∑

N

j＝０
‖Ñvj‖２)

１
２

以及

∑
N

i＝０
　 ∑

j∈N(i)
((３|ζi,j|２＋２|ζi,jwi,j|＋|wi,j|２)ui,vj)

　＝∑
N

i＝０
　 ∑

j∈N(i)
((３|ζi,j|２＋２|ζi,jwi,j|＋|wi,j|２)ui,vj)Si∩Sj

　≤∑
N

i＝０
　 ∑

j∈N(i)
(３‖ζi,j‖２

L４(Ω)＋２‖ζi,j‖L４(Ω)‖wi,j‖L４(Ω)＋

‖wi,j‖２
L４(Ω))‖ui‖L４(Si∩Sj)‖vj‖L

４(Si∩Sj)

　≤∑
N

i＝０
　 ∑

j∈N(i)
C２

１‖ui‖L
４(Si∩Sj)‖vj‖L

４(Si∩Sj)

　≤C２
１ (∑

N

i＝０
　 ∑

j∈N(i)
‖ui‖２

L
４(Si∩Sj))

１
２ (∑

N

i＝０
　 ∑

j∈N(i)

‖vi‖２
L

４(Si∩Sj))
１
２

　≤C２
１ (CT∑

N

i＝０
‖ui‖２

L
４ )１

２ (CT∑
N

i＝０
‖vi‖２

L
４ )１

２

　≤C２
１CT (∑

N

i＝０
C２

P‖Ñui‖２)１
２ (∑

N

i＝０
C２

P‖Ñvi‖２)１
２

　≤C２
１CTC２

P (∑
N

i＝０
‖Ñui‖２)１

２ (∑
N

i＝０
‖Ñvi‖２)１

２

因此存在一个常数CS＞０,使得不等式:

∑
N

i＝０
　 ∑

N

j＝i＋１
‹E′(wi,j＋ui)－E′(wi,j),vj›

　≤CS (∑
N

i＝０
‖Ñui‖２)

１
２ (∑

N

j＝０
‖Ñvj‖２)

１
２

成立,特别地,CS＝LCT ＝(C２
１C２

P ＋C２＋１)CT 时,假设(SS２)

成立.

对于假 设 (AP),在 细 网 格 的 子 空 间 上 定 义 Ei (η)＝

E(vi－１＋Qivi－１＋η),在粗网格上定义EH ＝E|VH
.由泛函二

阶导数的连续性以及投影算子 QH 的逼近 性 质 可 得 假 设

(AP)成立,‖w－QHw‖ ≤CH‖w‖１.这里取常数ε＝
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CH≤μ/２＝sε２/２.

定理６　由前面的收敛性定理２,对二层格式的多重网格

算法１有:

E(uk＋１)－E(u)≤ρ(E(uk)－E(u))

成立,且:

ρ＝
(CS＋CH)２C２

A

(CS＋CH)２C２
A＋sε２(sε２－２CH)

６　数值实验

本节主要验证收敛速率ρ对参数ε,h,s的依赖关系.首

先通过增加右端项来设置一个精确解为ϕ＝cos(２πx)cos(t)

的CahnＧHilliard方程.特别地,这里在大小为 Ω＝(０,１)∗
(０,１)的区域上求解方程,取初值为ϕ０

i,j＝cos(２πx),多重网格

迭代终止的条件为‖r‖２,k≤τ∶＝１×１０－１０.

图４－图６中,对残差‖r‖２,h取对数坐标,横轴为迭代

次数.图４中,取s＝０．０１,ε＝０．０３;图５中,取s＝０．０１,h＝

６．２５×１０－３;图６中,取h＝６．２５×１０－３,ε＝０．０３.从图 ４中

可以看到,网格步长较大时收敛速度反而更快.从图６中可

以看到,ε越小,需要的迭代次数越多.从图５中可以看到,

时间步长越小,收敛速度越快;当时间步长太大时,数值格式

会不收敛.

图４　空间步长h和迭代次数的相关性

Fig．４　Relevanceofspacestephanditerations

图５　时间步长s和迭代次数的相关性

Fig．５　Relevanceoftimestepsanditerations

图６　方程参数ε和迭代次数的相关性

Fig．６　Relevanceofεanditerations

从收敛率ρ的表达式来看,ε越小,收敛速度越慢.而且

由sε２－２CH＞０,H＝２h可得:

h＜sε２/４C (３０)

即ε越小,网格h越细.另一方面,ε和界面宽度δ的关系为

δ＝４ ε２ ,要使网格有足够的分辨率也需要h比ε小.但明显

前面一个条件更为严格.对于二阶格式而言,若要保证数值

格式的精度,则需要s足够小.式(３０)也增加了对空间步长h
的限制.

结束语　本文给出了求解 CahnＧHilliard方程的差分格

式的多重网格算法的收敛性分析,从理论上保证了求解过程

的可靠性,并通过数值实验验证了收敛系数与方程参数及网

格尺度的依赖关系.理论分析中用到了差分格式和有限元格

式的等价性,但这种等价性只在极特殊的情况下成立.从收

敛性分析中已经看到方程参数ε对收敛率的影响,在未来的

研究中将尝试改进这种影响,同时尝试恢复多重网格收敛系

数与网格尺度无关的性质.
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