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摘　要　自适应策略与动量法是提升优化算法性能的常用方法.目前自适应梯度方法大多采用 AdaGrad型策略,但该策略在

约束优化中效果不佳,为此,研究人员提出了更适用于处理约束问题的 AdaGrad＋方法,但其与SGD一样在非光滑凸情形下未

达到最优个体收敛速率,结合 NAG动量也并未达到预期的加速效果.针对上述问题,文中将 AdaGrad＋调整步长的策略与

HeavyＧBall型动量法加速收敛的优点相结合,提出了一种基于 AdaGrad＋的自适应动量法.通过设置加权动量项、巧妙选取时

变参数和灵活处理自适应矩阵,证明了该方法对于非光滑一般凸问题具有最优个体收敛速率.最后在l∞¥ 范数约束下,通过求

解典型的 hinge损失函数优化问题验证了理论分析的正确性,通过深度卷积神经网络训练实验验证了该方法在实际应用中也

具有良好性能.
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Abstract　Adaptivestrategiesandmomentum methodsarecommonlyusedtoimprovetheperformanceofoptimizationalgoＧ

rithms．MostoftheadaptivegradientmethodsusetheAdaGradＧtypestrategyatpresent．TheAdaGrad＋ method,whichismore

suitablefordealingwithconstrainedproblems,isproposedtosolvetheinefficiencyofAdaGradＧtypestrategyonconstrainedoptiＧ

mization．ButitisthesameasSGDinnonＧsmoothconvexsituations．Theoptimalindividualconvergencerateisnotreached．ComＧ

biningthestrategywithNAGmomentumbutfailtoachievetheexpectedaccelerationeffect．Aimingattheaboveproblems,this

paperproposesanadaptivemomentummethodbasedonAdaGrad＋．ThemethodusesthestrategyofAdaGrad＋toadjustthe

stepsize,andinheritstheadvantagesoftheHeavyＧBallmomentum methodtoacceleratetheconvergence．Itisprovedthatthe

methodachievestheoptimalindividualconvergenceratefornonＧsmoothconvexproblemsbysettingtheweightedmomentum

term,selectingtimeＧvaryingparametersskillfullyandprocessingtheadaptivematrixflexibly．Finally,experimentsareconducted

onthetypicaloptimizationproblemofhingelossfunctionwithl∞ normconstraint,andtheexperimentresultsverifythecorrectＧ

nessofthetheoreticalanalysis．Inaddition,thedeeplearningexperimentsconfirmthattheproposedmethodalsohasgoodperＧ

formanceinpracticalapplications．

Keywords　Convexoptimization,Adaptivestrategy,AdaGrad＋,HeavyＧBallmomentummethod,Convergencerate

　

　　机器学习问题普遍可以转化为求解目标函数最优解的优

化问题.随机梯度下降法(SGD)[１]是解决优化问题的经典一

阶优化算法,其计算代价低,且在实际应用中收敛速率快.目

前,机器学习领域通常使用自适应步长策略和动量法两种优

化策略来提升优化算法的性能.自适应步长策略指针对深度

学习数据的稀疏性,根据数据不同维度的特征,利用迭代

过程中的历史信息来调节每个维度参数的步长,降低对超

参数的依赖性.动量方法即根据梯度的历史信息对解向

量的更新方向进行调整,从而起到加速作用,提高算法在

求解凸问题时的收敛速率,使其在非凸情形下可逃离鞍点

和局部极值点[２Ｇ３].将两种策略结合得到的自适应动量法

不仅具有更快的收敛速率,而且弥补了 SGD 在步长选择



以及参数更新方向上存在的不足.

AdaGrad型自适应策略源于 Duchi等[４]于２０１１年提出

的 AdaGrad算法,该策略在步长分母上添加对角矩阵,该矩

阵通过累积历史梯度平方信息,使不同维度参数更新步长得

以有效区分.AdaGrad算法在一般凸情况下可获得和梯度下

降法一样 O(t)的regret界(t为迭代步数).目前常见的

RMSprop[５],AdaDelta[６]等算法都是基于 AdaGrad型策略发

展而来的,它们在步长更新中加入了指数移动平均(EMA),

避免过度累积历史信息.但对于约束最小化目标,梯度在最

优时是非零的,上述自适应策略在迭代后期很难有效地找到

合适步长进而得到最优解.２０１７年 Levy[７]提出了一种适用

于约束优化且达到最优收敛速率的自适应方法,但该方法需

要全局最优位于约束域内的条件.Alina等[８]于２０２１年提出

了 AdaGrad＋算法,AdaGrad＋使用新的自适应步长矩阵,不
直接使用历史梯度信息,而是利用前一步参数迭代信息更新

自适应步长,使之在约束优化中具有良好表现.AdaGrad＋
算法在光滑情况下可以得到 O(１/t)的收敛速率,但在非光滑

情况下存在与SGD类似的问题,只能得到 O( lnt/t)的收

敛速率,其相比非光滑凸情形的最优个体收敛速率存在 lnt
因子的差距.

动量法在梯度下降法的基础上添加动量项,用于加快一

阶梯度算法的收敛速度.目前常用的的动量方法有两类.一

类是 HeavyＧBall型动量法[９],该方法由 Polyak于１９６４年提

出.HeavyＧBall型动量法在目标函数各个方向变化强弱明显

的情况下可以取得很好的加速效果,并且复杂度几乎没有增

加.Ghadimi等[１０]对目标函数光滑条件下 HeavyＧball方法的

收敛性进行了深入的研究,得到了未达到最优的平均和个体

收敛速率.Cheng等[１１]证明了在目标函数非光滑 情 况 下

HeavyＧBall型动量法具有 O１/t的最优个体收敛速率.另一

类是 Nesterov提出的 NAG(NesterovAcceleratedGradient)

型动量法[３].在目标函数光滑情况下,利用 NAG 型动量法

的加速作用,能够得到 O(１/t２)的收敛速率.在非光滑情况

下,Tao等[１２Ｇ１３]通过在投影次梯度中引进 NAG 调整步长的

策略,得到 O(１/t)最优个体收敛速率.

为达到更好的收敛效果,将自适应策略与动量法相结合

成为近年来的研究热门,称为自适应动量法.Kingma等提出

的 Adam算法[１４]是首个自适应动量法.Adam 在SGD基础

上使用 AdaGrad型自适应策略调整步长,并且用 EMA 型动

量搜索方向,在实际应用中表现优异.虽然该算法证明了其

在一般凸情形中具有 O(１/t)数据依赖的收敛速率,但 Reddi
等对此提出质疑,他们发现即使对于简单的凸优化问题,

Adam都无法收敛到全局极小值.为解决此问题,他们提出

了 AMSGrad和 AdamNC 两个修正算法[１５].为避免 Adam
存在的收敛性问题,Tao等[１６]放弃了对动量使用 EMA策略,

仅采用EMA策略调整自适应步长,提出了 AdaＧHB算法并

证明了其具有 O(１/t)的最优个体收敛速率.Zhang等[１７]将

AdaＧBelief算法[１８]调整步长的技巧和不采用 EMA 策略的

HeavyＧBall型动量方法相结合,提出了 AdaBHB算法,该算

法在非光滑情况下 同 样 具 有 最 优 个 体 收 敛 速 率.而 对 于

AdaGrad＋策略的研究较少,文献[８]在 AdaGrad＋的基础上

结合 NAG动量法进行改进,在光滑情况下具有 O(１/t２)的最

优收敛速率,但在非光滑情况下只得到与 AdaGrad＋相同的

O( lnt/t)的收敛速率,未取得预想的加速效果.

上述分析表明采用 AdaGrad策略的自适应动量法在约

束优化中表现不佳,而现有的基于 AdaGrad＋的自适应 NAG
动量法未能达到最优个体收敛速率,因此,本文提出一种在满

足在非光滑情形下适用于约束及无约束优化的方法.本文的

主要工作如下:
(１)提出了一种 AdaＧHB＋方法,将 AdaGrad＋自适应策

略拓展到 HeavyＧBall型动量法,弥补了以往自适应动量法在

处理约束优化问题时的不足.
(２)证明了 AdaＧHB＋算法在非光滑一般凸情形下具有

最优个体收敛速率 O(１/t)(见定理１),去除了 AdaGrad＋基

础算法收敛速率中的 lnt因子,体现了 HeavyＧBall的动量加

速效果.
(３)通过约束条件下的非光滑凸优化实验验证了 AdaＧ

HB＋收敛性分析的正确性,并将该方法应用于处理深度学习

任务,证明其在实际运用中也具有良好性能.

值得指出的是,本文整体证明思路受文献[１６]启发,但由

于采用的自适应策略不同,在处理证明过程中涉及自适应矩

阵的相关内容时区别很大.为得到非光滑个体收敛性,本文

引入加权动量项,巧妙选取时变步长和动量项权重参数来转

化迭代公式的形式(见引理１);使用Zinkevich处理在线优化

问题收敛性的方法[１９]来解决变步长与权重导致的递归问题;

对于自适应矩阵的改变带来的证明上的困难,利用新矩阵正

定的特征进行灵活处理(见引理２).

１　相关知识

本章主要对算法收敛速率、AdaGrad算法、AdaGrad＋算

法以及 HeavyＧBall型动量法进行必要的介绍.

考虑如下优化问题:

min
w∈Q

　f(w) (１)

其中,f(w)为凸函数,Q⊆Rn 为有界闭凸集,w∗ 为式(１)的一

个最优解.投影次梯度方法的迭代步骤为:

wt＋１＝PQ(wt－αtgt) (２)

其中,wt 为w 在第t步的迭代输出;αt 为设置的衰减步长,一

般凸情形中αt＝α/t(α＞０);gt 为f(w)在wt 处的次梯度,PQ

是在Q 上的投影算子.

算法性能体现在空间复杂度和时间复杂度上,由于本文

涉及的所有算法均为一阶梯度算法,因此具有相同的空间复

杂度.而算法发展是在不增加每一步迭代的计算代价的基础

上更加合理地利用了历史信息,因此不同算法的时间复杂度

仅取决于达到特定精度所需的迭代步数,即收敛速率.收敛

速率越快,算法复杂度越低.多数算法只给出以所有迭代平

均方式作为输出时的平均收敛速率,然而人们更关注的是单

步迭代作为输出时的个体收敛速率.对于投影次梯度等算

法,平均收敛速率即fw－t－f(w∗ )的收敛速率,其中w－t＝１/

t∑
t

k＝１
wk 是算法历史迭代输出的算数平均值;个体收敛速率即

１２２韦洪旭,等:基于 AdaGrad＋的自适应 HeavyＧBall动量法及其最优个体收敛性



f(wt)－f(w∗ )的收敛速率,其中wt 为w 在第t步的迭代输

出.对于非光滑优化问题,个体收敛相比平均收敛更难达到

最优.Agarwal等[２０]证明了投影次梯度算法在非光滑凸情

形下具有 O１/t的最优平均收敛速率,而Shamir等[２１]证明了

SGD最优个体收敛速率只有 Olnt/t,这与非光滑凸问题的

最优个体收敛速率还有对数阶的差距.

梯度下降法对于所有维度参数均使用同一步长,在稀疏

优化中会影响算法的性能及收敛速率,因而自适应步长策略

被提出.

AdaGrad算法[４]的迭代公式如下:

wt＋１＝wt－αtV－１/２
t gt (３)

Vt＝１
t ∑

t

i＝１
g２

i (４)

其中αt＝α/t(α为固定超参数),gt 为次梯度,g２
i ＝diaggigT

i

为梯度外积矩阵的对角阵.

为了简单和直观起见,可以将αtV－１/２
t 整体视为步长.

AdaGrad算法即用带对角矩阵的自适应步长αtV－１/２
t 代替

式(２)中的αt.对角阵V－１/２
t 累积历史梯度平方信息,其对角

线元素对应各维度参数的更新权重,使不同维度具有不同的

步长.

AdaGrad＋将AdaGrad推广到可行集Q是任意凸集的约

束情况,在无约束情况下几乎与 AdaGrad一致[８],其迭代公

式如下:

wt＋１＝wt－αtD－１
t gt(w∈Q) (５)

Dt＋１,i＝Dt,i １＋wt＋１,i－w２
t,i

R２
∞

(６)

R∞ ≥max
w,u∈Q

‖w－u‖∞ (７)

其中,Dt 为自适应对角矩阵且正定,根据式(６)更新对角线元

素,t为迭代次数,i为元素维数,R∞ 为l∞ 范数球的半径.

由式(４)和式(６)可以看出,AdaGrad＋与 AdaGrad的主

要区别在于步长中的自适应矩阵不同,AdaGrad＋不再直接

累积历史梯度信息,而采用当前与上一步迭代参数差来更新

权重.正如文献[８]所述,一方面,AdaGrad＋利用前一步迭

代信息可以更准确获取数据特征,从而找到合适的步长.当

某一维度参数两次迭代的参数差值较大时,为避免因下降过

快而错过最优值,该方向使用较小步长;当迭代差较小时,为

提高收敛速率,则使用较大步长.另一方面,也可以避免过度

使用历史信息导致迭代后期步长过小,出现停滞现象.

约束条件下,在达到域内最优值时梯度非零,通过梯度信

息无法有效判断迭代是否接近最优值,因此 AdaGrad很难调

整到合适步长,找到最优解.然而当迭代收敛到最优值时,参

数移动总是趋近于零.基于此,本文利用两步迭代参数差调整

步长,使迭代参数差值不断趋近于零,即可有效找到最优解.

HeavyＧBall型动量法有两种计算形式,一种以迭代前后

两点的差为动量,另一种采用 EMA 形式计算动量.使用动

量的EMA形式会导致收敛性分析中出现类似 Adam 无法收

敛的问 题[１５],并 且 在 实 际 应 用 中 还 存 在 其 他 问 题.使 用

EMA型动量在系数趋近于１时会导致算法的迭代陷入停滞,

但传统 HeavyＧBall动量不存在这样的问题[２２].故本文采用

传统 HeavyＧball型动量法,迭代步骤如下:

wt＋１＝wt－αtgt＋βt(wt－wt－１) (８)

其中,wt－wt－１为动量项,βt∈[０,１)为动量系数.

２　AdaＧHB＋方法及其个体最优收敛性分析

本章提出 AdaＧHB＋算法,并给出约束条件下,目标函数

非光滑一般凸情况下的个体收敛性证明.

２．１　AdaＧHB＋算法

将 AdaGrad＋自适应策略与传统 HeavyＧball型动量法相

结合,提出更适用于约束优化的 AdaＧHB＋算法,考虑非光滑

一般凸约束优化,w∈Q,其迭代形式为:

wt＋１＝wt－αtD－１
t gt＋βt(wt－wt－１)

Dt＋１,i＝Dt,i １＋wt＋１,i－w２
t,i

R２
∞

R∞ ≥max
w,u∈Q

‖w－u‖∞

(９)

与以往大多自适应动量法不同的是,所提算法借鉴了

AdaGrad＋自适应调整步长的策略,采用两步迭代的参数差

来更新自适应矩阵,从而在处理约束优化问题时表现更佳.

在此基础上添加不采用 EMA 形式的动量项wt－wt－１,达到

加速收敛的效果.

２．２　最优个体收敛性分析

本文的个体收敛性证明参考 Tao等[１６]对 AdaＧHB算法

收敛性分析的思路,但Vt 与Dt 的不同导致它们在定理证明

过程中对∑
t

k＝１
　１

k
g２

kD－１
k

的处理有所区别.

首先需要给出一个假设条件,该假设在以往收敛性分析

中普遍存在.

假设１(梯度有界)　存在一个常数 M＞０使得:

g∞t≤M(∀w∈Q)

引进加权动量项pt＝t(wt－wt－１),巧妙选取式(９)中的

αt 和βt,将所提算法的迭代方式转化为引理１的形式,基于引

理１可证明定理１.

引理１　令pt＝t(wt－wt－１),αt＝α/(t＋２)t,βt＝t/(t＋

２),则有:

wt＋１＋pt＋１＝wt＋pt－α
t
D－１

t gt

证明:取pt＝t(wt－wt－１)得

wt＋１＋pt＋１＝wt＋１＋(t＋１)(wt＋１－wt)

＝(t＋２)wt＋１－(t＋１)wt

将式(９)代入,得

wt＋１＋pt＋１＝wt－(t＋２)αtD－１
t gt＋(t＋２)βt(wt－wt－１)

令αt＝α/(t＋２)t,βt＝t/(t＋２),整理可得

wt＋１＋pt＋１＝wt＋pt－α
t
D－１

t gt

引理１得证.为解决定理１证明过程中变步长带来的递

归问题,先证明引理２.

引理２　假设梯度有界,令R∞ ≥max
w,u∈Q

‖w－u‖∞ ,存在常

数c,使得 Dt,i≥c＞０(Dt,i为对角矩阵Dt 的第i 维元素),

则有:

∑
t

k＝１
k[(w∗ －(wk＋pk)２Dk －w∗ －(wk＋１＋pk＋１)２Dk

)]＋ ∑
t

k＝１
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１
k
g２

kD－１
k ≤R２

∞t∑
d

i＝１
Dt,i＋M２

c
(２t－１)

证明:借鉴Zinkevich处理在线优化时使用的迭代技巧进

行整理.

∑
t

k＝１
[k(‖w∗ －(wk＋pk)‖２

Dk
)－‖w∗ －(wk＋１＋

pk＋１)‖２
Dk

]＋∑
t

k＝１
　１

k
‖gk‖２

D－１
k

　≤‖w∗ －(w１＋p１)‖２
D１ －t‖w∗ －(wt＋１＋pt＋１)‖２

Dt ＋

M２

c ∑
t

k＝１

１
k

＋∑
t

k＝２
[k(‖w∗ －(wk＋pk)‖２

Dk
)－ k－１

(‖w∗ －(wk＋pk)‖２
Dk－１

)]

　≤∑
d

i＝１
D１,i(w∗

i －(w１,i＋p１,i))２＋M２

c
(２t－１)＋∑

d

i＝１
　 ∑

t

k＝２

((kDk,i－ k－１Dk－１,i)(w∗
i －(wk,i＋pk,i))２)

　≤R２
∞ ∑

d

i＝１
D１,i＋∑

d

i＝１
　 ∑

t

k＝２
[R２

∞ (kDk,i－ k－１Dk－１,i)]＋

M２

c
(２t－１)＝R２

∞t∑
d

i＝１
Dt,i＋M２

c
(２t－１)

引理２得证.

定理１　设f(w)为一般凸函数,取αt＝α/(t＋２)t,βt＝

t/(t＋２),wt 由式(９)生成,存在常数c,使得Dt,i≥c＞０,则:

f(wt)－f(w∗ )≤f(w０)－f(w∗ )
１＋t ＋ R２

∞t
２α(t＋１)∑

d

i＝１
Dt,i ＋

αM２

２c１＋t
(２t－１)

证明:由引理１得

wt＋１＋pt＋１＝wt＋pt－α
t
D－１

t gt 从而有

w∗ －(wt＋１＋pt＋１)２Dt ＝w∗ －(wt＋pt)＋α
t
D－１

t g２
tDt

＝w∗ －(wt＋pt)２Dt ＋α
t
g２

tD－１
t ＋

２w∗ －(wt＋pt),α
t
gt

将pt＝t(wt－wt－１)代入上式第三项,得

w∗ －(wt＋１＋pt＋１)２Dt ≤w∗ －(wt＋pt)２Dt ＋α
t
g２

tD－１t
＋

２w∗ －wt,α
t
gt＋２wt－１－wt,α

t
gt

f(w)为一般凸函数,由凸函数的一阶判别条件得

w∗ －wt,gt≤f(w∗ )－f(wt),wt－１－wt,

gt≤f(wt－１)－f(wt)

代入上式并将不等式两边同乘t/２α,得

t
２αw

∗ －(wt＋１＋pt＋１)２Dt ≤t
２αw

∗ －(wt＋pt)２Dt ＋

α
２t

g２
tD－１t

＋f(w∗ )－f(wt)＋

t(f(wt－１)－f(wt))

将上式从k＝１到t累加,得
(t＋１)[f(wt)－f(w∗ )]≤f(w０)－f(w∗ )＋

∑
t

k＝１
　 α
２k

　g２
kD－１t

＋ ∑
t

k＝１
[k
２α

(w∗ －

(wk ＋pk)２Dk －w∗ － (wk＋１ ＋

pk＋１)２Dk
)]

根据引理２,可得

f(wt)－f(w∗ )≤f(w０)－f(w∗ )
１＋t ＋ R２

∞t
２α１＋t∑

d

i＝１
Dt,i ＋

αM２

２c１＋t
(２t－１)

定理１得证.

推论１　设f(w)为一般凸函数,取αt＝α/(t＋２)t,βt＝

t/(t＋２),wt 由式(９)生成,存在常数c,使得Dt,i≥c＞０,则:

f １
t ∑

t

k＝１
wt( ) －f(w∗ )≤O

１
t

æ
è
ç

ö
ø
÷

由推论１可以看出平均收敛速率相较于个体收敛速率更

易获得.综上可知,在非光滑一般凸的条件下 AdaＧHB＋算

法可以得到 O(１/t)的最优个体收敛速率.然而上述证明是

在批处理条件下完成的,批处理并不适用于大规模数据集.

为解决此问题,我们将上述算法推广至随机形式.

假设一个二分类问题的训练样本集为S＝{(xi,yi)∣i＝

１,２,􀆺,m}⊆Rn×{＋１,１},其中(xi,yi)满足独立同分布.采

用“hinge损失”作为非光滑优化问题的损失函数,即:fi(w)＝

max{０,１－yiw,xi},则优化目标函数为:

min
w∈Q

　f(w)＝１
m ∑

m

i＝１
fi(w) (１０)

约束情况下随机形式 AdaＧHB＋算法的迭代步骤则可以

表示为:

wt＋１＝PQ[wt－αtD－１
t Ñfi(wt)＋βt(wt－wt－１)] (１１)

本文中 采 用 文 献 [２３]的 方 式 计 算 hinge损 失 函 数 次

梯度:

Ñfi(wt)＝１
m ∑

(xi,yi)∈A＋
t
yixi (１２)

其中,At⊆S,A＋
t ＝{(xi,yi)∈At:yiw,xi＜１},在实验中设置

|At|＝１.

随机 形 式 的 AdaＧHB＋ 算 法 具 体 执 行 步 骤 如 算 法 １
所示.

算法１　AdaHB＋算法

输入:循环次数t
输出:wt

１．初始化 向量w１∈Q,D１＝I

２．Fork＝１tot

３．可能选取i∈{１,２,３,􀆺,m}

４．根据式(１２)计算次梯度Ñfi(wk)

５．取αk＝α/(k＋２)k,βk＝k/(k＋２)

６．由式(１１)计算wk＋１

当样本满足独立同分布的条件时,通过随机抽取方式计

算得到的Ñfi(wt)即为函数f(w)在wt 处次梯度的无偏估计.

由上述算法可以看出,随机形式就是用目标函数梯度的无偏

估计替换批处理中的梯度.Rakhlin等[２４]给出了将收敛界从

批处理形式转换到随机形式的技巧.与文献[１１]类似,可以

将本文的定理１转换为随机形式的定理２.

定理２　设f(w)为一般凸函数,取αt＝α/(t＋２)t,βt＝

t/(t＋２),wt 由式(１１)生成,存在常数c,使得Dt,i≥c＞０,则:
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E([f(wt)－f(w∗ )])≤f(w０)－f(w∗ )
１＋t ＋

R２
∞t

２α(t＋１)∑
d

i＝１
Dt,i＋ αM２

２c１＋t
(２t－

１)

由定理２可知,在非光滑条件下随机 AdaHB＋算法可以

达到 O(１/t)的最优个体收敛速率.

３　实验及结果分析

AdaGrad＋算法在约束优化中的实际性能已经在文献

[８]中得到了充分的实验验证,本文主要证明 AdaＧHB＋算法

具有最优收敛速率.因此本章重点对 AdaＧHB＋算法的收敛

性进行验证,通过约束凸优化实验验证 AdaＧHB＋算法个体

收敛速率理论分析的正确性,并通过深度学习实验验证该算

法在实际任务中具有良好的性能.

两组实验均采用６种优化算法进行比较,为更好地体现

本文的研究主旨,我们针对性地选择几种算法,分别为 HeaＧ

vyＧBall算法、AdaGrad 算 法,SGD 算 法、Adam 算 法、基 础

AdaGrad＋ 算法以及 AdaＧHB＋算法.上述算法都是某一

类方 法 的 典 型 代 表,对 比 意 义 较 大.共 同 超 参 数α 从

{１．５,１,０．８,０．１,０．０１,０．００１ }的集合中选取,其他参数

采用以往文献中该算法实验表现较好的参数设置,具体参

数设置如表１所列.

表１　参数设置

Table１　Parametersettings

算法 参数

SGD αt＝α/t
HeavyＧBall αt＝α/(t＋２)t,βt＝t/(t＋２)

AdaGrad αt＝α/t,ε＝１×１０－８

Adam αt＝α/t,ε＝１×１０－８,β１＝０．９,β２＝０．９９９
AdaGrad＋ αt＝α/t
AdaＧHB＋ αt＝α/(t＋２)t,βt＝t/(t＋２)

优化算法的退出条件大多需要计算目标函数值,而计算

目标函数需要遍历所有样本,代价较大.对于求解大规模优

化问题,机器学习优化方法多采用随机形式,只使用部分样

本,无须计算目标函数值,因此通常没有退出条件,都是以迭

代次数为标准,故本文在实验中仅根据以往经验设置合适的

迭代次数.为了对比更加公平,每个算法在６个数据集上均

运行５次,取平均值作为最后的输出.

３．１　一般凸函数分类优化实验

该实验通过处理约束条件下hinge损失分类优化问题验

证了个体收敛性分析的正确性,约束区域为l∞ 范数球{wl∞ ≤

z}.使用SLEP工具箱[２５]中的eplb函数来实现l∞ 范数球的

投影操作.由于数据集不同,z也应选取不同的值,但在同一

数据集中,各算法选取相同的z.实验采用了astro,CCAT,

w８a,ijcnn１,rcv１,covtype这６个常见标准数据集,这些数据

集均来自于LIBSVM 网站,详细数据如表２所列.

表２　标准数据集介绍

Table２　Introductiontostandarddatasets

数据集 训练样本集 维数

astro ２９８８２ ９９７５７
CCAT ２３１４９ ４７２３６
w８a ４９７４９ ３００

ijcnn１ ４９９９０ ２２
rcv１ ２０２４２ ４７２３６

covtype ５２２９１１ ５４

图１为在６个标准数据集下６种算法的收敛速率对比

图,图中横坐标表示迭代步数,纵坐标为当前目标函数值与最

优目标函数值的差.由图可见,在约束凸优化情况下,迭代

１００００步后,６种算法在６个标准数据集上的相对目标函数值

都达到了１０－４的精度,且具有基本相同的收敛趋势.而在同

一精度下,AdaＧHB＋收敛速度相对较快,在迭代步数相同时,

AdaＧHB＋相对目标函数值最低,与理论分析相吻合.

(a)astro (b)CCAT (c)covtype

(d)ijcnn１ (e)rcv１ (f)w８a

图１　收敛速率对比

Fig．１　Comparisonofconvergencerates
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３．２　深度卷积神经网络训练实验

本组实验的目的是验证 AdaＧHB＋算法在实际应用中的

性能.按照 Tao等[１６]的思路,在典型残差网络 ResＧNet１８上

进行实验,实验中采用参数权重衰减和批量归一化策略来减

少过拟合,所用的损失函数为交叉熵损失.

使用６种算法分别在３个公开的标准数据集上进行对比

实验,数据集分别为 CIFAR１０,CIFAR１００,MNIST.图２为

各算法在３种数据集上的损失对比图,图３为各算法在３种

数据集上的测试精度对比图,其中横坐标为迭代次数,纵坐标

分别为损失值和测试精度.可以看出,在各数据集上,相同迭

代步数下,AdaＧHB＋的训练损失相对较低,在测试精度上

也略有优势.在其他深度学习网络中进行的验证实验中,

AdaＧHB＋同样取得了较优的实验效果.由于 篇 幅 限 制,

文中仅展示 ResＧNet１８上的结果.由此可见,本文所提自

适应 HB动量法在处理实际深度学习任务时具有良好的

性能.

(a)CIFAR１０ (b)CIFAR１００ (c)MNIST

图２　ResＧNet１８损失对比

Fig．２　ComparisonoflossvaluesonResＧNet１８

(a)CIFAR１０ (b)CIFAR１００ (c)MNIST

图３　ResＧNet１８测试精度对比

Fig．３　ComparisonoftestaccuraciesonResＧNet１８

　　结束语　 本文结合 AdaGrad＋ 自适应策略以及传统

HeavyＧBall动量,提出了一种名为 AdaＧHB＋的自适应动量

方法,通过理论分析证明了 AdaＧHB＋在非光滑一般凸条件

下具有 O１/t的最优个体收敛速率,体现了动量的加速特点.

与基于 AdaGrad策略的自适应动量法相比,AdaＧHB＋继承

了 AdaGrad＋适用于处理约束问题的优点.实验验证了理论

分析的正确性以及所提方法在实际应用中的良好性能.然

而,本文只分析了非光滑一般凸情况,并未涉及强凸情形,下

一步将继续对强凸条件下 AdaＧHB＋算法的收敛性以及在深

度学习中的应用进行研究.
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