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摘　要　基于邻域系统的粗糙集模型是基于一般二元关系的广义粗糙集模型以及覆盖粗糙集模型的扩展.一般来说,不同的

邻域系统可能生成相同的近似算子.给出不同邻域系统生成相同近似算子的条件,进而基于近似算子提出一种对邻域系统分

类的方法.另外,给出基于邻域系统的粗糙近似算子的公理化描述方法.
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１　引言

粗糙集理论是由波兰数学家 Pawlak[１]于１９８２年提出的

一种数据分析理论,是一种处理不精确或不确定信息的一种

重要的数学工具.目前,粗糙集理论已经发展为粒计算[２]的

重要模型,在数据挖掘、数据库知识发现、决策评估、智能控制

等领域有着广泛的应用.

信息系统知识发现是粗糙集应用的重要研究方向.考虑

到信息系统的多样性,为拓展粗糙集模型的应用范围,人们提

出了多种形式的粗糙集拓展模型,如基于一般二元关系的广

义粗糙集模型[３]、覆盖粗糙集模型[４]、模糊粗糙集模型[５]等.

Lin等[６Ｇ８]引入了基于邻域系统[９Ｇ１０]的粗糙集模型.基于一般

二元关系的广义粗糙集模型以及覆盖粗糙集模型,都是基于

特殊邻域系统的粗糙集模型.基于邻域系统的粗糙集模型在

数据库设计和知识操作方面有着重要应用,Atik[１１]将邻域系

统粗糙集模型运用到图论上,也有学者将邻域系统粗糙集模

型运用到基因选择问题上.基于邻域系统的粗糙集模型将粒

计算理论拓展到了机器学习、数据挖掘等多个领域并有着广

泛应用.许多学者也对基于邻域系统的粗糙集模型中近似算

子的性质进行了系统研究[１２Ｇ１３].在邻域粗糙集模型中,不同的

邻域或者二元关系生成不同的近似算子.而不同的邻域系统

是否可能会生成相同的近似算子,是值得探讨的问题.另外,

不同邻域系统诱导的近似算子之间的关系也值得深入研究.

粗糙集理论将知识理解为关于对象的分类能力,不确定

性概念借助上、下近似算子,通过精确概念进行逼近.粗糙集

模型研究主要包括构造性方法和公理化方法[１４].构造性方

法通过对象之间的相似关系、论域的划分或覆盖、对象的邻域

等构造近似算子并讨论近似算子的代数结构.公理化方法研

究一般集值映射成为近似算子的条件或公理.许多学者都曾

对粗糙集的公理化问题进行了深入研究.Lin和 Liu[１５]研究

了Pawlak粗糙集模型的公理化问题,给出了近似算子的公理

体系,其中包含６条公理.Zhu[１６]指出文献[１５]中的公理体

系不是独立的,进而对其公理体系进行了改造,并给出了两个

独立的公理集.Sun等[１７]在文献[１６]的基础上进一步讨论

近似算子的公理化问题,得到了更为精练的两组公理集;另
外,提出了极小公理集的概念,并证明得到的两组公理集是极

小的.Yao[１８]和 Thiele[１９]从不同角度系统地对基于一般二元

关系的广义粗糙集模型研究了近似算子的公理化刻画方法.

Zhang等[２０Ｇ２１]研究了基于覆盖的粗糙近似算子的公理化问

题,针对３对不同的近似算子分别给出了公理集,并证明得到

的公理集都是独立的.Zhao等[２２]讨论了基于非平凡邻域系

统的粗糙近似算子的公理化问题.另外,许多学者也对模糊

粗糙近似算子、粗糙模糊近似算子、直觉模糊粗糙近似算子等

扩展粗糙集模型公理化问题进行了相应研究[２３Ｇ２７].

本文在以上研究基础上进一步讨论基于邻域系统的粗糙

近似算子的性质及其公理化问题.第２节给出了基于邻域
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系统的粗糙近似算子的一些基本概念和性质;第３节给出了

不同邻域系统生成相同近似算子的条件,进一步借助近似算

子提出了一种邻域系统分类方法;第４节给出了邻域系统近

似算子的公理化描述;最后总结全文.

２　预备知识

本节将介绍邻域系统的概念和一些相关结果.

Sierpinski等[９Ｇ１０]引 入 了 邻 域 系 统 的 概 念,用 于 研 究

Féchet(V)空间.它起源于几何学封闭性概念的抽象.

定义１[９Ｇ１０]　 设U 为论域,记P(U)为U 的幂集,将映射

N:U→P(P(U))称为U 上的邻域系统.对于任意x∈U,

N(x)由U 的一个子集族构成(可能为空集,也可能包含空

集),称为x的邻域系统.任意 K∈N(x)称为x的一个邻域

(粒计算中称为一个信息粒).
邻域系统代表关于论域中元素之间关系的信息或知识.

直观地说,元素邻域中的元素在某种程度上接近或相似于该

元素.x的一个邻域系统N(x)将论域U 中的对象分成若干

类.x的不同邻域由具有不同类型或不同程度相似性的元素

组成.x的同一邻域中的元素被认为是不可分辨的,或者至

少与x没有显著的区别.

与一般的二元关系类似,许多学者[１２Ｇ１３]讨论过一些特殊

的邻域系统.
(１)若对于任意x∈U,有 N(x)≠Ø,则称邻域系统 N 非

平凡.
(２)若对于任意x∈U,有 Ø∉N(x),则称邻域系统 N 串

行.
(３)若对于任意x∈U 和K∈N(x),有x∈K,则称邻域

系统 N 自反.
(４)若对于任意x,y∈U,任意 K∈N(x)和任意V∈

N(y),有x∈V⇒y∈K,则称邻域系统 N 对称.
(５)若对于任意x,y,z∈U,K∈N(y)和L∈N(z),x∈K

和y∈L⇒x∈L,则称邻域系统 N 传递.
(６)若对于任意x∈U 和K∈N(x),存在V∈N(x)使得

对于∀y∈V,存在Vy∈N(y)使得Vy⊆K,则称邻域系统 N
弱传递.

(７)若对于任意x∈U 和K,V∈N(x)存在∃M∈N(x)
使得 M⊆K∩V,则称邻域系统 N 弱一元.

(８)若对于任意x∈U,Kx∈N(x),Kx∈N(x)存在Vx∈
N(x)使得对于任意y∈Vx和任意Vy∈N(y)有Kx⊆Vy,则称

邻域系统 N 欧几里得.
一般来说,我们并不要求邻域系统非平凡和串行,这样定

义是有好处的.第一,这样的定义更加简洁,而不需要其他额

外的条件来约束.第二,这样定义的邻域系统可包含其他数

学结构,如在拓扑结构中,Ø作为其拓扑中的一个开集.

Lin[６Ｇ８]在１９９０年引入了基于邻域系统的粗糙集模型,其
粗糙上下近似算子如下定义.

定义２[６]　设 N:U→P(P(U))为U 上的邻域系统,则对

于任意X⊆U,其上下近似 N(X)和 N(X)定义为:

N(X)＝{x∈U|∀K∈N(x)(K∩X≠Ø)}

N(X)＝{x∈U|∃K∈N(x)(K⊆X)}
下面通过一个简单的例子来说明邻域系统的具体形式和

其上、下近似算子的计算.

例１　取论域U＝{a,b,c,d},让U 上的邻域系统N 如下

定义:

N(a)＝{{a}};N(b)＝{{b,c},{a,d},{b,c,d}};N(c)＝
{{a,b,c},{c,d}};N(d)＝{{a,b,d},{a,c}}

令X＝{a,d}⊆U,则有 N(X)＝{a,c,d},N(X)＝{a,

b}.
由下面的分析,我们可以知道基于一般二元关系的粗糙

集模型[２６]和基于覆盖的粗糙集模型[３,１０]这两种主流的粗糙

集模型都是基于邻域系统的粗糙集模型的特例.
设R为论域U 上的一个二元关系,即R⊆U×U,称(U,

R)为一个广义近似空间,对于任意 X⊆U,X 关于(U,R)的
上、下近似分别定义为[２７]:

R(X)＝{x∈U;Rs(x)∩X≠Ø}

R(X)＝{x∈U;Rs(x)⊆X}
其中,Rs(x)＝{y∈U|(x,y)∈R},称为x关于R 的右邻域.
令NR:U→P(P(U))为:对任意x∈U,有NR(x)＝{Rs(x)}.

则对于任意X⊆U,有R(X)＝NR(X),R(X)＝NR(X).即基

于二元关系的广义粗糙近似算子是基于邻域系统近似算子的

特例.
同样,基于覆盖的粗糙集模型也是基于邻域系统的粗糙

集模型的特例.
对于论域U 的一个非空子集族C＝{ki⊆U|Ki≠Ø,i∈

I},若∪
i∈I

＝U,则称C 为U 的一个覆盖,(U,C)为一个覆盖近

似空间.对于任意 X⊆U,X 关于(U,C)的上、下近似分别定

义为[４,１２]:

C(X)＝{x∈U|∀K∈C(x∈K→K∩X≠Ø)}

C(X)＝{x∈U|∃K∈C(x∈K∧K⊆X)}
令NC:U→P(P(U))为:对任意x∈U,有

NC(x)＝{K∈C|x∈K}

则对于任意X⊆U,有C(X)＝NC(X),C(X)＝NC(X).
下面介绍一些邻域系统近似算子的基本性质.
由邻域系统上下近似算子的定义,直接有以下命题.
命题１[１２Ｇ１３]　N 为论域U 上的邻域系统,则有:
(１)N(Ø)＝Ø,N(U)＝U;

(２)X⊆Y⇒N(X)⊆N(Y),N(X)⊆N(Y).
一些特殊的邻域系统的近似算子有以下性质.
定理１[１２Ｇ１３]　N 为论域U 上的邻域系统,则有:
(１)N 是串行的⇔N(Ø)＝Ø⇔N(U)＝U;
(２)N 是自反的⇔∀X⊆U,N(X)⊆X⇔∀X⊆U,X⊆

N(X);
(３)N 是弱传递的⇔∀X⊆U,N(X)⊆N(N(X))⇔

∀X⊆U,N(X)⊇N(N(X));
(４)N 是弱一元的⇔∀X,Y⊆U,N(X∩Y)＝N(X)∩

N(Y)⇔∀X,Y⊆U,N(X∪Y)＝N(X)∪N(Y).

命题２[１２Ｇ１３,２２]　N 为论域U 上的邻域系统,则有:
(１)若 N 是对称的,则 ∀X⊆U,X⊆N(N(X)),X⊇

N((N(X)),X⊇N(N(X));
(２)若 N 是传递的,则 ∀X⊆U,N(X)⊆N(N(X)),

N(X)⊇N(N(X));
(３)若 N 是欧几里得的,则∀X⊆U,N(X)⊆N(N(X)),

N(N)⊇N(N(X)).
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３　不同邻域系统生成相同近似算子的条件

在广义粗糙集模型(基于一般二元关系或邻域)中,对于

任意x,y∈U,有(x,y)∈R⇔y∈Rs(x)⇔x∈R({y}).因此,

二元关系R可由上近似算子确定,即不同的二元关系生成不

同的近似算子.然而,在基于邻域系统的粗糙集模型中,不同

的邻域系统可能生成相同的近似算子.
接下来讨论不同邻域系统生成相同近似算子的条件.

定义３[２９]　设 N:U→P(P(U))为邻域系统,称 N 是良

基(wellＧfounded)的,如果对于任意x∈U 及M∈N(x),存在

N(x)中的极小元M′(关于集合的包含关系)使得 M′⊆M.

我们发现绝大多数邻域系统都是良基的,但是也有不是

良基的邻域系统.
例２　设U＝[０,１],N 为U 上的邻域系统,且 N(０)＝

{[０,x)|０＜x＜０．５},则 N 不是良基的.
通过上面的定义,可以得到,若U 是有限集,或者对于

∀x∈U,N(x)有限,则 N 是良基的.

给定U 上的良基的邻域系统N,可以定义其极小邻域系

统Nm.
定义４　设 N 是U 上良基的邻域系统,N 的极小邻域系

统Nm:U→P(P(U))定义为:

Nm(x)＝{M∈N(x)|∀A∈N(x)(A⊆M→A＝M)}

即Nm(x)是 N(x)关于包含关系的所有极小元构成的集合.

另一方面,可以定义 N 的最大邻域系统Ns.
定义５　设 N 是U 上良基的邻域系统,N 的最大邻域系

统Ns:U→P(P(U))定义为:

Ns(x)＝N(x)∪{M|M⊆U 且存在A∈N(x),A≠Ø 使

得A⊆M)}

显然,若 N 是串行的,则其最大邻域系统Ns是单调的

(∀x∈U,K∈N(x),V⊆U,若 K⊆V,有V∈N(x),则称 N
单调).若 N 是单调的,则Ns＝N.

由以上的定义很容易有下面的命题.

命题３　设 N:U→P(P(U))为良基的邻域系统,则对于

任意X⊆U,有 N(X)＝Nm(X)＝Ns(X),N(X)＝Nm (X)＝
Ns(X).

接下来讨论以上定义的两个特殊邻域系统的一些性质.

引理１　设 N:U→P(P(U))是良基的邻域系统,则有

(Ns)m＝Nm,((Nm)s＝Ns.

证明:先证(Ns)m＝Nm.

首先有∀x∈U,Nm (x)⊆(Ns)m (x).事实上,有∀x∈
U,Nm(x)⊆N(x)⊆Ns(x).若存在 M∈Nm (x)使得 M∉
(Ns)m(x),则存在 M１∈Ns(x)使得 M１⊆M１ 且 M１≠M.若

M１∈N(x),这与 M∈Nm(x)矛盾.若存在 M２∈N(x),M２≠
Ø且 M２⊆M１,则有 M２⊆M,M２≠M,这与 M∈Mm(x)矛盾.

然后有∀x∈U,(Ns)m(x)⊆Nm(x).∀M∈(Ns)m(x),

由其定义知存在 M１∈N(x)且 M１⊆M.由 M１∈N(x)⊆
(Ns)(x)可得 M１＝M,即有 M∈N(x).若 M∉Nm(x),则存

在 M２∈N(x)使得 M２⊆M,M２≠M.再由 M２∈Ns(x),这与

M∈(Ns)m(x)矛盾.

再证(Nm)s＝Ns.

首先∀x∈U,(Nm)s(x)⊆Ns(x)显然成立.

若 M∈Ns(x),则存在 M１∈N(x)使得 M１⊆M,又 N 是

良基的,则存在 M２∈Nm(x)使得 M２⊆M１,由 M２∈Nm(x)且

M２⊆M 可知M∈(Ns)m(x).
引理２　设 N:U→P(P(U))是良基的邻域系统,则有

(Ns)s＝Ns.
证明:只需证明∀x∈U,(Ns)s(x)⊆Ns(x).任意 M∈

(Ns)s(x),由(Ns)s(x)＝Ns(x)∪{M|M⊆U 且存在 M１∈
Ns(x),M１≠Ø使得 M１⊆M}.假设存在 M１∈Ns(x),M１≠
Ø使得 M１⊆M.若 M１∈N(x),则由 Ns 定义知M∈Ns(x).
若存在 M２∈N(x),M２≠Ø使得 M２⊆M１,则有 M２⊆M,则由

Ns 定义知M∈Ns(x).
定理２　设 N:U→P(P(U))是良基的邻域系统,则有

N１＝N２,N１＝N２当且仅当(N１)m＝(N２)m.
证明:充分性由命题３显然成立,下面证明其必要性.
假设∀X⊆U 有N１ (X)＝N２ (X),从 而 (N１)m (X)＝

(N２)m(X).对于任意x∈U 以及 M ∈(N１)m (x),有x∈
(N１)m(M)＝(N２)m(M１),故有M１∈(N２)m(x)使得M１⊆M.
再由 M１∈(N ２)m (x)知x∈(N２)m (M１),从而x∈(N１)m
(M１),故存在 M２ ∈(N１)m (x)使得 M２ ⊆M１.从而 M２ ⊆
M１⊆M,又因为 M２,M∈(N １)m (x),故 M２＝M,则有 M２＝
M１＝M.于 是 (N１)m (x)⊆ (N２)m (x).类 似 地 可 证 得

(N２)m(x)⊆(N１)m(x).从而(N１)m(x)＝(N２)m(x).
有了上面的准备工作,接下来讨论不同邻域系统生成相

同近似算子的条件.
令 N＝{N|N:U→P(P(U))且 N 是良基的},可以定义

N上的两个二元关系“⊆”和“≈”.
定义６　N１⊆N２⇔∀x∈U,N１(x)⊆N２(x);

N１≈N２⇔∀X⊆U,N１(X)＝N２(X)(或者⇔∀X⊆U,

N１(X)＝N２(X)).
显然“⊆”为 N上的偏序关系,“≈”为 N上的等价关系.
定理３　对于任意 N∈N,记[N]≈ ＝{N１∈N|N１＝N}

为 N关于“≈”的等价类,则有:(１)Nm ∈[N]≈ ;(２)若 N１∈
[N]≈,则有 Nm⊆N１.即 Nm 是[N]≈ 中关于偏序关系“⊆”
的最小元.

证明:(１)由前面的命题３可知Nm ＝N,所以有 Nm ≈N,
即 Nm∈[N]≈ .

(２)若 N１ ∈[N]≈ ,则有N１ ＝N,由定理 ２知(N１)m ＝
(N)m,从而有 Nm＝(N１)m ⊆N１,所以 Nm 是[N]≈ 中的最小

元.
定理４　Ns∈[N]≈ ,即 Ns 是[N]≈ 中关于偏序关系

“≈”的最大元.
证明:由引理１可知(Ns)m ＝Nm,从而有Ns＝(Ns)m ＝

Nm＝N,所以 Ns∈[N]≈ .
若 N１ ∈[N]≈ ,则 N１ ⊆Ns.事实上,∀N１ ∈[N]≈ 有

N１＝N,从而有((N１)s)m ＝(N１)m ＝Nm ＝(Ns)m,从而 N１⊆
(N１)s＝((N１)s)s＝(((N１)s)m)s＝((Ns)m)s＝(Ns)s＝Ns.

显然,∀N′∈N,若 Nm ⊆N′⊆Ns,则有 N′∈[N]≈ .事

实上,若∀x∈U,Nm (x)⊆N′ (x)⊆Ns(x),则有∀X⊆U,

Nm(X)⊆N′(X)⊆Ns(X),又Nm (X)＝Ns(X),从而 N′∈
[N]≈ .这里对上近似算子的讨论完全类似.

换句话说,我们已经给出了不同的邻域系统生成相同近

似算子的条件,即∀N１,N２∈N,若(N１)m⊆N２⊆(N１)s(或者

(N２)m⊆N１⊆(N２)s),则有N１＝N２,N１＝N２;并用近似算子
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将邻域系统进行了分类.
下面两个定理用构造性的方法说明上面结论是成立的,

即的确存在不同的邻域系统生成相同的近似算子,且两邻域

系统之间存在包含关系.在本篇文章中,对于任意的A⊆U,
令A′＝U－A 为A 的补集.

定理５　设 N 为论域U 上邻域系统,构造U 上另一邻域

系统Φ,其定义为:

∀x∈U,Φ(x)＝{M|M⊆U∧x∉N(M′)}
则有Φ＝N,且有 N⊆Φ⊆Ns.

证明:先证Φ＝N,只需证明∀X⊆U,x∉Φ(X)⇔x∉
N(X).若x∉Φ(X),则存在 M∈Φ(x)使得 M∩X＝Ø,由

M∈Φ(x)知 x∉N(M′),又 X⊆M,利 用 N 的 单 调 性 知

N(X)⊆N(M′),所以x∉N(X).反过来,若x∉N(X),按照

Φ的定义有X′∈Φ(x),从而x∉Φ(X).
再证N⊆Φ⊆Ns.∀x∈U,∀M∈N(x),由M∩M′＝Ø,

则x∉N(M′),从而 M∈Φ(x),即有 N(x)⊆Φ(x).∀x∈U,

∀M∈Φ(x),由Φ定义知x∉N(M′),从而存在 K∈N(x)使
得K⊆M(K∩M′＝Ø),所以有 M∈Ns(x),从而 Φ(x)⊆
Ns(x).

对于下近似算子,也有类似的结果.
定理６　设 N 为论域U 上的邻域系统,构造U 上另一邻

域 系统Ψ,其定义为:

∀x∈U,∀x∈U,Ψ(x)＝{M|M⊆U∧x∈N(M)}
则有Ψ＝N,且有 N⊆Ψ⊆Ns.

证明:先 证 Ψ＝N,只 需 证 明 ∀X⊆U,x∈Ψ(X)⇔
x ∈N(X).若x∈Ψ(X),则存在 M∈Ψ(x)使得 M⊆X,由

M∈Ψ(x)知x∈N(M),再由 N 的单调性知N(M)⊆N(X),
所以x∈N(X).反过来,若x∈N(X),由 Ψ 的定义知X∈
Ψ(x),所以有x∈Ψ(X).

再证 N⊆Ψ⊆Ns.∀x∈U,∀M ∈N(x),则 有 x∈
N(M),从而 M∈Ψ(x),即 N(x)⊆Ψ(x).∀x∈U,∀M∈
Ψ(x),由Ψ 定义知x∈N(M),则存在K∈N(x)使得K⊆M,
则有 M∈Ns(x),即Ψ(x)⊆Ns(x).

４　近似算子的公理化

Zhao[２２]针对非平凡邻域系统诱导的近似算子,研究其公

理化问题,给出了公理化描述方法.
命题４[２２]　设f:P(U)→P(U)为一集值映射.存在U

上非平凡邻域系统N 使得f＝N,当且仅当f满足:
(１)f(Ø)＝Ø;
(２)对于任意A⊆B⊆U,有f(A)⊆f(B).
命题５[２２]　设f:P(U)→P(U)为一集值映射.存在U

上非平凡邻域系统N 使得f＝N,当且仅当f满足:
(１)f(U)＝U;
(２)对于任意A⊆B⊆U,有f(A)⊆f(B).
本节讨论基于一般邻域系统的粗糙集近似算子的公理化

问题,给出相关邻域系统新的构造方法.

４．１　上近似算子的公理化

定理７　令f:P(U)→P(U)为一集值映射,则存在一个邻

域系统N 使得f＝N,当且仅当f满足U１:A⊆B⇒f(A)⊆

f(B).
证明:充分性的证明由命题１可以得到.

证明其必要性.令f:P(U)→P(U)为满足条件U１的映

射.然后定义邻域系统 Nf 为:

∀x∈U,Nf(x)＝{A|A⊆U∧x∉f(A′)}

接下来说明f＝N,只需证明∀X⊆U,x∉Nf(X)⇔x∉

f(X)即可.若x∉Nf(X),则存在 M∈Nf(x)使得 M∩X＝
Ø.再由 M∈Nf(x)知x∉f(M′),又 X⊆M′,利用条件U１
有f(X)⊆f(M′),所以x∉f(X).若x∉f(X),则由 Nf 的

定义有X′∈Nf(x),从而x∉Nf(X).
我们也可以对一些特殊的邻域系统的上近似算子进行公

理化描述.
定理８　令f:P(U)→P(U)为一集值映射,则存在一个

串行的邻域系统 N 使得f＝N,当且仅当f满足U１和U２:

f(U)＝U.
证明:(充分性)让 N 为串行的邻域系统且f＝N,由定理

１可知f＝N 满足U１和U２.
(必要性)让集值映射f满足U１和U２,其生成的邻域系

统Nf 按照定理７必要性证明中的定义方式,可知f＝Nf,再
根据定理１和U２,得到的邻域系统 Nf 是串行的.

定理９　令f:P(U)→P(U)为一集值映射,则存在一个

自反的邻域系统 N 使得f＝N,当且仅当f满足U１和U３:

∀X⊆U,X⊆f(X).
证明:(充分性)让 N 为自反的邻域系统且f＝N,由定理

１可知f＝N 满足U１和U３.
(必要性)让集值映射f满足U１和U３,其生成的邻域系

统Nf 按照定理７必要性证明中的定义方式,可知f＝Nf,再
根据定理１和U３,得到的邻域系统 Nf 是自反的.

定理１０　令f:P(U)→P(U)为一集值映射,则存在一个

弱传递的邻域系统N 使得f＝N,当且仅当f满足U１和U４:

f(M)⊆f(X),f(X)⊇f(f(X)).
证明:(充分性)让 N 为弱传递的邻域系统且f＝N,由定

理１可知f＝N 满足U１和U４.
(必要性)让集值映射f满足U１和U４,其生成的邻域系

统Nf 按照定理７必要性证明中的定义方式,可知f＝Nf,再
根据定理１和U４,得到的邻域系统 Nf 是弱传递的.

定理１１　令f:P(U)→P(U)为一集值映射,则存在一个

弱一元的邻域系统N 使得f＝N,当且仅当f满足U１和U５:

∀X,Y∈U,f(X∪Y)＝f(X)∪f(Y).
证明:(充分性)让 N 为弱传递的邻域系统且f＝N,由定

理１可知f＝N 满足U１和U５.
(必要性)让集值映射f满足U１和U５,其生成的邻域系

统Nf 按照定理７必要性证明中的定义方式,可知f＝Nf,再
根据定理１和U４,得到的邻域系统 Nf 是弱一元的.

４．２　下近似算子的公理化

类似地,可以对下近似算子进行公理化.
定理１２　令f:P(U)→P(U)为一集值映射,则存在一个

邻域系统N 使得f＝N,当且仅当f满足L１:A⊆B⇒f(A)⊆

f(B).
证明:充分性的证明由命题１可以得到.
证明其必要性.令f:P(U)→P(U)为满足条件L１的映

射.然后定义邻域系统 Nf 为:

∀x∈U,Nf(x)＝{A|A⊆U∧x∈f(A)}
接下来说明f＝N,只需证明∀X⊆U,x∈Nf(X)⇔x∈
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f(X)即可.若x∈Nf(X),则存在 M∈Nf(x)使得 M⊆X.

再由 M∈Nf(x)知x∈f(M),利用条件L１有f(M)⊆f(X),

所以x∈f(X).若x∈f(X),则由 Nf 的定义有X∈Nf(x),

从而x∈Nf(X).

特殊邻域系统的下近似算子的公理化描述也是类似的,

这里只列出相应的定理,其证明和上近似算子的证明过程完

全类似.

定理１３　令f:P(U)→P(U)为一集值映射,则存在一个

串行的邻域系统 N 使得f＝N,当且仅当f 满足L１和L２:

f(Ø)＝Ø.

定理１４　令f:P(U)→P(U)为一集值映射,则存在一个

自反的邻域系统 N 使得f＝N,当且仅当f 满足L１和L３:

∀X⊆U,X⊇f(X).

定理１５　令f:P(U)→P(U)为一集值映射,则存在一个

弱传递的邻域系统N 使得f＝N,当且仅当f满足L１和L４:

∀X⊆U,f(X)⊆f(f(X)).

定理１６　令f:P(U)→P(U)为一集值映射,则存在一个

弱一元的邻域系统N 使得f＝N,当且仅当f满足L１和L５:

∀X,Y⊆U,f(X∩Y)＝f(X)∩f(Y).

４．３　公理集生成邻域系统的不唯一性

对于邻域系统近似算子的公理化,需要讨论公理集生成

邻域系统的唯一性.

通过对邻域系统上下近似算子的公理化,我们发现两者

都只要求集值映射满足单调性条件即可,即 X⊆Y⇒f(X)⊆

f(Y).所以有以下命题:

命题６　设f:P(U)→P(U)是满足单调性条件的集值映

射,则存在邻域系统 N１,N２ 使得N１＝f,N２＝f.

证明:由定理７和定理１２得到.

显然由上面的命题知邻域系统近似算子的公理化得到邻

域系统并不唯一,而是两个邻域系统.更进一步,根据第３节

的内容,不同的邻域系统生成相同的近似算子.反过来,同一

个近似算子作为多个邻域系统的近似算子,这些不同的邻域

系统构成一个等价类,其中有最大邻域系统和最小邻域系统.

所以当f:P(U)→P(U)为满足单调性条件的集值映射时,f
便作为邻域系统的近似算子,而这样的邻域系统是两个等价

类,其中 f 分别作为两个等价类的上近似 算 子 和 下 近 似

算子.

结束语　文中介绍了邻域系统的一些重要概念和性质;

进一步通过近似算子定义了邻域系统之间的一种等价关系,

得到了邻域系统等价类,并给出了不同邻域系统生成相同近

似算子的条件.反过来,也利用近似算子对邻域系统作了分

类.本文还给出了邻域系统的公理化条件和根据公理构造邻

域系统的一种方式,我们发现得到的邻域系统并不唯一,由一

个满足相应公理集的集值映射得到的是两个邻域系统的等价

类(映射分别作为两个邻域系统等价类的上近似算子和下近

似算子).

未来的工作将在模糊环境下讨论基于邻域系统的粗糙集

模型的性质.
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