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布洛托上校博弈模型及求解方法研究进展

罗俊仁 邹明我 陈少飞 张万鹏 陈　璟

国防科技大学智能科学学院　长沙４１００７３
　(luojunren１７＠nudt．edu．cn)

　
摘　要　对抗条件下的资源分配是大多数博弈决策问题的核心.从拟合最优解到博弈均衡解,基于博弈论的资源分配策略求

解是认知决策领域的前沿课题.文中围绕对抗条件下资源分配的布洛托上校博弈模型和求解方法展开综述分析.首先,简要

介绍了离线与在线策略学习的区别,策略博弈与相关解概念,在线优化与遗憾值;其次,梳理了６类布洛托上校博弈典型模型

(连续布洛托上校博弈、离散布洛托上校博弈、广义布洛托上校博弈、广义乐透布洛托博弈、广义规则布洛托上校博弈与在线离

散布洛托上校博弈);然后,区分２个阶段(离线与在线)３类博弈场景(单次、重复、多阶段),分析了多类布洛托上校博弈求解方

法;最后,从典型应用探索、广义博弈模型、博弈求解方法、未来研究展望共４方面进行了未来研究前沿分析及展望.通过对当

前布洛托上校博弈进行概述,期望能为对抗条件下资源分配与博弈论相关领域的研究带来启发.

关键词:资源分配;布洛托上校博弈;近似纳什均衡;在线凸优化;期望遗憾;高概率遗憾
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ResearchProgressonColonelBlottoGameModelsandSolvingMethods
LUOJunren,ZOU Mingwo,CHENShaofei,ZHANG WanpengandCHENJing
CollegeofIntelligenceScienceandTechnology,NationalUniversityofDefenseTechnology,Changsha４１００７３,China

　

Abstract　Resourceallocationunderconfrontationconditionsisthecoreofmostgamedecisionproblems．FromfittingoptimalsoＧ

lutiontogameequilibriumsolution,resourceallocationstrategysolvingbasedongametheoryisafrontiertopicincognitivedeciＧ

sionＧmakingfield．ThispapersummarizesandanalyzestheColonelBlottogamemodelanditssolutionmethodforadversarialreＧ

sourceallocation．Firstly,thedifferencesbetweenofflineandonlinestrategylearning,strategygameandrelatedsolutionconＧ

cepts,onlineoptimizationandregretvaluearebrieflyintroduced．Secondly,sixtypesofColonelBlottogamemodels(continuous

Blottogame,discreteColonelLottogame,generalizedColonelBlottogame,generalizedLottoBlottogame,generalizedruleColonel

LottogameandonlinediscreteColonelLottogame)．Then,thispaperdistinguishes２stages(offlineandonline)and３typesof

gamescenarios(single,repeated,multiＧstage),andanalyzesthesolutionmethodofColonelBlottogame．Finally,thefuturereＧ

searchfrontiersareanalyzedandprospectedfromfouraspects:typicalapplicationexploration,generalizedgamemodel,gamesolＧ

vingmethodandfutureresearchprospect．ThemainpurposeistogiveanoverviewofthecurrentColonelBlottogame,hopingto

enlightentheresearchonresourceallocationandgametheoryunderconfrontationcondition．

Keywords　Resourceallocation,ColonelBlottogame,ApproximateNashequilibrium,Onlineconvexoptimization,ExpectedreＧ

gret,HighＧprobabilityregret

　

１　引言

资源分配是决策科学领域的核心问题.资源拥有方需要

将有限或可重复使用的资源分配给若干个目标(对象),根据

待分配资源与目标对象之间的类型和数量关系,考虑相应限

制条件和待优化目标,构建资源分配模型,得出资源分配方

案.在电力分配[１]、网络服务分配[２]、安全设备布设[３]、作战

兵力布势[４]、军事攻防资源分配[５]、在轨服务资源分配[６]、

云计算服务分配[７]、政治选举[８]等领域,很多问题都可以建模

成资源分配问题.运筹学与博弈论作为决策科学的两个分

支,为资源分配问题提供了建模工具与求解方法.资源分配

问题相关研究的很多情境均涉及多个决策者之间的策略交

互,而博弈论特别适合建模交互式决策过程.从博弈论视角

来看,资源分配可用于多种场景、多类问题的建模.根据博弈

局中人之间的合作、对抗、混合关系,资源分配可分为合作条

件下资源分配问题、对抗条件下资源分配问题以及混合式



条件下资源分配问题,其中对抗条件下资源分配问题是本

文的研究核心.近年来,人工智能技术的相关研究从计算

智能、感知智能逐步向决策智能聚焦,相关方法正从传统

上以数据拟合为核心求解最优值转向以博弈论为核心求

解均衡[９].

布洛托上校博弈(ColonelBlottoGame,CBG)是一类典型

的对抗性资源分配博弈,简称布洛托博弈,其概念最早由

Borel于１９２１年提出[１０],被认为是现代博弈论的起源[１１].初

始版本的布洛托上校博弈相关术语与军事相关,描述了一个

两人博弈对抗场景:博弈双方均有固定的资源预算,双方同时

将资源分配到多个战场.当局中人在某个战场上分配的资源

比对手多时,他就赢得该战场并获得对应的战场价值,而输了

的一方获得的战场价值为零,获得较多战场价值的一方即为

最后的赢家.虽然博弈规则非常简单,有着著名的模型谱系,

但由于策略空间规模大,且问题形式多样,布洛托上校博弈策

略求解至今仍未完全解决.布洛托上校博弈与军事资源分配

问题密切相关,并且由于其模型简单而具有通用性,在实际中

也可以依据事实对该模型进行更改.布洛托上校博弈早期的

相关应用主要聚焦在军事和后勤问题上[１２],这类问题的资源

对象可以是兵力、武器装备、弹药,研究目标是对抗双方应该

如何分配作战资源而获得战斗的胜利.由于其“赢者通吃”属

性,美国等西方国家的政治选举问题也可以建模成布洛托上

校博弈问题,即候选人如何分配时间、金钱、人力等资源至各

个州,而获得比其对手更多的选票[１３].２０２１年,兰德公司

围绕马赛克战作战概念,发布«布洛托上校博弈对马赛克战的

启示»研究报告[１４],借助布洛托上校博弈模型,从作战资源分

配能力层面探讨了马赛克战是否比传统集成式作战模式更具

优势的问题,分析了马赛克战在未来作战模式中作战资源分

配方面的优越性与局限性.图１描述了布洛托上校博弈模型

下同构资源和异构资源在多战场上的分配场景,用来检验马

赛克战模式下武器资源的分配是否比传统单一集成的作战模

式更具优越性.马赛克式作战力量通常由数量较多、功能专

一的多类新型作战单元(无人机、无人船、战列舰、巡逻机等)

组成,而传统大型武器平台通常数量较少、功能综合、不能分

解(如FＧ３５战斗机、航空母舰、BＧ２１轰炸机等).同构布洛托

上校博弈模型是指作战力量具备单一作战能力的情形,如

图１左侧所示,传统上校可支配的作战资源是一支由１０架航

空器(每架携带５枚导弹)组成的编队,马赛克上校可支配的

作战资源是一支由５０架无人机(每架携带１枚导弹)组成的

编队,在中间战场上分配更多导弹的上校将赢得该战场.异

构布洛托上校博弈模型是指作战力量具备多种作战能力的情

形,如图１右侧所示,传统上校有１０艘战列舰(每艘５枚导

弹、１部雷达)和１５架海上巡逻机(每架２枚导弹、１部雷达和

１台照像机),马赛克上校可支配的作战资源有１０艘声呐舰

(每艘１部雷达)、２５艘导弹驱逐舰(每艘２枚导弹)、１５架海

上监视无人机(每架１部雷达、１台照像机)、１５架武装无人机

(每架２枚导弹).每个战场的获胜条件依据是导弹、雷达和

照像机等提供的联合作战能力.

图１　布洛托上校博弈模型下同构资源和异构资源在多战场上的分配场景

Fig．１　AllocationscenarioofhomogeneousandheterogeneousresourcesonmultiplebattlefieldswithColonelBrotto’sgamemodel

　　本文主要从博弈论视角来分析资源分配问题,聚焦面向

资源分配的各类布洛托上校博弈模型,区分离线与在线博弈

场景,对比分析布洛托上校博弈的求解方法.本文的整体结

构如图２所示,第２章介绍策略博弈与解概念、离线与在线

博弈求解、在线组合优化基本原理;第３章分析资源分配博弈

场景,梳理多类布洛托上校博弈模型;第４章区分场景对比分

析博弈策略求解方法;第５章梳理面临的问题及挑战,并展望

未来的研究方向.

图２　本文整体结构框架

Fig．２　Overallstructureframeworkofthispaper
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２　策略博弈基础

博弈论是一种借助数学工具来建模分析交互式决策的方

法论,其建立可以追溯到２０世纪初[１０],而后,摩根斯坦和纳

什等对策略博弈以及均衡的概念进行了界定[１５],根据局中人

之间是否形成协议将其分为合作博弈和非合作博弈.在非合

作博弈中,局中人彼此独立行动,每个局中人都在自己偏好的

前提下尽力获得最佳结果;合作博弈中,局中人可以达成共识

并签署有约束力的合约来实施协调一致的行动.在博弈的过

程中,根据局中人之间的行动顺序,博弈可以分为正则式博

弈、斯塔克尔伯格博弈、扩展式博弈、重复博弈、多阶段博弈、

马尔可夫博弈等.正则式博弈是指在博弈过程中,局中人同

时采取行动,或者虽然不是同时采取行动,但是后行动者不知

道先行动者采取的具体行动;斯塔克尔伯格博弈也称“主从”

博弈,常用于攻防问题建模,是指在博弈过程中区分先手方和

后手方来分析各方采取的行动;扩展式博弈是指在博弈过程

中,局中人的行动有先后顺序,并且后行动者能够观察到先行

动者所采取的具体行动;重复博弈指的是同一个博弈进行多

次的博弈过程,构成重复博弈的单次博弈(oneＧshotgame)也
称为“原博弈”或“阶段博弈”;多阶段博弈也称动态博弈,主要

是指博弈时序上有先后顺序,后决策的局中人在做出决策之

前可以看到之前局中人所做出的决策,甚至包括自己的决策.

２．１　策略博弈与解概念

策略 博 弈 可 以 表 示 成 一 个 元 组 G＝ (N,(Sj)j∈N ,

(uj)j∈N),其中 N 是局中人集合,|N|是局中人集合的势,Sj

是局中人j∈N 的策略集合,uj:S→R是局中人j∈N 的收益

函数.

如果每个局中人的策略集合都是有限的,则称该博弈为

有限博弈.当|N|＝２时,称该博弈为两人博弈.定义∑
N

j＝１
uj＝

a,如果a为固定常数,则称该博弈为常和博弈;当a＝０时,称
为零和博弈.

２．１．１　典型对抗场景

１)单次博弈.G＝(N,(Sj)j∈N,(uj)j∈N)是单次博弈的条

件为:模拟只发生单次事件,每个局中人j∈N 知道博弈的所

有参数和细节(N,Sj,uj,∀j∈N),所有局中人同时独立地采

取他们的行动.Sj的每个元素都被称为局中人j∈N 的纯策

略,而集合S的每个元素都被称为一个策略组合(strategyproＧ
file).

２)重复博弈.G＝(N,(Sj)j∈N ,(uj)j∈N )是重复博弈的

条件为:模拟发生次数为T 的重复事件,对于其中的每一个

阶段t,每个局中人i∈N 知道博弈的部分参数(N,Sj
j＝i,uj

j＝i,

j∈N),即除了博弈的共同参数外,局中人只知道自己的策略

空间和收益,而对其他局中人的策略空间和收益是未知的,所
有局中人同时独立地选择他们的行动,按照此规定进行T 次

博弈直到结束,其中次数可以为有限次或无限次.

３)多阶段博弈.G＝(N,(Sj)j∈N ,(uj)j∈N )是多阶段博

弈的条件为:模拟发生次数为T 的多阶段事件,对于其中的

每一个阶段t,每个局中人i∈N 知道博弈的部分参数(N,

Sj
j＝i,uj

j＝i,j∈N),即除了博弈的共同参数外,局中人只知道

自己的策略空间和收益,而对其他局中人的策略空间和收益

是未知的,所有局中人同时独立地选择他们的行动,按照此规

定进行T 次博弈,直到结束.

２．１．２　解概念

一般将非合作博弈分为４类:完全信息静态博弈、完全信

息动态博弈、不完全信息静态博弈、不完全信息动态博弈.与

之对应的有４种均衡:纳什均衡(NashEquilibrium,NE)、子
博弈精炼纳什均衡、贝叶斯纳什均衡、精炼贝叶斯纳什均衡.

其中,纳什均衡常被简单地称为均衡或者均衡点,是策略博弈

中最核心、最重要的解概念,它体现了博弈的稳定性.在纳什

均衡下,每个局中人针对其他局中人的行为,选择对自己最有

利的行动.

１)纳什均衡

博弈G＝(N,(Sj)j∈N,(uj)j∈N)的纳什均衡s∗ ＝(sj
∗)j∈N ∈S

是指对于每个局中人j∈N,满足不等式约束的策略组合:

uj(s∗ )≥uj(sj,s－j
∗ ),∀sj∈Sj

其中,sＧj
∗ 表示策略组合s∗ 中除局中人j外其他局中人的策略

集合;(sj,s－j
∗ )表示局中人j的策略用sj代替,而其他局中人

的策略不变.

设ε≥０,博弈G＝(N,(Sj)j∈N ,(uj)j∈N)的近似纳什均衡

(εＧNE)策略s∗ ∈S,对于∀j∈N,sj∈Sj满足:

uj(sj
∗ ,s－j)＋ε≥uj(sj

∗ ,s－j
∗ )≥uj(sj,s－j

∗ )－ε
２)混合策略纳什均衡

有限策略博弈G＝(N,(Sj)j∈N ,(uj)j∈N )至少存在一个

混合纳什均衡[１６].用Δ(Sj)表示在Sj上的概率分布集合,且

Δ∶＝Xj∈NΔ(Sj)表示所有局中人的概率分布集合,则Δ(Sj)

中的元素(一个纯策略及其对应的概率赋值)称为局中人j的

混合策略,Δ 中的元素称为混合策略组合.用uj~ :Δ→R 表示

对于任意的混合策略组合为(σj)j∈N ∈Δ时,局中人j的期望

收益.如果策略博弈G是一个有限式博弈,则当且仅当uj~ 取

得最大值时,(σj
∗ )j∈N ∈Xj∈NΔ(Sj)是博弈G＝(N,(Sj)j∈N ,

(uj)j∈N)的混合策略纳什均衡.

２．２　离线与在线博弈求解

近年来,随着人工智能技术的发展,从感知智能、认知智

能到决策智能,博弈论为决策问题建模提供了有力支撑.“大
数据＋算力＋算法”的数据驱动范式,为博弈问题求解提供了

通用解决方案.其中,基于学习(深度学习、强化学习)设计的

迭代式问题求解方法是离线博弈策略学习的基础范式.然

而,与离线批式(batch)利用模拟多次对抗学习博弈策略不

同,在线博弈对抗过程博弈各方处于策略解耦合状态.在线

博弈对抗策略的求解本质是一个流式(flow)学习过程,需要

根据少量的此前交互样本来做决策.根据具体对抗场景,当
前的相关研究将博弈求解区分为两大类:离线求解和在线求

解.离线 求 解 包 括 围 绕 博 弈 均 衡 查 找 (finding)、计 算

(computation)与学习(learning)等方法,如利用与模拟器交

互的迭代式学习方法、基于算法博弈论的一阶优化方法、

基于环境模型的预训练方法,这些方法的求解对象是离线

预训练模型或博弈蓝图策略.在线求解包括围绕适应性

应对对手的单次博弈策略搜索(search)方法、重复博弈策

略无遗学习(noregretlearning)方法和多阶段博弈策略优

化(optimization)方 法 等,这 类 方法的求解对象是适应性、
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鲁棒性、安全性等反制应对策略.

２．３　在线优化和遗憾值(界)

２．３．１　在线组合优化

在线组合优化[１７]是在线线性优化[１８]问题的一个实例,

著名的多臂赌博机(MultiＧArmedBandits,MAB)问题[１９]和在

线最短路径(OnlineShortestPath,OSP)问题[２０]都属于这类

可利用事前交互序列进行预测进而决策的问题.这类问题假

设策略学习器和对手之间进行多阶段博弈,不同阶段的博弈

之间存在联系,学习器不仅需要关心即时收益,还需要立足长

远目标进行动作选择,因为当前的动作可能会影响未来的收

益.此外,学习器决策时可能不了解对手的一些信息,也不知

道过去的行为收益甚至博弈的一些参数.

在线线性优化问题中,学习器和对手之间进行 T 轮博

弈,S⊂RD表示学习器的动作集,D∈N\{０},在每一个时间阶

段t∈[T],学习器在不知道对手动作的情况下选择动作向量

p~t∈S,产生一个损失向量lt∈[０,１]D,即在时间阶段t,学习

器选择动作和对手对抗后的损失.该损失对学习器的公开程

度决定了学习器能够获取的最大信息反馈量.在线线性优化

问题中,学习器的信息反馈一般包括以下３种情形.

１)完全(full)信息反馈:在阶段t结束时,学习器能够观

察到所有动作的损失向量lt.

２)半赌博机(semiＧbandit)信息反馈:在阶段t结束时,学

习器能够观察到所做动作的损失向量lt.

３)赌博机(bandit)信息反馈:在阶段t结束时,学习器只

能够观察损失标量L(p~t)＝(lt)Tp~t,即所做动作总的损失.

需要注意的是,在半赌博机信息反馈的情形中,还存在由

所做动作的损失经过简单的推理获得未知动作损失的特殊情

形,即带“侧面观测”(sideobservations)的半赌博机信息反

馈[２１].其是否存在由实际问题决定,但不可否认,如果能推

理获得未知动作的损失,则针对不同的动作能够获得更准确

的权重估计,从而对下一阶段的动作生成有重要影响.

与不完全信息博弈中的信息补全思想类似,通过信息补

全可以获得尽可能多的对手信息,是己方获得有利决策优势

的直接途径.使用符号 X≻Y 表示反馈设置为X 时所获得

的信息较反馈设置为Y 时所获得的信息更多,则在线线性优

化问题中不同的信息反馈设置的关系如下:

完全信息≻侧面观测半赌博机信息≻半赌博机信息≻赌

博机

２．３．２　多臂赌博机

MAB问题模型是有限信息反馈的序列学习问题中最基

本的模型之一.MAB按照损失(或者收益)产生方式的不同,

分为随机型(stochastic)赌博机和对抗型(adversarial)赌博机.

随机型赌博机中每支臂的收益服从一个固定但未知的概率分

布[２２],在每次试验中,学习器选择其中一支臂,而后获得对应

的损失,通过重复试验,学习器有望获知赌博臂收益的概率分

布参数,从而在后续的试验中最小化损失.Lai等[２３]是较早

研究随机型赌博机问题的学者,并首次提出上置信界(Upper

ConfidenceBounds,UCB)算法.UCB算法的核心思想是面

对不确定性时保持乐观态度,其总是假设任何不确定性都将

对学习器有正面影响.Auer等[２４]在 Lai等的基础上提出

αＧUCB算法,实现了关于时间范围 T 的对数遗憾上界;BuＧ

beck等[２５]、Garivier等[２６]针对 Auer实现的遗憾上界的常数

项进行了改进.随机型赌博机问题由于问题复杂度不高,研

究理论较为完善.

面向 MAB问题的 Exp３算法最早由 Auer等[２７]提出.

Exp３是 Hedge算法[２８]的变体,是一种代表探索和利用的指

数权重算法.在线对抗过程中的收益一般不满足独立同分布

假设,因为对手的行为会随着时间或者策略的改变而变化,则

UCB算法在在线对抗过程中会遭受线性遗憾[２９].与随机型

赌博机不同,对抗型赌博机中每支臂的收益由对手决定.对

抗型赌博机经常被用来建模学习器和对手之间的博弈问题,

因为对抗型赌博机提供了一个良好的权衡探索和利用的模型

框架,而探索和利用的权衡正是在线对抗问题普遍面临和需

要解决的难点.对抗型赌博机中的对手类型又区分为健忘型

(oblivious)对手和非健忘型(nonＧoblivious)对手[３０].在健忘

型对手场景中,不同动作的损失(或者收益)由对手事先设定

好(也可以看成和对手对抗产生),并且在学习器开始行动之

后不进行更改;在非健忘型对手场景中,如果对手具备学习能

力,能够依据学习器过去的表现而随时更改策略,则称之为非

健忘性对手,也称适变型(adaptive)对手[２９,３１].Auer等[２７]提

出的Exp３ 算 法 能 够 针 对 健 忘 型 对 手 的 赌 博 机 问 题 实 现

O( DTlnD)的期望遗憾上界(D 表示赌博机的赌博臂数

量,在其他问题中表示动作维度).Exp３被认为是求解对抗

型赌博机问题的基准算法,其核心是利用指数权重更新不同

动作的权重[３２].在Exp３算法的基础上,Auer等又通过引入

“专家建议”进行动作采样,提出 Exp４算法并获得和最佳专

家几乎相同的收益.另外,还有很多技术成功应用于对抗型

赌博机算法设计,如在线镜像下降(OnlineMirrorDescent,

OMD)[３３]和 正 则 化 跟 风 (Follow TheRegularizedLeader,

FTRL)[３４]等工具.

２．３．３　遗憾值及界

在线学习通常会采用事后理性视角来分析[３５],利用遗憾

值(界)作为策略的衡量指标.遗憾定义为:

rT＝∑
T

t＝１
L(p~t)－min

p∈S
∑
T

t＝１
L(p)

其中,p表示在全局范围内产生损失最小的最佳单动作,p~t表
示r方在t阶段选择的行动.

该定义表示遗憾是学习器在时间范围 T 内采取实际动

作pt
~ 产生的累积损失与事后来看选择最佳固定动作产生的累

积损失之差.Auer等[２７]称该遗憾为弱遗憾,因为该定义中

事后理性采取的最佳动作在时间范围T 内是固定的,并不是

每个时间阶段t内针对对手策略的最佳动作.如果遗憾是通

过期望整合动作采样的随机性来获得的,则使用期望遗憾来

衡量算法性能[３６].在在线线性优化问题中,如果对手为健忘

型[３０],则期望遗憾的定义如下:

RT＝E[∑
T

t＝１
L(p~t)]－min

p∈S
∑
T

t＝１
L(p)

该期望遗憾也被称为策略遗憾[３１].如果对手为非健忘

型,那么期望遗憾的定义如下:

RT＝max
p∈S

　E[∑
T

t＝１
L(p~t)－∑

T

t＝１
L(p)]
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当T→∞时,如果算法可以确保RTT→０,则认为该算法

是遗憾最小化算法.

当前面向 MAB问题的算法性能衡量指标主要包括期望

遗憾和高概率遗憾.现有大多数研究 MAB问题的文献通常

利用期望整合动作采样的随机性以获得遗憾界,故使用期望

遗憾来衡量算法性能[３６].Auer等[２７]提出的 Exp３算法获得

的遗憾界,就是期望遗憾界.此外,一些研究采用高概率遗憾

界来衡量算法的性能[２０].相对于期望遗憾界,高概率遗憾界

的求解引入了统计分析,得到了概率下可确保的界.

对抗型赌博机问题中不同对手的期望遗憾定义不同.针

对健忘型对手,事后遗憾是根据时间范围T 内产生损失最小

的最佳单动作来计算的;而针对适变型对手,事后遗憾根据每

个时间阶段t产生损失最小的动作来计算[２９,３１].学术界

将的针对健忘型对手的期望遗憾定义称为伪遗憾(pseudoＧreＧ

gret)或弱遗憾(weakregret)[２７,３６],其中考虑了对手的强弱水

平.相对于期望遗憾界,高概率遗憾界的获得相对困难,有时

需要对原有的算法进行重大修改或者在遗憾证明过程中采用

大量复 杂 的 技 巧[３６].针 对 上 述 对 抗 型 赌 博 机 问 题,Auer
等[２７]提出了一种Exp３算法的变体Exp３．P,其获得的高概率

遗憾界基本和Exp３算法实现的期望遗憾界一样好.Neu针

对健忘型对手赌博机问题提出 Exp３ＧIX算法[３６],其以高概率

１－δ实现了RT ≤O( (logD＋log(１/δ))TD)的遗憾上界.

Abernethy等[３７]基于高概率遗憾保证的机制,提出了一个面

向赌博机问题的通用框架(包括适变型对手的赌博机问题),

以获得高概率遗憾界.表１总结了面向不同多臂赌博机问题

的经典代表算法的性能表现.

表１　不同多臂赌博机问题的经典算法性能表现

Table１　Performanceofclassicalalgorithmsfordifferentmultiplearmgamblingmachineproblems

完全信息 半信息 赌博机 随机型 对抗型 期望\高概率遗憾界

αＧUCB[２４] √ √ O(∑(lnT))

Exp３[２７] √ √ O( DTlnD)

Exp３ＧIX[３６] √ √ O( (logD＋log(１/δ))TD)

OMD[３８] √ √ O(T)

FPL[３９] √ √ O(m DTlogD)

Hedge[４０] √ √ O(D３/２ T)

３　布洛托上校博弈典型模型

Gross等[１２]是早期比较系统地研究布洛托上校博弈问题

的学者,其面向简单的战场兵力配置问题,设置了３种不同的

对抗条件.对于战场数量n≥３的情形,设置对抗双方拥有数

量相等的资源预算,也称之为对称预算,反之为非对称预算;

若对同一个战场的价值评估相等,则称之为同质(homogeＧ

neous)战场,反之称为异质(heterogeneous)战场;不同战场之

间价值相等,则称之为等价战场,反之称为非等价战场.

布洛托上校博弈与军事资源分配问题密切相关,特别是

异质资源的布洛托上校博弈模型,是探索作战资源分配策略

优劣的有效工具.

布洛托上校博弈中,局中人同时分配兵力至n个战场,如

果A 的分配方案(a１,􀆺,am)满足 ∑
i∈[n]

ai≤XA,B 的分配方案

(b１,􀆺,bm)满足 ∑
i∈[n]

bi≤XB,那么局中人ϕ∈{A,B 在战场i

上的收益为Rϕ
i(ai,bi),总收益为 ∑

i∈[n]
Rϕ

i(ai,bi).

布洛托上校博弈G＝(N,(Sj)j∈N ,(uj)j∈N )是一个资源

分配博弈的条件是:对于任意j∈N,存在nj,Xj∈(０,∞),使

得Sj和{(sj
１,􀆺,sj

nj):∑
i∈[nj]

sj
i≤Xj}⊆Rn之间是一一映射.

根据这个定义,局中人可以选择的动作以n元组的形式

出现,Xj是局中人j的有限预算,将局中人j的预算约束条件

称为 ∑
i∈[nj]

sj
i≤Xj.

局中人A 和B 之间进行单次博弈,每个局中人可用资源

预算分别为XA 与XB.不失一般性,假设局中人同时分配资

源至n个战场(n≥３).局中人在每个战场i∈[n]上的值对应

两个参数wA
i ,wB

i ＞０.局中人的纯策略P∈{A,B}可表示为

一个向量xP＝(xP
i )i∈[n]∈Rn

≥０,满足预算约束∑
n

i＝１
xP

i ≤XP.

在每个战场i,当局中人P 分配的资源严格多于对手时,

其将完全赢得相应战场上的值wP
i ,对手无收益.对于平局情

形xA
i ＝xB

i ,局中人A 的收益为αwA
i ,局中人B 的收益为(１－

α)wB
i ,其中α∈[０,１]为固定参数.对于纯策略组合(xA,xB),

局中人A 与B 的收益为:

ΠA(xA,xB)＝∑
n

i＝１
wA

i 􀅰βA(xA
i ,xB

i )

ΠB(xA,xB)＝∑
n

i＝１
wB

i 􀅰βB(xA
i ,xB

i )

对于所有x,y∈R≥０,布洛托函数βA与βB定义如下:

βA(x,y)＝
１, ifx＞y
α, ifx＝y
０, ifx＜y

{
βB(x,y)＝

１, ify＞x
１－α, ify＝x
０, ify＜x

{
由于应用场景和条件假设不同,相应的布洛托博弈模型

也有差异,如表２所列.

表２　不同条件假设下的布洛托博弈模型

Table２　ColonelBlottogamemodelswithdifferentassumptions

模型 主要特点

连续布洛托上校博弈 策略空间连续

离散布洛托上校博弈 策略空间离散

广义布洛托上校博弈 资源预算、战场价值评估等条件不作约束

广义乐透布洛托博弈 引入竞争成功函数,利用概率以描述不确定性

广义规则布洛托上校博弈 考虑资源预置与非对称资源效果

３．１　连续布洛托上校博弈

对于连续布洛托上校博弈,通常假设每个局中人的收益

８８ ComputerScience 计算机科学 Vol．５１,No．１,Jan．２０２４



函数是连续的,局中人的混合策略为其行为策略空间上的

Borel概率测度.如对局中人A,其混合策略集表示为ΔX,则

混合策略的支撑集为:

Supp(p)∶＝∩{K⊂X|K 为紧集,p(K)＝１}

对于两人博弈,根据支撑集的大小,混合策略p∈ΔX可分

类为:纯策略p,即对于一些x∈X,有Supp(p)＝x,p为 DiＧ

rac测度δx;有限支撑集混合策略,即支撑集的大小是有限的,

p可以写成凸组合p＝ ∑
x∈supp(p)

p(x)δx;无限支撑集混合策略.

两人博弈中,对于混合策略(p,q)∈Δ,其中Δ∶＝ΔX ×

ΔY,局中人的平均收益为:

ΠA(p,q)∶＝∫
X×Y

βA(x,y)d(p×q)

当支撑集Supp(p)和Supp(q)均有限时,则:

ΠA(p,q)∶＝ ∑
x∈Supp(p)

　 ∑
y∈Supp(q)

p(x)q(y)βA(x,y)

Adam等[４１]设计了用于连续布洛托上校博弈的均衡计算

双重 Oracle方法,Ganzfried[４２]设计了面向连续布洛托上校博

弈近似纳什均衡的冗余虚拟对弈方法.

３．２　离散布洛托上校博弈

现实世界中的很多资源不可分割,如战场对抗环境下的

兵力资源[１２],以及西方政治选举竞争中的人力及物力等资

源[４３].考虑 资 源 不 可 分 割 的 情 形,离 散 布 洛 托 上 校 博 弈

(DiscreteColonelBlotto,DCB)记作CBD
n ,局中人的预算与分

配约束都是整数,即XA,XB∈N\{０},则局中人ϕ∈{A,B}的

策略集合为(xϕ
１:xϕ

n):xϕ
i∈N,∀i∈[n],且 ∑

j∈[n]
xϕ

j≤Xϕ.

关于CBD
n 的研究主要聚焦在同质战场(即常和布洛托上

校博弈)的条件下,且主要致力于降低求解方案的复杂性[４４],

因为CBD
n 中博弈双方的纯策略数量随着战场数量和资源预

算的增长呈指数级增长,所以,虽然布洛托上校博弈的基本规

则简单,但其模型本身所涉及的条件假设可以十分复杂,故布

洛托上校博弈问题的求解十分困难.目前的研究主要聚焦在

CBC
n和常和CBD

n 等部分限制性条件下,对CBn的问题的求解

至今仍充满挑战.

３．３　广义布洛托上校博弈

n个战场且资源预算为XA 和XB 的广义布洛托上校博弈

(GeneralizedColonelBlotto,GCB)记作GCBXA,XB
n ,局中人P∈

{A,B}的策略集合为xP ∈Rn
≥０:∑

n

i＝１
xP

i ≤XP,局中人分别采用

纯策略xA和xB时,收益为ΠP(xA,xB).

在GCBn中,条件假设非常宽泛,对对抗双方的资源预

算、战场价值评估等条件不作约束.对GCBn比较完整的定

义最早由 Kovenock等[４５]提出,Vu等[４６]在 Kovenock等的基

础上对单个战场的胜负规则(布洛托函数)作了更一般化的假

设,用因子α来表示一方的收益系数,具有更广泛的表示意

义.由于放松了约束,GCBn的问题求解(通常指其纳什均衡

求解)更为复杂.

当对抗双方对同一战场的价值评估相等,其他条件和

GCBn相同时,双方对抗之后的收益之和为战场价值之和,是

一个固定的值,故称该博弈为常和布洛托上校博弈,记为

GCBC
n.零和博弈可以看成是收益之和为零的特殊常和博弈.

Roberson[４７]提出了求解等价战场、双方预算比值满足特定范围

问题的方法.Schwartz等[４８]扩展了 Roberson的研究,放松

了等价战场的约束,考虑不等价战场情况下的GCBC
n问题.

３．４　广义乐透布洛托博弈

针对布洛托上校博弈中赢者通吃的规则过于苛刻的问

题,广义乐透布洛托博弈(GeneralizedLotteryBlotto,GLB)

(记作GLBn(ζ))假设每个局中人均有一定概率获得相应的

收益.原始赢者通吃布洛托函数被改成基于竞争成功函数

(ContestSuccessFunctions,CSF):ζA,ζB:R≥ →R.对于纯策

略组合xA和xB,博弈各方收益分别为:

ΠA
ζ (xA,xB)＝∑

n

i＝１
wA

i 􀅰ζA(xA
i ,xB

i )

ΠB
ζ (xA,xB)＝∑

n

i＝１
wB

i 􀅰ζB(xA
i ,xB

i )

Vu等[４９]利用单变量分布构建混合策略的方法给出了广

义乐透布洛托博弈的近似均衡求解方法.Li等[５０]给出了两

方广义乐透布洛托博弈的纯策略纳什均衡求解方法,其中博

弈局中人之间的预算和估值都是不对称的,博弈采用了 TulＧ

lock竞争成功函数[５１].

３．５　广义规则布洛托上校博弈

如何泛化赢者通吃规则是广义规则布洛托上校博弈

(GeneralRuleColonelBlotto,GRCB)的核心.其中,Vu等[５２]

研究了偏袒(favoritism)布洛托上校博弈,将资源预置(preＧalＧ

location)与非对称资源效果(asymmetricresource’seffectiveＧ

ness)看成某种形式上的偏袒.对于n个战场的偏袒布洛托

上校博弈,记作CBF
n ,局中人A 和B 的纯策略为xA ＝xA

ii∈[n] ∈

SA和xB＝xB
ii∈[n]∈SB.对应收益函数分别为:

ΠA
CBF

n
(xA,xB)＝ ∑

i∈[n]
wiβ(xA

i ,qixB
i －pi)

ΠB
CBF

n
(xA,xB)＝ ∑

i∈[n]
wi[１－β(xA

i ,qixB
i －pi)]

其中,β:R≥ →[０,１]满足:

如果x＞y,则β(x,y)＝１;

如果x＝y,则β(x,y)＝α;

如果x＜y,则β(x,y)＝０.

Aspect等[５３]研究了带热启动的布洛托上校博弈模型.

Gupta等[５４]建立了面向网络安全的三阶段布洛托上校博弈

模型.Paarporn等[５５]将信息的隐藏、混淆和泄漏建模成两阶

段布洛托上校博弈模型.

３．６　在线离散布洛托上校博弈

在线离散布洛托上校博弈中,学习器与对手在n个战场

上对抗T 个阶段,在阶段t∈[T],每个战场i∈[n]的价值

bt(i)＞０,满足∑
n

i＝１
bt(i)＝１,学习器的策略向量满足:Sk,n∶＝

{z∈Nn:∑
n

i＝１
z(i)＝k}.对于一个给定战场数量为n、部队数量

为k的在线离散布洛托上校博弈,可以相应构建一个有向无

环图,在线离散布洛托上校博弈的策略集合Sk,n与图上从起

点s至终点d 之间的所有路径集合Gk,n一一映射.因此,完全

信息反馈对应可以观测边上的所有损失,半赌博机反馈对应

仅可观测到所选路径上边的损失,赌博机反馈对应仅能观测

到所选路径上边的聚合损失.此外,对于半赌博机反馈,学习

器可以通过侧面观测图的结构来推导出相关信息[５６].需要

注意的是,这类侧面观测与多臂 赌 博 机 的 “侧 面 观 测”[２１]
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不同,前者表示图中边的观测,后者表示路径(行动、路径)的

观测.在线离散布洛托上校博弈信息反馈方式如表３所列.

表３　在线布洛托上校博弈信息反馈设置

Table３　OnlineColonelBlottogameinformationfeedback

信息

反馈

对手

策略

战场

价值

战场

结果

战场

总损失

完全信息 √ √ √ √
侧面观测 部分可推理 √ √ √
半赌博机 √ √ √
赌博机 √

通过对 Gyorgy等[２０]定义的网络路由问题对应的图结构

进行改进,可以将在线布洛托上校博弈问题转化为在线最短

路径问题.在 OSP问题中,学习器的动作集是有向无环图

(DirectedAcyclicGraph,DAG)上从源头到目的地的一组路

径[５７].OSP可以用一个 DAG定义,DAG有以下属性:有两

个特殊的顶点,即源点和目的点,分别表示为s和d;P 表示从

s到d 的所有路径集,DAG的顶点集和边集分别用V 和E 表

示.设置|V|≥２以及|E|≥１,且每条边e∈E 至少属于一条

路径p∈P.用n表示集合P 中最长的路径长度,即‖p‖≤

n,∀p∈{P}.

给出时间范围T∈N,在线最短路径问题(OnlineShorＧ

testPath,OSP)定义如下:在阶段t∈[T],每条边e∈E 对应

一个由对手确定的标量损失lt(e)∈[０,１],学习器在未知标量

损失的情况下选择一条路径pt∈P,并产生该路径所有边总

的损失Lt(pt)＝ ∑
e∈p

~
t

lt(e).在阶段结束时,学习器会观察到一

些反馈(该路径上每条边的损失或者仅该路径上所有边损失

的和).学习器的目标是最小化期望遗憾值.这里定义的在

线最短路径问题是在线组合优化问题的一个实例(具有动作

向量的维度是|E|),其可以看作映射每条路径p∈P 到{０,

１}|E|的一个向量,所有与在线组合优化相关的概念都可用于

在线最短路径,包括遗憾、期望遗憾、健忘型、非健忘型的对手

以及学习器在每个阶段结束时观察到的反馈设置.

４　布洛托上校博弈求解方法

４．１　博弈策略空间形态探索

Czarnecki等[５８]结合实证博弈策略分析理论分析了多类

博弈的策略空间形态,提出了陀螺猜想.假定策略空间为分

层的博弈几何体,即策略空间Π 可分解成k 层,∪
i
Li＝Π,其

中∀i≠jLi∩Lj ＝Ø,层之间的策略满足传递性压制关系,

∀i＜j,πi∈Li,πj∈Ljf(πi,πj)＞０,且 存在z∈N 满足i＜z 时有

|Li|≤|Li＋１|,i≥z时有|Li|≥|Li＋１|.

布洛托上校博弈的策略空间形态如图３所示,分别选定

“１０资源５战场”博弈场景,首先获取种群策略之间的收益矩

阵,通过计算收益矩阵的“石头Ｇ剪刀Ｇ布”(RockＧPaperＧScisＧ

sors,RPS)环和“纳什聚类中心”(NashClusterings)来分析策

略空间形态.对于对称零和博弈,由于决策空间(战场)具备

置换不变性,布洛托上校博弈要求局中人在所有可能的排列

中均匀地混合以避免被利用.面向布洛托上校博弈的学习方

法生成的策略也具备非传递性.

图３　多类布洛托上校博弈的策略空间形态

Fig．３　StrategyspaceformofmultiplekindsofColonelBlottogame

Omidshafiei等[５９]围绕收益张量,采用αＧrank 响应图分

析探索了各类博弈策略的空间形态.其中布洛托上校博弈的

相关结果如图４所示.对于“５资源３战场”博弈场景,根据

收益矩阵对各类策略进行评级,获得各策略之间的响应图,然

后采用图统计分析Ｇ主成分或图谱分析Ｇ聚类Ｇ压缩等步骤,将

各类博弈策略映射到参数化博弈结构中.

图４　布洛托上校博弈的策略空间形态

Fig．４　StrategyspaceformofColonelBlottogame

布洛托上校博弈求解仍然面临诸多挑战.下面区分２个

阶段(离线与在线)３类博弈场景(单次、重复、多阶段),梳理

布洛托上校博弈求解方法.

４．２　离线单次博弈策略求解

从博弈论的角度出发,将基于布洛托上校博弈模型的单

次对抗条件下的资源分配问题称为离线布洛托上校博弈.相

关研究大部分建立在离线布洛托上校博弈条件下,致力于寻

找该条件下的纳什均衡.其中,对抗双方对战场数量n、对方

的资源预算以及布洛托函数拥有共同知识假设.
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Gross等[１２]研究了常和布洛托上校博弈中最简单的一种

情形,即博弈双方的资源预算相等,战场数量n＝３,且设置布

洛托函数在双方分配策略相等时平分战场价值,即作者构造

的布洛托上校博弈是对称博弈.现有的很多研究针对离散布

洛托上校博弈问题进行求解.与广义布洛托上校博弈不同,

离散布洛托是一个有限式博弈.因为要求资源预算以及局中

人的分配策略至少是整数的某个粒度,故局中人的分配策略

数量是有限的.HortalaＧVallve等[６０]研究了对抗双方拥有相

同预算的离散布洛托上校博弈问题,描述了纯策略纳什均衡

存在时布洛托函数的形式(当双方分配相同的资源至同一个

战场时,双方平均分得该战场的价值)以及维持纳什均衡时对

抗双方的代价.由于离散布洛托上校博弈的策略空间随着战

场数量和预算数量的增加呈指数级增长,因此相关研究主要

聚焦在同质战场(即常和布洛托上校博弈)条件,且主要致力

于降低求解方法的计算复杂性.

４．２．１　线性规划求解

Ahmadinejad等[６１]研究了常和离散布洛托上校博弈问

题,使用线性规划方法来寻找最优策略.Behnezhad等[４４]提

出了第一个多项式时间算法,发现即使是单纯形方法(尽管它

的指数运行时间),在实际应用中也比椭球体方法表现得

更好.

假设 N＝{r,m},ur和um分别表示局中人r和m 益函数;

sr∈Sr和sm∈Sm分别表示r和m 纯策略集合中的纯策略;用

p:Sr→[０,１]表示局中人r某个纯策略对应的概率,且满足

∑
sr∈Sr

psr ＝１;同理,用q:Sm →[０,１]表示局中人 m 某个纯策略

对应的概率.由于离线布洛托上校博弈是常和博弈,因此可

以利用极小极大原理找到该博弈的一个纳什均衡.根据混合

纳什均衡概念,如果p∗ 和q∗ 能够同时最大化r和m 的收益,

则由(p∗ ,q∗ )构成的混合策略是离线布洛托上校博弈的混合

纳什均衡.通过求解以下线性规划方程式,可以获得p∗ ;同

理,通过类似的线性规划方程式可以获得q∗ .

maxur

s．t．
∑

sr∈Sr
　ps

r ＝１

∑
sr∈Sr

ps
rhr

m(sr,sm)≥ur,∀sm∈Sm{
由于|Sr|和|Sm|是关于战场数量和资源预算的指数函

数,单纯地采用上述线性规划的方法面临计算效率缓慢的问

题,因此该形式下的线性规划方法在实际中并不适用.

４．２．２　最优单变量耦合

Roberson[４７]研究了更具一般性的常和布洛托上校博弈

中的纳什均衡求解问题,在未限制战场数量以及博弈双方的

资源预算是否相等的情况下,提出了一个基于 Copula理论的

博弈求解方法,获得了该条件下博弈双方的最优单变量分布.

但是,Copula理 论 的 表 述 十 分 复 杂,实 现 起 来 十 分 困 难.

Kovenock等[４５]研究了常和布洛托上校博弈的最优单变量分

布的求解,给出了一类由特殊方程的正数解描述的最优单变

量分布,但是仍然无法从这些最优单变量分布集合中构造满

足预算约束的联合分布.Schwartz等[４８]针对任意数量战场

但等价的常和布洛托上校博弈问题,求解出唯一的最优单变

量分布,并证明了存在由这些最优单变量分布的n变量联合

分布,但是未能求解出该联合分布.

在常和离线布洛托上校博弈中,如果一组单变量分布

{Fr
i,Fm

i }i∈n满足以下两个条件,则称其为最优单变量分布.

１)如果局中人r根据分布Fr
i 分配资源xr

i 至战场i,i∈
[n],则其分配资源的期望满足预算约束Xr,即:

∑
i∈[n]

[Exr
i~Fr

ixr
i]≤Xr

２)如果局中人m 根据Fm
i 分配资源给战场i的同时,局中

人r根据Fr
i分配资源给战场i,则局中人r的策略是最优的.

换句话说,对于局中人r的任意纯策略xr~ ,所有战场期望收益

的和满足以下不等式:

∑
i∈[n]

Ex~Fr
i,y~Fm

i
[Wr

iβr(x,y)]≥ ∑
i∈[n]

Ey~Fm
i
[Wr

iβr(x~r
i,y)]

∑
i∈[n]

Ex~Fr
i,y~Fm

i
[Wm

iβm(x,y)]≥ ∑
i∈[n]

Ex~Fr
i
[Wm

iβm(x,x~m
i )]

其中,Wi表示战场i的价值,β为布洛托函数.

基于最优单变量求解常和离线布洛托上校博弈的方法基

本上可以归结为以下两个步骤:

１)确定每个战场上局中人的最优单变量分布,即放松预

算约束,只保持期望相同,并在每个战场上寻求最优分配

策略;

２)构造一个在１)中发现的单变量分布的n变量联合分

布,使从该联合分布中提取的任何策略都满足预算约束.

上述构造最优单变量的求解方法难度较大,而且往往只

能针对特定条件下(如常和＋离散＋等价战场＋相同预算等)

的离散布洛托上校博弈问题进行求解,普适性的结论往往很

难获得.此外,全支付拍卖(AllＧPayAuction,APA)的均衡刻

画经常被用作研究布洛托上校博弈均衡的工具(用于在上述

两个步骤中的第１步中来构造最优的单变量分布).

在一个全支付拍卖中,竞标者秘密决定他们各自的出价

来竞争同一个物品,出价最高者赢得该物品并获得其价值,且

所有竞 标 者 支 付 他 们 各 自 的 出 价 (包 括 竞 得 物 品 的 获 胜

者)[６２Ｇ６３].通过上述分析可知,对于这类构造单变量的求解方

法,普适性的结论往往很难获得.很多学者通过研究发现,可

以构建每个战场上局中人的最优单变量分布,但不能确定是

否存在由这些分布构造的混合策略.通过构造最优单变量的

方法求解常和布洛托上校博弈的纳什均衡,仍面临很大的

挑战.

４．２．３　动态策略迭代

Mcmahan等[６４]提出了利用子博弈增量迭代方式求解博

弈的双重预言机(DoubleOracle,DO)方法.Lanctot等[６５]将

DO方法与深度强化学习方法结合,提出了策略空间响应预

言机(PolicySpaceResponseOracle,PSRO).Zou等[６６]基于

DO算法提出面向离线布洛托上校博弈求解的 ＧDO 算法,使

其能够求解离线布洛托上校博弈的近似纳什均衡.

Gemp等[６７]提出了基于策略梯度的大型多人博弈纳什均

衡近似方法 ADIDAS,其与同伦型、李雅普诺夫和迭代式多矩

阵博弈求解方法类似.Anthony等[６８]采用元博弈理论,利用

自对弈强化学习设计了随机虚拟对弈的最佳响应策略迭代方

法FPPI.Jacob等[６９]基于无憾学习与在线凸优化理论,提出

了面向类人对抗的 KL散度正则化搜索方法piＧKL.Strang
等[７０]利用主成分权衡分析方法,重点分析了 Blotto博弈的
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对称性,基于 Disc博弈的“平衡”结构表示分析了策略之间的

互锁循环部分.Bertrand等[７１]提出了基于技能和一致性的

扩展版Elo策略来评估方法,在多类投影后的策略空间中分

析各类策略的分布情况,如图５所示.

图５　布洛托上校博弈的策略传递性与循环性分析

Fig．５　AnalysisofstrategictransitivityandcyclicityinColonelBlottogame

４．３　在线重复博弈策略求解

４．３．１　重复性对抗场景

在线布洛托上校博弈主要描述了与对手之间进行多次资

源分配对抗的情形.在现实情况中,如果资源是重复可利用

的,则每一次对抗双方的预算都和上一阶段相同(剩余部分资

源不会为对抗结果带来好处).假设博弈的其他共同参数在

每次对抗中也是相同的,则双方之间的多轮次对抗可以看成

是重复博弈.

将基于布洛托上校博弈模型的在线资源分配问题称为在

线布洛托上校博弈,主要描述学习器和对手之间进行多次资

源分配对抗的情形.对于其中的每一次对抗,学习器在不知

道部分信息的条件下做出决策(如战场价值或者当前对手的

预算等),当一次对抗结束之后,学习器接收部分信息反馈(如
分配策略的收益等).在这种情况下,学习器通常需要连续地

动态学习,并调整利用已知信息和探索获得新信息之间的权

衡,生成良好策略以实现最小化累积损失(或者最大化累积收

益)的目标.在线布洛托上校博弈本质上是具有组合结构的

在线资源分配问题,是在线组合优化问题的一个实例.

４．３．２　Exp３类算法

在上述经典 MAB问题中,一次只摇一支臂;在组合多臂

赌博机问题中,一次拉动的不是一支臂,而是多支臂组成的集

合,称之为超臂(superarm)[７２].拉完这个超臂后,超臂所包

含的每个基准臂会给一个反馈,而这个超臂整体上会给学习

器带来某种复合的收益.因此,在线布洛托上校博弈可以直

接建模为组合多臂赌博机(CombinatorialMultiＧArmedBanＧ
dit,CMAB)模 型,其 中 每 个 纯 策 略 对 应 一 支 超 臂,同 时

CMAB模型可以完全捕捉到关于博弈的信息反馈.信息反

馈量的大小决定了 CMAB问题属性,类似 于 博 弈 论 中 完

全信息和不完全信息问题的区别,对应的求解方法迥异.

由于 CMAB问题仍然隶属于在线线性优 化 问 题 的 框 架,

因此,类比于在线线性优化问题,针对完全信息反馈的在

线资源动态分配问题,Freund等[２８]提出了 Hedge算法,实

现了 O( Tlog|S|)次线性遗憾界,其中S⊂{０,１}D,其是使

用二进制方式来表示动作的一种方法;Koolen等[７３]对全信息

反馈的在线线性优化问题进行深入研究,提出了一种 Hedge

算法的变体,实现了 O( Tnlog(D/n))遗憾界,其中n＝max
p∈S

{‖p‖１}.针对赌博机反馈,Dani等[４０]提出了几何 Hedge

算法,获得了 O(D３/２ T)的期望遗憾界,这是首个获得关于

时间范围T 的次线性期望遗憾界的算法.另一个针对赌博

机反馈的在线线性优化问题的算法是在线镜像下降算法,该

算法基于凸优化中的镜像下降(MirrorDescent,MD)方法进

行构造,并首次由 CesaＧBianch等[３０]分析了镜像下降和在线

学习之间的联系,之后 Abernethy等[３８]提出首个针对赌博机

反馈的在线线性优化问题的镜像下降算法.由于经典的

MAB问题中,一次只摇一支臂,因此该问题下的信息反馈符

合完全信息反馈和赌博机反馈的情形;而半赌博机信息反馈

则需要在组合多臂赌博机问题下才会发生,故针对半赌博机

信息反馈的研究并不多.Alon等[７４]将不同程度的赌博机反

馈信息类型建模为图结构,并提出强可观察图、弱可观察图和

不可观察图的定义,分别对应于上述３种不同的信息反馈

情形.
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４．３．３　在线最短路径

Exp３算法是一种面向多臂赌博机问题的遗憾最小化算

法,经过改进可以实现组合多臂赌博机问题的遗憾最小化.

在线学习问题通常对算法有实时性要求,借助在线最短路径

问题(OnlineShortestPath,OSP)良好的图结构,可以实现

Exp３算法高效的运行效率.Gyorgy等[２０]研究了经典的路由

问题,需要在路由网络上依次选择路径进行数据包的传输,实
现时间范围T 内的数据包传输累积时间的最小化;其同时考

虑了完全信息反馈和半赌博机信息反馈的情形.CesaＧBianＧ
chi等[７５]考虑了半赌博机信息反馈和赌博机反馈的在线最短

路径问题,并分析了对路径进行均匀采样是不可取的.Vu
等[７６]针对具有组合结构的在线布洛托资源分配问题,提出作

用于有向无环图的 Edge算法,实现了关于时间范围T 的次

线性期望遗憾上界,同时该算法的运行时间要优于经典的

COMBAND算法.以上研究以多臂赌博机为实例,研究了不

同问题类型下的求解方法,为在线布洛托上校博弈问题的建

模与求解提供了良好支撑.

４．４　在线多阶段博弈策略求解

４．４．１　多阶段对抗场景

在上一节讨论的在线布洛托上校博弈问题中,学习器不

需要关心如何将总预算分配至各个时间阶段t,因为每个时间

阶段t的预算(称为阶段预算)都是相同的,或者说没有总预

算的约束,只考虑阶段预算,而且每次对抗的阶段预算都相

等,而博弈的其他共同参数在每次对抗也是相同的,故双方之

间在时间范围T 内的对抗其实是重复博弈.重复博弈中的

资源可以是非消耗性资源,具备重复使用的特点,然而在现实

对抗性活动中,消耗性资源也是普遍存在的,此时,局中人之

间的对抗形式会发生变化.假设在时间范围 T 内存在总预

算约束,则学习器需要兼顾两个层面的问题.

１)在上层级,学习器面临在时间范围T 内的阶段预算分

布优化问题,即如何将总预算分配至各个时间阶段t.学习器

基于观察到的历史信息反馈进行分配,各个时间阶段的预算

是相关的,某些时间阶段分配的预算增加(相对于平均数)意
味着其他些阶段分配的预算会减少.

２)在下层级,学习器在每个时间阶段t和对手(类型为健

忘型或者非健忘型对手[３０])进行单次对抗条件下的布洛托上

校博弈.该问题和重复博弈条件下的布洛托上校博弈问题不

同的是,学习器在时间范围T 内的每个阶段预算可能不同.

而其中的单次对抗问题,仍然属于组合多臂赌博机问题框架,

涉及到多个战场之间的资源分配,必须整体考虑分配的合理

性,任何仅仅专注于一个战场的做法都是不可取的.这类似

于组合多臂赌博机问题中,如何分配有限的阶段预算给超臂

(将多个赌博臂称为超臂),从而获得可观的收益.

４．４．２　赌博机背包

将上述包含两个层级问题的在线布洛托上校博弈称为多

阶段对抗条件下的资源分配问题.目前对于在线布洛托上校

博弈问题,大部分的研究如上节中所述,是基于固定的阶段预

算进行,即不考虑上层级的时间范围T 内的阶段预算分布优

化问题,学习器在时间范围 T 内的每个阶段预算都是相等

的,利用下层级算法在时间范围T 内进行重复博弈实现遗憾

最小化,而考虑多阶段对抗条件下资源分配问题的不多.与

多阶段对抗条件下资源分配问题相近的研究为受背包容量约

束的赌博机背包(BanditswithKnapsacks,BwK)问题,其是一

个在供应/预算限制下的多臂赌博机问题的一般模型[７７].

BwK问题主要包括随机型背包赌博机[７７]、对抗型背包

赌博机[７８]、情境型背包赌博机[７９]、非平稳背包赌博机[８０]等.

背包赌博机问题的典型应用场景[８１]有赌博机背包、重复斯塔

克尔伯格博弈背包、预算受控重复首价拍卖等[８２].

Ashwinkumar等[８３]提出了两种基于线性规划的随机BwK
问题求解方法.Agarwal等[８４]将随机型 BwK设置推广至分

别包括任意 凹 收 益 和 任 意 凸 约 束 的 情 形,并 分 别 获 得 O
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率遗憾界.其中,d是收益或者损失的维度,L为 Lipschitz常

数.Agarwal等[７９]研究了一种上下文 BwK 问题,上下文由

未知的独立同分布线性产生,学习器据此进行动作采样,目的

是在每种资源预算约束内实现收益最大化并获得高概率遗憾

界.Agarwal等[８５]针 对 Badanidiyuru 等[８６]研 究 的 上 下 文

BwK问题,在 Agarwal等[８７]提出的算法上做出改进,获得的

高概率遗憾界比 Badanidiyuru等[８６]提出的方法提高了 a因

子(a表示资源种类),而且其算法运行时间是策略集大小的

对数平方根.Immorlica等[７８]研究了包括随机型、对抗型、全
信息反馈、半赌博机信息反馈以及上下文赌博机在内的多种

不同问题下的BwK 问题,并设计 LagrangeBwK 算法求解对

抗型BwK问题,获得了高概率遗憾界.Li等[８８]采用原始Ｇ对

偶的视角来研究BwK问题,从对偶的角度强调背包约束对遗

憾的影响,并基于原始问题和对偶问题共同定义次优动作.

４．４．３　组合赌博机背包

Leon等[８９]研究了带总预算约束的动态布洛托上校博弈

问题,学习器将有限的资源分配至有限的时间阶段,而在每个

时间阶段,学习器和对手同时分配资源至多个战场进行对抗,
每次对抗结束后,学习器仅仅能够获得总战场损失信息反馈.

其目的是经过时间范围 T 次对抗后,实现期望遗憾的最小

化.以上研究针对带背包容量约束的多臂赌博机问题进行建

模和求解,结合在线布洛托上校博弈问题的研究,可以进一步

求解在线多阶段布洛托上校博弈问题.

Sankararaman等[９０]研究了带背包容量约束的半赌博机

反馈的组合赌博机背包(CombinatorialBwK,CBwK)问题,其
收益服从固定的分布.文章指出,在传统的随机组合多臂赌

博机问题中,立足于找到每一轮次中对应于最佳期望收益的

动作即可;而在带背包容量约束的半反馈随机组合多臂赌博

机中,其主要挑战在于需要求解所有轮次中最佳期望收益的

动作分布,但受限于组合多臂赌博机问题中指数级的动作空

间,该问题求解难度很大.

如上所述,在线组合优化是在线线性优化的一个实例,其
中S⊂{０,１}D,即在线组合优化中每个动作都是一个D 维的

０Ｇ１向量.这和组合优化问题的变量形式也是契合的,因为

组合优化问题本就是一类在离散状态下求极值的最优化问

题[９１].相应地,在线线性优化中的有关定义可以转移到在线

组合优化中来.学习器根据获取的信息反馈指导下一阶段的

动作采样,目标是实现遗憾最小化.当前典型的布洛托上校

博弈求解方法如表４所列.
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表４　典型布洛托上校博弈求解方法

Table４　TypicalsolvingmethodsforColonelBlottogame

博弈场景 类别 基本思想及性能分析 主要参考文献

离线 线性规划求解 采用解析式方法计算精确解,但计算复杂性高,算法效率不高 文献[４４,６１]

离线 最优单变量耦合
利用最优单变量分布耦合得到边缘分布,但变量分布的独立性无法保证,近
似解仍存在误差

文献[４５,４７Ｇ４８]

离线 动态策略迭代
通常利用迭代式学习与分布式训练方式,但多人大型博弈均衡策略难学习,
策略学习难保证收敛

文献[５８Ｇ５９,７１]

在线 在线最短路径 Exp３ 可以利用观测信息反馈优化在线策略更新,但无法很好地应对大型博弈空间 文献[６６,７６]

在线 赌博机背包BwK
通常采用上下两层优化方式,同步优化两层目标,但很难同时优化策略与资

源约束
文献[７６,８９]

５　研究前沿及展望

５．１　广义博弈模型

在广义布洛托模型的基础上,还有很多不同限制条件下

的布洛托上校博弈变体模型,如斯塔克尔伯格博弈[９２]、考虑

资源预置的三阶段博弈[９３]、连续博弈[９４]、动态防御者Ｇ攻防者

布洛托上校博弈[９５Ｇ９６]、贝叶斯广义布洛托上校博弈[９７]、联盟

布洛托上 校 博 弈[９８]、多 维 私 人 信 息 的 多 人 布 洛 托 上 校 博

弈[９９]、成比例资源分配布洛托上校博弈[１００]、联网布洛托上校

博弈[１０１]、布尔值型布洛托上校博弈模型[１０２]和私人布洛托上

校博弈[１０３]等.当前围绕布洛托上校博弈模型的相关扩展主

要聚焦以下几点:１)改造“赢者通吃”,设计新型布洛托函数,

如采用兰彻斯特毁伤率[４],建模比例资源分配的 Tullock竞

争成功函数;２)资源约束条件,如多阶段博弈中总体资源量受

限[８９];３)博弈局中人数量,如针对多人(方)对抗场景的各类

模型[９９];４)状态与动作空间连续,如针对多维连续状态空

间[１０４].

５．２　博弈求解方法

５．２．１　离线布洛托上校博弈求解

均衡点刻画仍然有待探索和解决,而构造最优单变量分

布求解其纳什均衡存在以下缺点:一是理论比较复杂,求解难

度大;二是不确定是否存在由最优单变量分布构造的混合策

略;三是至今没有得出比较通用的结论,只在部分限制条件下

得到结果.Perchet等[１０４]提出了面向两人连续布洛托上校博

弈的耦合与采样方法,可以求解非对称预算、异构非对称价值

设置下的博弈.Beaglehole等[１０５]提出的面向多人布洛托上

校博弈的蒙特卡洛马尔可夫链(MonteCarloMarkovChains,

MCMC)采样方法,大大降低了计算时间复杂度.Noel等[１０６]

提出利用强化学习方法来求解布洛托上校博弈.此外,针对

多人布洛托上校博弈的求解方法仍充满挑战.

５．２．２　在线布洛托上校博弈求解

现有对在线布洛托上校博弈的研究还很少,特别是对于

半赌博机信息反馈的布洛托上校博弈问题,只能借助多臂赌

博机等在线组合优化问题进行问题分析和求解.面向多臂赌

博机问题的Exp３经典算法应用于在线布洛托上校博弈问题

时需要进行改进,以获得遗憾界保证,同时兼顾算法的运行效

率.将策略空间映射成有向无环图的策略求解方式,仍无法

很好地扩展至策略行动空间较大的博弈模型中[８９].现有对

多阶段对抗条件下在线布洛托上校博弈问题的研究还很少,
而对于半赌博机信息反馈的情形处于空白.与该问题相近的

赌博机背包问题研究中考虑对手设置的也很少,其收益服从

固定的分布,属于随机多臂赌博机问题的范畴,不适用于对抗

条件.此外,如何求解在线多阶段资源受约束条件下的布洛

托上校博弈策略,如何为在线布洛托上校博弈的序贯策略学

习BwK 类问题设计有遗憾界保证、用于在线学习的元算法

(MetaAlgorithm)仍充满挑战[８１].

５．３　典型应用探索

基于布洛托博弈的典型应用主要包括:基于选区的政治

选举资源投入[１３,１０７],面向互联网用户的广告投放[１０８],无线电

干扰对抗领域双方的功率分配[１０９],空中无线传能中信令传

输信道分配的隐私保护机制[１１０],卫星通信智能抗干扰中多

信道功率分配[１１１].此外,如下领域的典型应用也值得持续

关注.

１)竞争性资源分配

布洛托上校博弈模型能够在一定程度上近似模拟实际战

场资源分配的对抗场景,通过求解不同对抗条件下多战场资

源分配问题,充分合理利用战场资源,优化资源分配,为分布

式环境下的资源分配决策提供技术和理论支撑.布洛托上校

博弈分配方法结合兰彻斯特战损方程,可对“分而击之”等经

典的战术战法进行验证.未来针对复杂问题(例如异构资源、

异构战场)的求解,可为更复杂的战术战法的验证提供有效技

术支撑.

２)通信频谱分配

相关研究将多维资源分配博弈问题建模成布洛托上校博

弈[１１２],多 个 网 络 服 务 提 供 商 (NetworkServiceProviders,

NSPs)竞争向一组用户提供无线连接.用户可以是单个移动

设备、一组本地化的物联网(IoT)设备,甚至是需要无线回程

的校园网络.网络服务提供商之间相互竞争,通过分配可用

带宽为用户提供无线服务,以实现总收益的最大化.NSPs向

每个用户提议使用一定带宽提供无线连接,然后用户决定连

接到该 NSP,其提供的带宽使其收益最大化.

３)云服务调度

相关研究利用布洛托上校博弈模型来分析云服务系统的

安全防御问题[１１３],攻击者通过选择有限数量的CPU来攻击云

服务设备,防御者需要寻找针对高级持久性威胁的防御策略.

４)复杂网络攻防

相关研究利用布洛托上校博弈描述网络上的攻防对抗问

题[１０１,１１４],将网络联通度、平均路径长度和传输能力作为网络

性能评估指标,基于可行动作集设计均衡求解的协同演化算

法,相关模型可用于互联网安全、车联网通信、交通系统效率、

谣言传播控制、关键基础设施安全等问题的研究[１１５].

５．４　未来研究展望

１)考虑适变型对手

现实中的对手一般具有学习能力,特别是未来高科技
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战争背景下,智能体的学习能力、应变能力将会有很大突破.
所以,更符合实际的情况是考虑适变型对手,对手越理性、智
能,越能模拟现实中的对抗场景.虽然目前这方面的研究还

很少,难度很大,但对其进行研究具有十分重要的实际意义.

２)考虑异构型资源分配

为了更加贴近实际对抗,应该考虑异构型资源的分配,即
考虑多种不同类型的资源的分配,在这些不同类型的资源中,
不同的组合会产生不同的效用,对于具体的战场,就不是简单

地以数量多取胜,而是以不同的资源类型进行匹配产生不同

的作战效用,基于此判定对抗双方的输赢.在这种情况下,学
习者不仅仅需要考虑固定资源分配策略的组合优化问题,还
需要考虑不同资源类型之间匹配的组合优化问题.虽然问题

难度升级,但这更加贴近实际.

３)提高算法遗憾界性能

现有的算法大多数实现的是关于时间范围 T 的次线性

遗憾界,还有提升的空间.未来努力的方向包含两个方面:一
方面是致力于提升遗憾界,另一方面是尽量缩短达到遗憾界

所需要的交互轮次.

４)提高算法的运行效率

针对资源分配问题,Exp３ＧU 以及 Exp３ＧG算法相较于目

前的其他算法在运行效率方面已经有较大的优势,但是离在

线对抗的实际要求还存在差距,因此,致力于开发探索出高效

的算法也是需要重点关注的问题之一.
结束语　对抗条件下的资源分配一直以来都是军事作战

不可忽视的问题,是智能决策的核心问题.在具有环境高复

杂、动态不确定、博弈强对抗等突出特征的未来竞争环境,如
何实现对抗条件下的资源合理有效分配是一个值得重点关注

的问题.本文围绕对抗条件下的资源分配问题,聚焦多类离

线与在线布洛托博弈模型,借助博弈学习和在线组合优化理

论,梳理多类博弈问题求解方法.本文为对抗条件下资源分

配问题的研究提供了一种博弈论视角,期望能为资源分配与

博弈论交叉领域的相关研究带来启发,激发相关研究人员的

兴趣.
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